
第43卷  第 9期                   岩   土   工   程   学   报                  Vol.43  No.9 
2021 年      9 月                      Chinese Journal of Geotechnical Engineering                       Sep.  2021 

时域稳定的基础频响离散有理近似参数识别方法 
王志宇

1
，唐贞云

*1，2
，杜修力

1
 

(1. 北京工业大学城市与工程安全减灾教育部重点试验室，北京 100124；2. 中国地震局工程力学研究所，中国地震局地震工程与 

工程振动重点试验室，黑龙江 哈尔滨 150080) 

摘  要：离散时间有理近似函数是建立基础动力分析模型的重要方法之一。而有理函数的稳定性和精度决定了动力时

程分析的稳定性和精度。目前关于离散时间有理近似函数的研究主要集中于时域分析模型建立，而无法同时保证辨识

函数的稳定性、精度及计算效率。基于系统稳定性理论，将有理近似函数看成一阶与二阶系统的组合，并根据其根的

稳定条件推导了被辨识参数的稳定界限。在此基础上，利用遗传算法与序列二次规划算法提出了时域稳定的参数识别

方法。通过对不同基础频响函数的数值仿真，验证了该方法辨识参数的稳定性与精度。由于该方法限制了参数取值范

围，其计算效率也得到了大幅度提高。 
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Abstract: The discrete-time rational approximation function is one of the important methods for establishing dynamic analysis 

model for foundations. The stability and accuracy of the rational function determine those of dynamic time history analysis. At 

present, the researches on the discrete-time rational approximation function mainly focus on the establishment of time-domain 

analysis model, but they cannot guarantee the stability, accuracy and calculation efficiency of the identification function at the 

same time. Based on the theory of system stability, the rational approximation function is regarded as the combination of 

first-order and second-order systems, and the stability boundary of identification parameters is derived according to the stability 

condition of its roots. On this basis, a time-domain stable parameter identification method is proposed by using the genetic 

algorithm and the sequential quadratic programming algorithm. The stability and accuracy of parameter identification are 

verified through numerical simulation of different frequency response functions for foundations. Due to the boundary of 

parameter range, the calculation efficiency is also greatly improved. 
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0  引    言 
基础频域阻抗是土结动力相互作用研究中描述基

础的一种重要方法。目前，关于基础阻抗函数解析解

已有大量的研究成果，如：崔春义等[1]利用桩–土耦合

条件推导得到管桩基础的动力阻抗解析解；杨林青等[2]

求解了任意形状基础的频域动力阻抗。频域阻抗只适

用于结构线性响应的频域求解，无法用于非线性响应

分析和混合试验要求的时域逐步积分求解。为了将该

频域阻抗用于土–结相互作用系统动力时程分析，需要

将其转换为时域阻抗模型。目前常用的拟合方法有离

散有理近似[3]和连续有理近似函数[4]两种，有理近似

函数的稳定性与精度决定了动力时域分析的稳定性与

精度。采用离散时间有理近似函数对基础频域阻抗进行

准确拟合主要取决于参数识别方法的有效性。Paronesso 
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等[5]采用平衡逼近的方法推导了相互作用力与位移的

差分方程，并将其表示为离散时间的有理近似函数；

Wolf 等[6]、Safak 等[7]、杜修力等[8]分别利用有理近似

函数拟合了基础阻抗，并给出了后验的函数稳定性条

件为函数极点的模小于 1；Laudon 等[9]采用了 Safak
等[7]的方法拟合了频域阻抗，指出该方法虽然可以保

证拟合精度，但存在失稳问题；Gash 等[10]将离散时间

函数与 Newmark-β 法结合，评价了滤波器–积分器所

需的稳定条件；Sung 等[11]采用最小二乘法对阻抗进行

了拟合，分析了土结动力相互作用对结构动力响应的

影响。以上研究表明，大多频域阻抗的最优有理近似

存在失稳问题，需要一个有效的方法保证识别函数的

稳定性。赵建锋等[12]利用罚函数给失稳的参数组合增

加惩罚值，保证了识别程序输出结果的稳定性；赵密

等[3]先在 S 域中利用连续时间有理近似函数与罚函数

法拟合基础阻抗，再通过双线性变换得到 Z 域的离散

时间函数，保证了函数的稳定性。 
离散时间有理近似函数的参数识别方法主要存在

如下问题：部分方法未对函数的稳定性进行判断，可

能导致时域分析失稳；另一部分方法采用后验方式判

断辨识函数的稳定性，虽然可以较好地确保稳定性和

精度，但由于辨识参数在整个实数域以及参数稳定性

判别的复杂性，参数辨识效率较低，在实际中（特别

是多自由度基础系统）难以应用。本文从控制理论角

度给出了完整的稳定约束条件，并据此提出了一种高

效稳定的离散时间有理近似函数参数识别方法。 

1  离散时间有理近似的稳定性 
采用解析方法或数值方法求解基础频域动力阻

抗 [4]是土结动力相互作用研究中基础的重要描述方

法。根据输入与输出物理量不同，频域阻抗函数可以

分为两种：广义位移作为输入，广义力作为输出的动

力刚度阻抗函数 S(ω)；广义力作为输入，广义位移作

为输出的动力柔度阻抗函数 F(ω)。因此，在频域中基

础与无限土体之间力与位移的关系可以表示为 
( ) ( ) ( )f S u     ，          (1) 

式中，f(ω)为广义力，u(ω)为广义位移，S(ω)为基础频

域阻抗函数，其可以表示为频率的函数： 
 0( ) ( ) i ( )S S K C      。     (2) 

式中  ω 为外荷载频率；S0 为静刚度；i= ( 1) 为虚

数单位；K(ω)，C(ω)分别为与频率相关的刚度系数和

阻尼系数。采用离散时间有理近似作为时域模型时，

其对应的基础频域阻抗 S(ω)可描述为 
1
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式中  bj和 aj分别为分母和分子多项式的待定系数，

且均为实数；z=eiωΔt为 Z变换的频域符号，Δt为离散

时间步长；M，N 分别为分子与分母多项式的阶数，

通常根据基础频域阻抗复杂程度选择合适的阶次即

可，频域阻抗越复杂需要的阶次越高。该模型的参数

识别过程中只需用到离散的频域阻抗值，在采用式（3）
进行拟合时，无需 K(ω)与 C(ω)的具体表达形式，而

得到式（3）所示模型后，可以用不同时域模型对其进

行等效。为了保证时域模型的稳定性，需要首先保证式

（3）所示频域模型的稳定性。根据系统稳定性理论[13]，

离散时间有理近似函数的稳定性可由其极点确定：当

且仅当其极点全部位于单位圆内，即所有极点的模均

小于 1 时，模型稳定。假设形如式（3）的离散时间有

理近似函数的极点为 zj，则其稳定条件可表示为 
1jz    。              (4) 

图 1 3×3 群桩基础模型 

Fig. 1 Model for foundation with 3×3 pile groups 

以一个 3×3 群桩模型为例，假设地基土分为 3
层，模型如图 1 所示。其中桩直径 d=1 m，桩长 L=6 m，

土层厚度 h=2 m，土泊松比 =0.35，土阻尼比 β=0.05，
桩距 S=5 m，桩土密度比 p s/  =1.3，混凝土弹性模

量 Ep=30000 MPa，3 层土的桩土弹模比 Ep/Es1=1000，
Ep/Es2=2000、Ep/Es3=500。土体阻抗由文献[14]的方法

计算得到，群桩阻抗由文献[15]的方法计算得到。采

用时域递归算法[12]对其进行描述，假设基础–土界面

之间的相互作用力为 f，则其可采用前 M 个时刻的界

面位移和前 N个时刻的相互作用力描述，其时域力学

模型如图 2，力学方程如下所示： 

0 1
( ) ( ) ( )

M N

i i
i i

f t b u t i t a f t i t
 

         。 (5) 

 

图 2 时域递归模型计算流程  

Fig. 2 Computational process of time-domain recursive model 
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并采用文献[12]给出的修正有理近似函数辨识群

桩阻抗进行无约束识别，计算结果如图 3 所示。由图

可知，虽然在频域内有理函数可以精确地与基础阻抗

吻合，但由于拟合过程中未考虑函数稳定性问题，因

此导致了时程分析发散。因此，对于离散时间有理近

似函数，仅令其函数值在频域内精确地拟合基础阻抗

函数是不够的，还需要确保时域分析的收敛性才具有

应用价值。 

图 3 3×3 群桩动力响应 

Fig. 3 Dynamic responses of foundation with 3×3 pile groups  

2  稳定参数识别方法 
为了确保基础时域模型的收敛性，现有识别方法

先满足频域响应精度，而后进行稳定性判别，当发现

不稳定时重新识别参数，直到获得同时满足精度和稳

定性条件的参数后停止识别。该方法的缺陷在于无法

识别过程和结果不可控。如果预先确定满足稳定性的

参数条件，然后在该范围内去寻找满足精度要求的参

数将会更有效。 
2.1  稳定参数约束条件 

由式（4）可知，离散时间有理近似函数稳定的充

分必要条件为所有极点的模均小于 1，但由式（3）可

知，只有该模型的所有参数已知才能得到其根，这就

是现有方法无法提前确定稳定参数范围的原因所在。

从控制系统角度来看，式（3）所示的多阶系统由多个

一阶和二阶系统组成。因此，形如式（3）的离散时间

有理近似函数，可用下式等效： 

0
2

1 2 1
1 2 0

1 1

( )
(1 ) (1 )
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j
j

l n l

j j j
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b z
S
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 ，(6) 

式中，x1j和 x2j为二阶系统系数，x0j为一阶系统系数，

l为二阶系统总数。 
当式（3）等效为式（6）后，辨识多阶系统参数

变为了辨识一阶和二阶系统参数。由一阶、二阶系统

的根可得到其解析式，也就可以根据式（4）限制（6）
中参数的取值范围了。式（6）每个一阶与二阶项的根

为 

 

2
1 1 2

0

4
2

j j j

j

j

x x x
z

x

  


 
 

  。        (7) 

式中，一阶项根 x0j的取值范围可以简单地确定： 
01 1jx     。           (8) 

而二阶项的根需分为实数根与复数根。由于未得

到系数 x的值时，不能判断一阶和二阶系统个数。因

此，当 n为偶数时，假设一阶项的个数为 0，即 n=2l；
当 n为奇数时，假设一阶项的个数为 1，即 n-1=2l。
而当求出未知系数 x后，若二阶项的根为实数根，则

可自动变为两个一阶项。因此，二阶系统的参数范围

分为实极点和复极点分别讨论。 
（1）复极点 
由于根为复数根，因此 x1j

2-4x2j<0，式（7）的二

阶项根改写为 
2

1 2 1( 4 )
2

j j jx x x i
z

  
   。     (9) 

而函数稳定要求极点的模小于 1，因此存在： 
2 2
1 2 1

2
1 2

4
1 

4 4
4 0 

j j j

j j

x x x

x x


  


  

，

。

         (10) 

进一步化简得到 x的取值范围： 
2

2 1 2

0 1 

2 2  
j

j j j

x

x x x

 


  

≤ ，

≤ 。
      (11) 

由式（11）可知，x1j的取值范围受 x2j的影响，需

要非线性约束，其取值范围如图 4 所示阴影范围。 

图 4 复数根时稳定参数界限 

Fig. 4 Stability parameter boundary for complex roots 

（2）实极点 
当极点为实数时，极点的模小于 1 的条件为 

2
1 1 2

2
1 2

4
1 

2

4 0 

j j j

j j

x x x

x x

    
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

 

，

≥ 。

        (12) 

将式（12）进一步化简可得 
2

1 1 2 1

2
1 1 2 1

2 4 2  

2 4 2  

j j j j

j j j j

x x x x

x x x x

     


      

，

。
  (13) 

而由于根为实数根，在实数范围内实数的偶次平方
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根必然为非负数，因此式（13）不等式组的右端需大于

0，可以得到 x1j的取值范围： 
12 2jx     。           (14) 

进而根据式（14）可以判断出式（13）的左端必

然成立，将不等式组的左端去掉并对两侧取平方可得 

1 2

1 2

2
1 2

2

1  
1  

4 0 
2 2 
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x x
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  


   


 
   

，

，

≥ ，

。

              (15) 

式（15）的不等式组需要取交集以保证式（13）
必然成立，则取值范围可简化为式（16），为便于理

解，取值范围可见图 5，图中深色填充部分为式（16）
所示取值范围，两条交叉直线分别为 x2j=x1j-1 和

x2j=-x1j-1，抛物线为 4x2j=x1j
2。 

2
1

1 2 1

2
1

1 2 1

1 0 2 
4

1 2 0 
4
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j j j

j
j j j

x
x x x

x
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≤ ≤ ，
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  (16) 

 
图 5 实数根时稳定参数界限 

Fig. 5 Stability parameter boundary for real roots 

（3）稳定参数界限 
观察式（11），（16）和图 4，5 可以发现，当共轭

根分别为复数与实数时，参数 x的取值范围以曲线为

4x2j=x1j
2界线分为上下两部分。因此，可将两部分合并，

则式（6）所示模型的稳定参数界限如式（17），其参

数范围如图 6 所示，图中浅色填充部分为复数根的取

值范围，深色填充部分为实数根的取值范围。 

 
图 6 稳定参数界限 

Fig. 6 Boundary of stable parameters 
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  (17) 

而当拟合动力柔度频响函数时，则需要保证函数

零点的模小于 1，此时可将分子提取 b0，然后再采用

部分分式的方法得到相同的取值界限。 
2.2  参数识别 

得到了新的有理近似函数形式及其稳定参数取值

边界后，如何通过参数识别确保最优的精度是参数寻

优问题。优化算法可以分为全局优化算法和局部优化

算法，常见的全局优化算法有进化算法、遗传算法、

粒子群优化算法等等，而常见的局部算法有单纯形法、

序列二次规划算法等等。 

图 7 参数识别流程 

Fig. 7 Flow chart of parameter identification 

本文以 Wang 等[16]将遗传算法与单纯形法结合形

成的混合算法为基础，采用序列二次规划算法(SQP
算法) 代替单纯形法，形成遗传–序列二次规划算法，

用于求解有理近似函数的待定系数。遗传算法作为全

局优化算法，不需要给出合理的初始值，其从多个任

意初始值开始寻优，搜索范围大，利于全局择优。而

SQP算法作为局部优化算法可以从遗传算法得到的全

局最优解中选择初始值，避免了因初值选择不适当而

造成的拟合效果不佳。此外，采用 SQP 算法代替单纯

形法可以将无约束优化问题变为有约束优化问题，通

过约束方程人为地规定参数的取值范围，更适用于本

文建立的稳定参数边界。具体的计算流程如图 7 所示，

预先设定有理近似函数阶次和预期误差（比如均方根
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小于 10%），当辨识参数对应阻抗函数精度满足预期

误差条件时跳出循环；当辨识参数对应精度无法满足预

期误差条件时，设定连续 10 次循环每两次输出结果精

度之差均小于 0.1%时跳出循环，增加有理近似函数阶

次，重复前面的循环，直至辨识精度满足预期误差条件。 

3  数值算例验证 
为了验证上述方法的有效性，本节分别采用 3 组

复杂程度不同的基础阻抗进行对比研究。 
（1）算例 1：3×3 群桩基础 
对图 2 所示的 3×3 群桩基础的频域阻抗，本文

采用文献[12]提出的修正离散时间有理近似函数进行

辨识，辨识所用目标函数如下式所示： 
2

0

( ) ( )R Sf
S

   
 
 

   ，      (18) 

式中， 为外荷载频率 ω 或其无量纲频率 a0，视函

数形式而定，但计算过程中需保持量纲一致，R( )
为离散时间有理近似函数，S( )为频域阻抗函数。 

为了综合验证本文方法在稳定性、精度和计算效

率，对图 3 所示无约束识别失稳案例采用罚函数法[12]

和本文方法进行对比分析，分别对有理函数

m=n=3/4/5/6/7 阶进行了分析。为了对辨识模型精度进

行定量评价，取频域函数精确解与识别函数之差绝对

值积分面积占精确阻抗绝对值积分面积的比值作为误

差评价指标，其计算方法如下式所示，其中虚部和实

部误差权重均定义为 0.5。 

Re Re
0

Re
0

( ) ( ) d
0.5

( ) d

N

N

R S
E

S





  

 




  






 

 
Im Im

0

Im
0

( ) ( ) d
0.5 100%

( ) d

N

N

R S

S





  

 


 

 






 。 (19) 

式中  E 表示识别模型误差，由实部与虚部的权重各

一半；R(ω)Re，S(ω)Re，R(ω)Im和 S(ω)Im分别表示有理

函数与阻抗精确值的实部与虚部；ωN 表示频率最大

值。辨识结果如表 1 和图 8 所示。 
由图 8（a），8（b）可以看到，两种方法辨识所

得模型均可较精确地描述频域阻抗，采用式（19）计

算所得误差小于 1%，证明两种方法拥有很高精度。

由图 8（c），8（d）可以看到，将 EL-centro 波作为地

震动输入，两种方法均可保证时程计算的稳定性，且

时程曲线一致。由表 1 可知，在计算效率方面上，本

文方法明显优于罚函数法。两种方法分别采用 3 到 7

阶函数对基础阻抗进行识别，本文方法所需时间均在

3 s 以内，且效率损失随函数阶数增加并不明显，而罚

函数法所需时间在 3～34 s，为本文方法的 2 倍到 10
倍，且拟合用时随阶数增加几乎成倍增长。原因在于：

第一，本文方法给定了参数取值区间，而罚函数法的

参数取值范围为整个实数域，取值范围的增大造成了

计算效率的降低；第二，本文方法取值区间内可保证

函数稳定，但罚函数法需要求解高阶多项式判断稳定

性，进一步降低了计算效率。 

图 8 6 阶有理函数拟合结果 

Fig. 8 Identification results of six-order rational function 

表 1 3×3 群桩基础辨识效率 

Table 1 Identification efficiency of foundation with 3×3 pile  

groups 
阶次 3 4 5 6 7 

本文方法/s 1.82 2.24 2.24 2.86 2.92 
罚函数法/s 3.53 4.67 8.41 16.17 33.67 

（2）算例 2：5×5 群桩基础 
为验证阶数对于辨识精度的影响，分别采用不同

阶数的有理近似函数对图 9 和图 10 所示 5×5 群桩 
基础的阻抗进行拟合，其阻抗由文献[17]的图 6 所得。

图中 d 为桩基础直径，S 为桩间距，桩中心距筏板边

缘长 0.5S。由于此基础动力阻抗对频率变化剧烈，因

此利用离散时间的有理近似函数拟合具有挑战性。本 

图 9 5×5 群桩基础模型 

Fig. 9 Model for foundation with 5×5 pile groups 
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文采用式（3）给出的有理函数，取 Δt=0.02 s，阶数

m=n=3～7 阶进行拟合。函数拟合精度采用式（19）
进行判断，结果如图 10 和表 2。 

表 2 5×5 群桩基础拟合精度与效率 

Table 2 Identification accuracy and efficiency of foundation with  

5×5 pile groups  
阶次 3 4 5 6 7 

误差/% 18.80 18.23 13.02 2.03 1.97 
时间/s 9.02 8.15 9.81 13.74 16.46 

图 10 5×5 群桩基础不同阶次拟合精度 

Fig. 10 Identification accuracy of foundation with 5×5 pile  

groups in different orders 

由表 2 和图 10 可以看到，采用不同阶次的有理

函数辨识时，辨识精度随阶数增加逐渐提高，当采用

3 阶函数拟合时，效果较差，整体误差约有 19%，难

以拟合复杂阻抗。但当阶数增加到 6 阶时，整体误差

降低到 2%，此时有理函数可较精确地吻合频域阻抗。

从辨识效率来看，3 阶函数时拟合用时约为 9 s，7 阶时

约为 16 s，增加了仅一倍，可以看出拟合效率的损失

随阶次增加较低。采用同阶次的罚函数法进行拟合由

于计算效率过低未得到有效结果，证明本文方法更适

用于采用高阶次函数对复杂阻抗函数进行准确辨识。 
（3）算例 3：水平运动的圆形基础 
对于随频率变化更为复杂的阻抗函数，以文献[7]

中图 7 的圆形基础水平运动动力刚度函数为例。基础

模型如图 11 所示，图中 PeiωΔt和 ueiωΔt分别为基础受

到的外荷载与产生的位移。基础参数为：半径 r=10 m，

剪切波速 Vs=100 m/s，土体泊松比 =1/3，土体阻尼

比  =0.05 ，土 层 厚度 H=2 m 。 拟 合 阶 数 取

m=n=3/5/7/9/11 阶，拟合精度采用式（19）进行判断，

结果如图 12 与表 3 所示。 

图 11 水平运动的圆形基础 

Fig. 11 Circular foundation under horizontal motion 

表 3 圆形基础拟合精度与效率 

Table 3 Identification accuracy and efficiency of circular  

foundation 
阶次 3 5 7 9 11 

误差/% 16.82 12.29 7.49 6.74 6.62 
时间/s  4.46  4.19 5.79 7.12 8.66 

对于此圆形基础阻抗，罚函数法仍无法辨识出有

效结果，而本文方法结果如表 3 与图 12 所示。由表 3
可知，随有理函数阶次增加，拟合用时逐渐增加，而拟

合精度也逐渐提高，但总体用时低于 10 s，误差可降低

到 7%，通过图 12 的不同阶次对比可知：增加阶次有利

于提高阻函数拟合精度，在达到 7 阶后，增加阶次对精

度提高不明显，此时已可以较好的满足应用需求。 

图 12 圆形基础不同阶次拟合精度 

Fig. 12 Identification accuracy of circular foundation in different  

orders 

4  结    论 
针对基础频响离散时间有理近似函数的参数识别

难以同时保证稳定性、精度及计算效率的问题，本文

提出了时域绝对稳定的离散有理近似函数参数识别方

法。采用不同基础阻抗函数，对本文方法和罚函数拟

合方法就稳定性、精度及计算效率等方面进行了对比

分析，验证了本文方法的有效性与优势。 
（1）从线性系统理论角度将基础阻抗离散有理近

似函数看成一阶与二阶系统的组合，并根据其根的稳

定条件建立了被辨识参数的稳定界限。据此，采用遗

传–序列二次规划算法建立了时域稳定的参数识别方

法，保证了识别函数时域模型的绝对稳定性。 
（2）对单自由度基础阻抗对比仿真表明，本文方

法与既有方法拥有同等精度，但计算效率明显优于既

有算法。对于简单阻抗函数，本文方法拟合用时均低

于 3 s，为同等精度既有方法的 10%～50%；对于不同

的复杂函数，本文方法用时也均低于 20 s，提高了多

自由度阻抗函数识别的适用性。 
（3）通过对复杂基础阻抗的辨识仿真表明，增加

有理函数阶次有利于提高拟合精度，但过高的阶次对

提高精度不明显。根据本文仿真结果，7 阶有理近似

函数能比较好的描述复杂基础阻抗。 
（4）本文基于单输入单输出控制理论建立了单自
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由度基础阻抗的时域模型参数识别方法，对于多自由度

体系，动力分析方法与有理近似函数特性相互耦合，其

稳定条件更为复杂，将在后续工作中开展进一步研究。 
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