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钙质砂临界状态随颗粒破碎演化规律分析 
王  刚

1,2
，杨俊杰

1,2
，王兆南

1,2
 

（1. 山地城镇建设与新技术教育部重点实验室，重庆 400045；2. 重庆大学土木工程学院，重庆 400045）  

摘  要：根据物理试验揭示的钙质砂颗粒破碎特征和发展规律，建立了可进行钙质砂三轴试验的离散元数值模型。首

先通过预压均匀级配的钙质砂破碎生成不同初始级配的试样，进行不破碎三轴剪切过程的数值试验，以确定临界状态

与固定级配的对应关系。结果表明，一个固定级配对应一条固定的临界状态线，在压缩平面内各固定级配临界状态线

基本平行但是位置随颗粒级配的拓宽（颗粒破碎程度的增大）而逐渐降低。然后，采用相同均匀级配的试样，进行加

载过程颗粒可破碎的三轴试验，以揭示实际三轴试验中临界状态线的变化机理。结果表明，在 e–p–Br 三维空间中，

可破碎三轴试验的各临界状态点都落在由固定级配临界状态线所确定的破碎临界状态面上，说明临界状态由最终的颗

粒级配决定，而与产生该颗粒级配的过程无关。实际物理试验中，不同围压和应力路径达到临界状态时颗粒破碎程度

的不同是导致实测临界状态线出现复杂变化的机理；在三轴压缩剪切情况下，颗粒破碎程度基本随着有效球应力的增

大而增大，所以实测的颗粒破碎临界状态线相对于固定级配的临界状态线呈现出旋转的变化。 
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Abstract: Based on the particle breakage characteristics and development laws of calcareous sand from physical triaxial test 

results, a discrete element numerical model is established for conducting numerical triaxial tests. First, the specimens with 

different initial gradings are generated by pre-crushing a uniformly graded calcareous sand under different pressures, and the 

numerical tests without breakage during the following triaxial shear process are carried out to determine the relationship 

between the critical state and the fixed grading. The results show that the fixed grading has a fixed critical state line, and the 

critical state lines of different gradings are basically parallel, but their position decreases gradually with the broader grading (i.e., 

the increasing breakage) in the e-p compression plane. Afterwards, the numerical tests of crushable particles during loading 

process are conducted on the specimens with the same uniform grading so as to reveal the evolution mechanism of the critical 

state during real triaxial tests on crushable soils. The results show that in the three-dimensional e-p-Br space, the points of the 

critical state from the crushable tests fall on the surface of the breakage critical state determined by the fixed critical state lines 

from the non-crushable tests, indicating that the critical state depends only on the final grading regardless of the intermediate 

process to achieve the final grading. In real physical tests, the particle breakage extent of the points at the measured critical state 

line is different, and thus the critical state line exhibits complicated nonlinear form. Under triaxial compression conditions, the 

particle breakage increases with the increasing mean effective stress, leading to the rotation of the measured critical state line. 
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0  引    言 
Roscoe 等[1]通过对黏土的三轴试验，首次提出了

临界状态的概念，它是指土在连续加载过程之后，最

终达到的体积和应力均保持稳定不变的极限状态。临

界状态线在压缩平面（e–p 平面）中的位置和形状对
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于解释土的力学特性有极为重要的意义[2-3]。黏土的临

界状态线在 e–lgp 平面内可表示为一条直线[1]。对于

颗粒强度很高的砂土，在较低的压力下，临界状态线

也基本为一条直线[4]。然而对于颗粒强度较低的粒状

土（如钙质砂），或者在较高的固结压力范围，临界状

态线则呈现出复杂的变化[5-6]。造成这一现象的原因可

归结为加载过程中不断出现的颗粒破碎[7]。颗粒破碎

使得土的颗粒级配产生连续的变化，而临界状态与其

颗粒级配有着明显的关联[8-11]，所以在加载过程中土

所趋向的临界状态孔隙比随着颗粒级配的变化而改

变，使得实测的临界状态线依赖于应力大小和路径。 
目前的室内试验技术还无法实时地记录加载过程

中颗粒级配的演化过程，同时也无法控制颗粒破碎的

产生阶段，因而难以通过室内物理试验来系统分析颗

粒级配演化过程对临界状态的影响规律。近年来，国

内外学者在离散元方法模拟粒状材料颗粒破碎方面取

得了成功[12-19]，可对难以开展的室内试验进行补充和

拓展。Wood 等[12]采用二维离散元法证实了在不考虑

颗粒破碎的前提下，圆盘颗粒在 e–lgp 平面内的临界

状态线随颗粒级配的拓宽而降低。Yan 等[13]采用三维

离散单元法也得出了相同的结论。Hanley 等[14]表明，

允许颗粒破碎会降低临界状态线在e–lgp平面内的位

置。Ciantia 等[15]使用 PFC 建立可追踪颗粒破碎演化

的 Fontainebleau 砂的离散元模型，通过不同路径的三

轴试验研究发现，颗粒破碎使得临界状态线发生了转

动。金磊等[16]通过生成不规则形状的离散元颗粒模拟

了土石混合体在大型三轴剪切试验下的力学行为。此

外，韩洪兴等[17]、周健等[18]学者们针对粗粒土在高应

力下易发生颗粒破碎的现象，也采用离散元对相关问

题进行了数值模拟。 
近年来，中国在南海的大规模开发，使得对一种

特殊的海洋土——钙质砂的研究推向了深入。钙质砂

是海洋生物（主要是造礁珊瑚）的残骸破碎沉积的产

物，在较低的压力下就能产生显著的颗粒破碎，因而

表现出特殊的变形行为[20]。揭示钙质砂的颗粒破碎规

律以及它对临界状态的影响是钙质砂力学行为研究的

核心。本文根据已有物理试验揭示的钙质砂颗粒破碎

特征和发展规律，建立可进行钙质砂三轴试验的离散

元数值模型，开展不同级配的钙质砂试样的不同破碎

过程和不同应力路径的数值试验，旨在阐明钙质砂的临

界状态演化规律与颗粒破碎导致的级配变化间的关系。 

1  数值试验模型的建立与验证 
1.1  颗粒破碎模型 

如图 1 所示，颗粒破碎的形式可分为破裂、破碎、

研磨 3 种类型[21]。破裂指原颗粒分解为多块粒径相当

的小颗粒。破碎指原颗粒分解为粒径稍小的颗粒和数

块粒径更小的颗粒。研磨则是指粒间错动和摩擦将颗

粒表面的尖角部分磨掉，主要产生微细颗粒，而原颗

粒粒径基本不变。不同的颗粒破碎形式通常采用不同

的数值方法模拟。离散元模拟颗粒破碎主要有两种方

式（图 2）：替换法和黏结法。替换法是采用多个小颗

粒组合替换破碎前的大颗粒，该方法更适合用于模拟

破裂和破碎形式的颗粒破碎。黏结法则是通过黏结多

个小颗粒，组成可破碎的大颗粒，该方法更适用于研

磨的破碎方式。 

图 1 颗粒破碎的典型形式 

Fig. 1 Typical breakage patterns of a single particle 

图 2 离散元模拟颗粒破碎的两种方法 

Fig. 2 Two DEM methods for modeling particle breakage 

试验结果[22-24]表明，在中小固结压力的剪切过程

中，钙质砂的颗粒破碎形式主要为颗粒尖角的磨损和

粒间的研磨，原颗粒的粒径变化很小，尖角的磨损产

生大量细颗粒。所以，本文采用黏结法来模拟钙质砂

的颗粒破碎。非球形颗粒建模复杂且计算效率低，因

此建模时使用黏结模型将 1 个大球形颗粒与 6 个小球

形颗粒黏结组成一个团聚单元体（图 3）。当大小颗粒

间的黏结因受力超过阈值而失效时，小颗粒掉落，以

模拟颗粒尖角的研磨。 
数值模拟采用三维开源离散元程序 YADE[25]进

行。采用线性接触和黏结模型模拟颗粒间的相互作用，

相应的力学元件如图 3 所示。线性接触模型中，法向 
接触力 Fn和切向接触力增量 ΔFs分别为 

n n nF k U   ，             (1) 

s s sF k U     。           (2) 
式中  kn和 ks分为法向刚度和切向刚度；ΔUn为两个
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接触颗粒的重叠长度，ΔUs 为切向位移的增量。由于

切向作用力与颗粒的运动和加载历史有关，切向力以

增量形式表示，总切向力可表示为 s sF F  ≤ 
max

s n( tan )F F  ，φ 为颗粒间摩擦角， max
sF 为最大

切向力。为了模拟非球形颗粒在相互转动时产生的接

触力矩，在球形颗粒中引入滚动阻抗，接触力矩 M 的

计算如下： 

r rM k    ，            (3) 
式中，kr 为滚动刚度，θr 为两个相互接触颗粒的相对

转动角度。 

图 3 团聚单元体接触图示 

Fig. 3 Contact diagrams of an agglomerate 

设两个相互接触的球形颗粒的半径分别为 R1 和

R2，则法向刚度 kn、切向刚度 ks和滚动刚度 kr可由图

3 中力学元件的参数计算如下： 

n 1 2 1 22 /( )k E R R R R      ，     (4) 

s nk k   ，                  (5) 

r r 1 2 sk k R R k      。          (6) 
式中  E 为接触杨氏模量； 为切向刚度与法向刚度

之比； r 为缩放系数。 
黏结接触模型用于模拟颗粒间的黏结作用，颗粒

间法向黏结力 na 和切向黏结力 sa 分别为 
2

n n 1 2min( , )a C R R   ，          (7) 
2

s s 1 2min( , )a C R R   。          (8) 
式中，Cn 和 Cs 分别为法向和切向黏结强度。区别于

线性模型，黏结模型中法向力和最大切向力分别为 

n n n nmin( , )F k U a   ，          (9) 
max

s n stanF F a    。        (10) 
当处于分离趋势的颗粒间的法向力超过法向黏结力或

切向力超过最大切向力时，黏结接触破坏，即颗粒发

生破碎。此时，已破碎的两颗粒再次接触时，恢复为

线性接触模型。 
1.2  数值模型的验证 

采用 Wang 等[23]的钙质砂三轴固结排水（CD）和

不排水（CU）剪切试验结果，对模型参数进行调整，

使数值试验与室内试验的结果具有较好的一致性。室

内试验针对的是均匀粒径（0.6～0.8 mm）的钙质砂，

试验所采用的试样直径 39.1 mm，高 80 mm。制样的

相对密度 Dr为 75%，在 50，100，200 和 400 kPa 四

种围压下分别进行了三轴排水与不排水剪切试验。采

用平行试样的方法，在不同轴向应变下终止试验后，

取样、烘干和筛分，来得到不同轴向应变处的颗粒级

配曲线，并采用 Hardin 等[26]提出的相对破碎指数 Br

来量化颗粒级配的变化程度。 

为建立三轴剪切试验的数值模型，首先生成六面

无摩擦墙体形成试样初始装载空间，在其内随机生成

1000 个较小的球体；其后采用原位替换法生成团聚单

元体，即删除原位置的球体并在原球体空间内生成随

机旋转后的团聚单元体；最终采用膨胀法使团聚单元

体等比增大至充满整个空间并达到初始平衡状态。

1000 个团聚单元体的等效粒径与室内钙质砂样相同

且为服从均匀分布的 0.6～0.8 mm，级配曲线近似为

一条直线。 
采用离散元数值模型，进行与室内试验相同条件

的三轴剪切数值试验。在计算过程中实时输出已破碎

颗粒的等效粒径和数量等信息，进而可用相对破碎指

数 Br记录剪切过程中颗粒级配的演化过程。图 4 给出

了数值试验与物理试验的轴向应力应变曲线、体变曲

线或有效应力路径，以及相对破碎指数 Br的发展过程

的对比。图中：应力比 q p  ，q 为偏应力即轴向应

力与围压之差，p 为有效球应力。可以看出，在排水

与不排水三轴剪切条件下，数值模拟试验结果与室内

物理试验结果基本趋势一致，符合程度良好。由此可

以认为，所建数值模型可较好地再现钙质砂在三轴剪

切条件下的力学响应。标定的三轴数值试验的细观参

数如下：杨氏模量 E 为 850 MPa，刚度比 为 0.4，
滚动刚度 kr为 0.2，颗粒间摩擦角 为 35°，法向黏

结刚度 Cn为 0.8 MPa，切向黏结强度 Cs为 0.8 MPa。 

2  数值试验方案 
数值试验方案如表 1 所示，共有 5 组试验。前面

4 组试验（G1～G4 组）为初始颗粒级配不同而剪切过

程中不再发生颗粒破碎的试验，旨在研究初始颗粒级

配对临界状态的影响。因为本文仅用一个 Br值代表相

应的颗粒级配，这 4 组试验的试样的颗粒级配都是通

过对相同均匀粒径（0.6～0.8 mm）试样在不同的等向

压力（0，3，5，7 MPa）下压缩破碎得到，相应的级

配曲线如图5所示，相应的Br值分别为0，0.057，0.075，
0.094。在随后的剪切过程中，将剩余未破碎的颗粒黏

结强度设置成足够大，颗粒不再发生颗粒破碎，于是

在剪切达到临界状态时，试样的级配依然保持剪切前

的初始级配。第 5 组试验（B 组）则全程允许颗粒破

碎发生，这和实际物理试验的情况一致。对于 B 组试

验，其初始级配也是 G1～G4 组等向压缩前的均匀粒 
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图 4 数值试验与物理试验结果对比 

Fig. 4 Comparison of results from numerical and physical tests 

径（0.6～0.8 mm）试样。该组试验旨在研究试样的临

界状态与最终的颗粒级配曲线间的关系，并与前面的

固定颗粒级配得到的临界状态线对比，揭示临界状态

与颗粒级配间的变化规律。需要指出，虽然 G1～G4
组中颗粒破碎是通过三轴试验前的高压预压过程产生

的，而 B 组试验则主要是在三轴剪切过程中产生的，

为了简便，本文近似假定这 5 组试验中相同的 Br值代

表近似的颗粒级配。 
在三轴试验条件下，达到临界状态需要较大的轴

向应变。如图 4（a），（d）所示，不同排水条件下的

应力应变曲线在轴向应变达到 30%附近时基本趋于稳

定，故认为在 30%的应变水平下所有试样均达到了临

界状态。因而所有的数值试验的终止轴向应变取 30%。

由于数值模拟存在一定波动，本文取后 3%应变范围

内的试验数据平均值为临界状态相应量的代表值。 
表 1 数值三轴试验方案 

Table 1 Schemes of numerical triaxial tests 

分组 预压 
/MPa Br 破碎情况 应力路径 围压/kPa 

G1 0 0 仅压缩过程

允许 
CTC/RTC/

TC 
50，100，
200，400 

G2 3 0.057 仅压缩过程

允许 
CTC/RTC/

TC 
50，100，
200，400 

G3 5 0.075 仅压缩过程

允许 
CTC/RTC/

TC 
50，100，
200，400 

G4 7 0.094 仅压缩过程

允许 
CTC/RTC/

TC 
50，100，
200，400 

B — — 压缩和剪切

过程均允许 
CTC/RTC/

TC 
50，100，
200，400 

图 5 不同预压破碎试样的级配曲线 

Fig. 5 Gradings of different pre-crushed specimens 

在压缩平面（孔隙比 e 与有效球应力 p 的平面）

内，临界状态线的确定需要足够数量的临界状态点来

拟合。因而在每组试验中设计了 4 个围压（ 3 为 50，
100，200，400 kPa）和 3 种应力路径：①常规三轴压

缩路径（CTC），即保持 3 不变，增大轴向压力 1 ；

②等 p 三轴压缩路径（TC），即增大 1 的同时减小 3 ，

以保持 p 不变；③减压三轴压缩路径（RTC），即保持

1 不变，减小 3 。图 6 在压缩平面内给出了每组试验

的初始和临界状态点在各应力路径下的对应图，注意

图 6 中的线只表示对应关系，并非实际的 e–p 演化过

程。如图所示，每组试验得到的 12 个临界状态点，基

本可以确定在10～1000 kPa有效球应力范围内临界状

态线的变化趋势。 

3  数值试验结果分析 
3.1  固定级配加载过程的临界状态 
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图 6 每组数值试验的初始和临界状态点的对应图 

Fig. 6 Initial and critical state points in a testing group 

图 7 给出了 4 组固定级配数值试验（G1～G4）的

临界状态点的分布图。对于同一固定级配，不同围压

通过不同应力路径达到的临界状态点基本可以用一条

曲线来拟合，说明对于没有颗粒破碎的情况初始围压

和应力路径对临界状态线无影响，临界状态线由初始

级配确定。由于加载过程中无破碎，图 8 中每条临界

状态线上所有的点在临界状态时的颗粒级配都是一样

的，为了方便，本文将其称为固定级配临界状态线。 

 

图 7 e–lgp 平面内的临界状态线 

Fig. 7 Critical state lines in e–lgp plane 

图 8 e–(p/pa)ξ平面内临界状态线与 Br值的关系 

Fig. 8 Critical state lines versus Br in e–(p/pa)ξ plane 

从图 7 中还可以看出，4 组试验得到的固定级配

临界状态线基本平行，但是在压缩平面内的位置随着

代表该级配的 Br值的增大（即颗粒级配的拓宽）而逐

渐降低。该现象的通常解释是：随着颗粒级配的拓宽，

更多的小颗粒可以处于大颗粒间的空隙中，相同质量

的颗粒可以排列的更紧密，因而土的最大和最小孔隙

比以及临界状态孔隙比都会减小。 
由于砂土在 e–lgp 压缩平面内，临界状态线为一

曲线，Li 等[27]建议用如下公式可以更好地拟合临界状

态线： 
pcs a( / )e e p p     。        (11) 

式中  ecs为临界状态孔隙比；e 为 p=0 时的临界孔隙

比； p 为临界状态线的斜率， e 和 p 共同决定了临

界状态线的位置； 为材料常数，通常取 0.7；pa为大

气压强。式（11）表明，砂土的临界状态线在 e–(p/pa)ξ

平面内为一直线。图 8 给出了 e–(p/pa)ξ平面内 4 组试

验所得到的固定临界状态线，可以更清晰地看出，4
条固定临界状态线基本平行，曲线的斜率 p =0.047。
图 8中各直线的截距与对应Br值也可用线性关系来拟

合[28]，于是可以建立临界状态线与代表固定级配的 Br

值间的关系如下： 

0 b re e B     。            (12) 
通过拟合得到 0e =1.522， p =0.127。 
3.2  可破碎加载过程的临界状态 

B 组试验在加载过程中可以产生颗粒破碎，因而

经历不同的围压和加载过程后试样的最终颗粒级配不

一样，相应的 Br值也不一样。为了便于与固定级配临

界状态线对比，将 B 组 12 个试验得到的临界状态点

也点画于图 8 中，并且在相应的临界状态点上标注了

相应的 Br值。 
从图 8 中可以看出，B 组试验的各临界状态点散

布于各固定级配临界状态线间，但是其分布是有规律

的：如果某临界状态点的 Br值等于某固定级配临界状

态线的 Br值，那么该点就位于该临界状态线上；如果

某临界状态点的 Br 值在两条固定级配临界状态线的

Br值之间，那么该点也按插值规律分布在这两条线间。

该规律说明固定级配临界状态线是临界状态点 Br 值

的等值线。 
为了进一步说明，图 9 在 e–(p/pa)ξ–Br三维空间

中点出 5 组试验的所有临界状态点，并画出 4 条固定

级配临界状态线。可以清晰地看出，各临界状态点位

于同一个三维平面上，可以将该平面称为破碎临界状

态面。该平面的解析表达式即是式（11），固定级配临

界状态线是该平面上的等 Br值线。因为 G1～G4 组的

颗粒级配是三轴剪切试验前的预压破碎产生的，而 B
组试验则是后续的三轴剪切过程产生的，它们的临界

状态点位于同一平面上，说明临界状态只由试样最终

的颗粒级配决定，而与产生该级配的中间加载过程无

关。 
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图 9 e–(p/pa)ξ–Br平面内的临界状态线 

Fig. 9 Critical state lines in e-(p/pa)ξ-Br space 

B 组的试验虽然有相同的初始颗粒级配，但是经

历不同围压和应力路径后各试验的最终颗粒级配是不

一样的，原则上不存在一条唯一的临界状态线。但是，

因为本文的试验都是三轴应力状态并且都是轴向压缩

剪切，各试验的 Br值基本随着有效球应力的增大而线

性增大（如图 9 所示），所以可以近似用一条直线来拟

合得到一条临界状态线（图 8，9 中的虚线）。在实际

的三轴物理试验中，由于只能控制各试样初始的颗粒

级配相同，因而根据不同围压和应力路径的试验结果

得到的实测临界状态线，就是图中虚线所示的临界状

态线。可以看出，可破碎加载过程数值试验的实测临

界状态线与各固定级配临界状态线交叉，这与三轴物

理试验得出的颗粒破碎导致临界状态线的发生旋转的

现象是一致的。图 8，9 简明地给出了该现象的机理，

即该实测临界状态线上各点的 Br值不一样，各临界状

态点对应不同的颗粒级配。在其它更复杂应力路径的

物理试验中，临界状态线呈现出更复杂的非线性变化，

其原因是因为在该试验中最终的 Br 值与有效球应力

不再有良好的单调对应关系，因而就不能忽略具体临

界状态点的 Br值来拟合，而应该引入颗粒级配的影响

用式（11），（12）来拟合建立如图 9 所示的三维破碎

临界状态面。 

4  结    论 
针对钙质砂的颗粒破碎特征和颗粒破碎发展规

律，建立了可模拟离散元三轴试验数值模型，通过预

压破碎生成的不同初始级配的不破碎三轴剪切过程的

数值试验和相同初始级配的可破碎三轴剪切过程的数

值试验，系统地探究了可破碎颗粒材料临界状态随颗

粒破碎导致的颗粒级配变化的演化规律。得到以下 2
点结论。 

（1）在压缩平面内，固结级配临界状态线随着颗

粒级配的拓宽而逐渐降低，但是基本保持平行。固定

级配的数值试验和可破碎变级配过程的数值试验得出

的临界状态点在 e–p–Br三维空间，都位于同一临界

状态面上，说明临界状态只由达到临界状态时的最终

颗粒级配决定，而与产生该颗粒级配的中间过程无关。 
（2）对于实际物理试验中，发现临界状态线呈现

出移动和旋转等复杂变化，其原因就是拟合该临界状

态线的各临界状态点所对应的颗粒破碎程度和最终颗

粒级配不同，所以临界状态线的变化依赖于具体试验

的应力状态和应力路径。在三轴压缩剪切试验中，试

样的最终颗粒破碎值基本随着有效球应力的增大而线

性增大，有良好的对应关系，因而可以较好地拟合出

一条唯一的临界状态线，但是实测的临界状态线与固

定级配临界状态线交叉且斜率增大。 
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