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摘  要：在单剪条件下，由于侧边界上不存在互补的剪切应力会导致应力不均匀，使得室内单剪试验研究变得复杂。

提出一个考虑砂土初始各向异性的单剪试验数值分析方法。主要是通过引入初始各向异性修正的临界状态本构模型， 
并将模型编入有限元大变形计算平台。利用三维有限元分析实际的 GDS 型单剪试验条件，以分析在剪切过程中试样的

不均匀特征。此项研究可以提高对单剪试验过程中边界效应的理解和认识，并且提供一种分析试样的不均匀性的计算

方法。 
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Finite element simulation of simple shear tests considering inherent anisotropy 
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Abstract: The absence of complementary shear stress on the side boundary of a specimen in the simple shear tests will cause 

stress inhomogeneity. An enhanced critical state-based constitutive model is proposed by incorporating the inherent anisotropy 

fabric, and also implemented into the finite element code for the numerical simulation. In addition, a three-dimensional finite 

element analysis with the same size as the GDS-type simple shear apparatus is performed to illustrate the inhomogeneous 

features of the specimen. Above all, this study can improve the understanding and knowledge of boundary effects for the simple 

shear tests, and provide a calculation method for analyzing the inhomogeneous ness of the specimen. 
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0  引    言 
单剪试验被广泛应用于评价土体的剪切强度，和

模拟现场加载条件下的力学响应（如坡度，打桩，滑

坡，地震，顶管隧道）。然而，由于单剪过程中某些力

学特性无法直接测量，比如确定试样剪切带位置、侧

向边界的径向应力、主应力/应变旋转程度等[1-2]，均

是单剪试验研究所亟需解决的问题。此外，与理想纯

剪试验相比，单剪试验侧向边界不存在互补的剪切应

力，这将导致圆柱形试样的应力不均匀性[3]，并使试

验研究变的复杂。因此，建议提出一种有效的方法来

评估单剪过程中试样的不均匀性。 
有限元法（FEM）是研究土样应力/应变分布的理

想分析工具。已经有研究者利用二维模拟再现了单剪

试验中的应力不均匀特性[4-5]。然而，由于二维平面应

变假设只适用于立方体试样，因此只能提供有限的结

果和关于边界效应的讨论。最近，Doherty 等[6]使用

修正剑桥模型提出了一种更先进的三维有限元建模方

法。但他的是采用高岭土力学参数，建模中忽略了土

体的各向异性。 

本文利用考虑初始各向异性的改进的 SIMSAND 
模型和 ABAQUS 大变形计算模块，提出了一种模拟

单剪试验的数值方法。首先将改进的 SIMSAND 模拟

写入 ABAQUS/explicit自定义用户子程序 vumat来实

现有限元的计算，然后基于 GDS 型单剪试验，建立

相应等尺寸的三维计算模型模拟一系列枫丹白露砂
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试验，最后通过模拟结果研究试样不均匀性的边界效

应。 

 

1  考虑各向异性的本构模型改进说明 
本文基于一种简单的临界状态砂土模型 [7-11]

（SIMSAND 模型），其基本本构方程如表 1 所示，综

合考虑非线性弹性、非线性塑性硬化法则、修正剪胀

剪缩特征、三维强度和临界状态等特征，来有效地描

述砂土特征。 

表 1 SIMSAND 模型的基本本构方程 

Table 1 Basic constitutive equations of SIMSAND 
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，其中

组构各向异性已被广泛证实会影响颗粒材料的强

度[12-14]。在单剪条件下，引入组构各向异性联合不变

量，可将原始各向同性强度扩展到砂的各向异性强度。

在这种方法中，利用由 Oda 等[15]提出的组构张量 Fij

来描述组构各向异性的程度： 
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式中， Δ 为描述颗粒材料组构各向异性分布的参数，

0 < Δ  < 1 为典型砂土的典型范围。 

根据张量理论[16]采用联合不变量 A，将组构张量

的偏差部分与偏应力张量联系起来： 

 ij ij

mn mn mn mn

s d
A

s s d d
=   ， (2) 

式中，sij 为偏应力张量(sij = σij-p′δij)，dij为组构张量的

偏差部分(dij= Fij-Fkkδij/3)，δij 为 Kronecker delta。 
结合各向异性强度的方式类似于 Li 等[17]、Gao

等[14]的方法，是将各向异性的影响函数引入到强度准

则中。各向异性插值函数由联合不变量 A 和组构各向

异性参数Δ 构成。利用各向异性修正函数修正原始各

向同性峰值强度 Mp 和相变强度 Mpt，  
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式中， ( , )g A Δ 为各向异性修正函数，该函数采用与

Pietruszczak 等[18-19]的研究相同的形式， 

1 1( , ) (1 ) (1 )g A c A c AΔ Δ= − ⋅ ⋅ + = − ⋅ +%  ， (4) 

其中，c1 为材料参数。对于各向同性的砂样，Δ  = 0，
g(A, Δ ) ≡ 0。对于 0 < Δ  < 1的组构各向同性砂样，g(A, 
Δ )随 A 和Δ的改变而改变。在大多数方法中，组构各

向异性的程度可能不便于测量。为了解决这个困难，

组合项 c1 被认为是一个单一的材料参数，因此只需要

校准而不是确切的值。 
另外，Vaid 等[20]的三轴试验和单剪试验结果的比

较表明，剪切刚度退化的主要原因是由于单剪阶段，

主应力旋转过程中产生的应力各向异性。Yang 等[21-23] 
通过引入非共轴塑性应变模拟了这种退化。参考各向

异性影响函数 ( , )g A Δ 修正强度准则的方法[14]，将各向

异性影响函数 ( , )g A Δ 式（4））引入到塑性硬化方程中，

即对控制 p
d/q p ε− 曲线斜率的参数 kp 进行修正，来实

现单剪过程中由主应力轴偏转引起的剪切刚度弱化现

象，如各向异性校正函数如下所示： 
 [ ]p p 2exp (1 )k k c A′ = ⋅ ⋅ +%   。      (5) 

式中  对于各向同性的砂样，Δ =0， ( , )g A Δ ≡ 2 (1c ⋅ +%  
)A ≡0， [ ]p p 2exp (1 )k k c A′ = ⋅ ⋅ +% =0；对于组构各向

同性砂样，0<Δ<1， 2 (1 )c A⋅ +% ≠0，其中 2c% 是材料参

数，其数值大小可控制剪切刚度 pk ′ 的变化程度。 
根据ABAQUS/Explicit所提供的用户材料子程序

接口 VUMAT[24]，将 SIMSAND 模型写入有限元计算

程序，其基本流程如图 1 所示。 
ABAQUS/Explicit 计算程序中，首先进行节点的

位移计算，通过内力矢量 I 和外力矢量 P 的动力平衡

方程，求解节点的在 t 时刻下的加速度 ( )tu&& ： 

          ( ) ( ) ( ) =t t tM u P I⋅ −&&   。          (6) 
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节点的位移 u 可以通过时间中心积分法求得 
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式中，Δt 为时间增量，其中单元的应变增量Δε 可通

过节点的位移增量 ( )2
( ) tt t t

u t u Δ+Δ +
Δ = Δ & 算得。 

图 1 ABAQUS/Explicit 分析的基本流程 

Fig. 1 Flow chart of explicit finite element analysis based on  

ABAQUS/Explicit 

然后通过用户材料子程序 VUMAT（SIMSAND
本构关系），采用切面算法[8, 25-26]计算单元的应力增量

Δσ，如图 2 所示，其中塑性算子为 
*
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式中，f 为屈服函数，g 为塑性势函数，D 为弹性矩阵，

κ*为硬化参数，ε p 为属性应变。 

图 2 切面法塑性修正迭代计算 

Fig. 2 Schematic diagram of a general cutting plane algorithm 

假设应变增量Δε 完全为弹性变形，弹性试算后的

应力点为 nσ 。当试算点 1nσ + 在屈服面外时 f >0，此时

进入塑性修正，此过程需要跟新应力点σ 和硬化参数

κ*，  
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式中， pε∂ 为屈服面向外发展过程中得到的塑性应变

增量。若此时应力点第一次塑性修正后依然没与屈服

面重合，需要进行再次塑性修正，跟新应力点和硬化

参数，屈服面向外扩展。这个过程不断重复直至修正

后的应力点和屈服面重合。 
最后，通过 VUMAT（SIMSAND 本构关系）的

应力点计算，汇集节点内力 I (t+Δt)，如图 2 所示，重新

的循环直至加载结束。 

2  单剪试验的有限元分析模型 
2.1  室内单剪试验 

为了使用改进模型验证有限元方法，使用商用

GDS 单剪设备进行了一系列单剪试验，其位移传感

器，量程为 50 mm，分辨率可达 0.001 mm。可选的荷

载范围为 5 kN 或 10 kN，其荷重传感器精度可达到

0.1%的传感器量程。试验材料是枫丹白露标准砂

（NE34），为法国岩土工程应用的参考材料，其颗粒

的平均粒径为 0.21 mm，级配如图 3 所示，不均匀性

系数为 1.53，最小孔隙比为 0.510，最大孔隙比为为

0.882，密度为 2.65 g/cm3。伺服控制系统能够在水平

和垂直两个方向上传导应力或应变以控制加载路径。

图 3 总结了该装置的基本特征：①圆柱形试样的直径

D0 = 70 mm，高度 H0 = 25 mm（高宽比 H0/D0 = 0.36）；
②将试样密封在厚度为 0.2 mm 的软丁基薄膜中，其

自身置于具有 70 mm 内径的刚性圆形聚四氟乙烯涂

覆的薄环（每个 1 mm）上，保持恒定的横截面积但

允许单剪变形；③在试样的顶部和底部，砂与粗烧结

不锈钢板接触，以防止基座和试样之间的任何滑动。 

图 3 GDS 单剪试验 

Fig. 3 Simple shear tests 

2.2  有限元单剪模型 

如表 2 所示，进行了一系列单调加载恒定体积和
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恒定正应力单剪试验。在 K0 固结后，通过将试样的高

度限制在恒定值来确保体积恒定条件（相当于“不排

水条件”）。值得注意的是，所有试验均在干燥条件下

完成。同时，恒定法向应力条件（相当于“排水条件”）

通过固定 K0 固结后试样顶部的法向应力来实现。所有

的试验结果都被用于有限元分析。 
图 4 为单剪试验的三维模型。即该模型的尺寸与

图 4 所示 GDS 单剪设备的尺寸相同。由于对称性，只

建立一半的圆柱体试样模型。如图4所示，在ABAQUS
中通过 C3D8R 单元对圆柱体试样进行划分，共有

11000 个单元。金属环和顶/底板是圆柱柱试样的边界，

用刚体模拟。金属环的内径为 70 mm，厚度为 1 mm，

而顶板和底板的直径均为 70 mm，厚度为 2.5 mm。总

共有 29 个刚性环堆叠用以限制试样的横向位移，并且

使用两个刚性（顶部和底部）平板来限制其竖向位移。

在圆柱体试样和刚性边界（环和摩擦基座）之间施加无

摩擦的接触。试样的顶部和底部表面分别连接到顶部

和底部刚性板，以防止它们和试样之间发生任何滑动。 
表 2 枫丹白露砂单调加载的单剪试验列表 

Table 2 Summary of monotonic simple shear tests on fontainebleau  

sand 

编号 加载方式 
e0 

(初始) 
e′ 

(K0固结后) 

n0σ ′  
/kPa 

S-1 法向应力恒定 0.70 0.691 104 
S-2 法向应力恒定 0.70 0.688 208 
S-3 法向应力恒定 0.70 0.678 416 
S-4 法向高度恒定 0.68 0.666 208 
S-5 法向高度恒定 0.68 0.654 416 

单剪试验的模拟过程分为 K0 固结和剪切两个过

程。在第一步（K0 固结）中，分别在顶板上施加等于

0.2，0.4，0.8 kN 的力以产生分别对应于 104，208，
416 kPa 的初始法向应力 n0σ ′ 。然后，通过对底板施加

0.05 mm/s 的位移来模拟剪切过程，同时将顶板在 x， 
y 方向上的位移固定为零。整个模拟过程花了 100 s 
的时间产生了 20%的剪应变。模拟的边界条件被认为

与基于物理实验室的 GDS 简单剪切试验类似。恒定法

向应力简单剪切试验通过保持顶板上的恒定法向力来

模拟；通过在剪切过程中将试样保持在恒定高度来模

拟恒定体积简单剪切试验。 

位移和力的测量方法与实际室内试验相似。有效

法向应力 nσ ′ 和剪应力τ 分别通过校准底板上测得的

垂直和水平力来获得。体积应变 vε =ΔH/H0，通过测量

圆柱试样高度的变化获得（其中ΔH 为试样高度的改

变量，H0 为剪切开始时的试样高度）。剪应变 γ = Δd/H0

（其中Δd 是水平位移）。分别监测 x 轴（Path-1），y
轴（Path-2）和 25 mm 半径圆（Path-3）的应力状态，

来评估剪切过程中的应力不均匀性，如图 4（c），（d）
所示。 

 
图 4 单剪试验的三维有限元建模 

Fig. 4 Three-dimensional FEM model for simple shear tests 

2.3  模型参数确定 

为验证 SINSAND 模型的可应用性，选用了法国常

用的枫丹白露标准砂的系列三轴试验进行模拟[27-28]。

砂土的模型参数：K0=100，ν =0.25，n=0.51， cφ =33.2， 
eref=0.811，λ =0.055，ξ =0.46，kp =0.0022，Ad =0.39，
np =1.9， nd =4， c%1 =0.18， c%1 =2.0。其中弹性相关参数通

过拟合各向同性压缩试验得到，临界状态和塑性颗粒

咬合效应参数均采用 Jin 等[29-31]，提出的参数优化识

别方法获得。具体标定如图 5 所示。 

图 5 用于参数标定的枫丹白露砂三轴试验 

Fig. 5 Simulated results of triaxial tests using determined  

parameters for Fontainebleau NE34 sand 
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通过有限元模拟初始状态（ n0σ ′ = 104 kPa，e0 = 
0.7，S-1）为恒定正应力条件下的单剪试验来确定枫

丹白露砂的各向异性参数（ 1c% ， 2c% ）。此外，还进行了

类似的没有考虑各向异性的模拟（即 1c% =0 和 2c% = 0），
以便强调在考虑参数 1c% ， 2c% 时模型的性能。图 6 为模

拟结果与试验结果的比较，结果表明引入参数 1c% = 0.18 
和 2c% = 2.0 的模拟结果与试验结果一致。因此，参数

（ 1c% = 0.18 和 2c% = 2.0）可用于后续的单剪试验模拟。 

 

图 6 用于参数标定的枫丹白露砂单剪试验 

Fig. 6 Calibration of anisotropic parameters 

3  试验验证 
为了验证改进模型的有限元分析的性能，基于单

剪试验的足尺三维模型（图 4），分别模拟了表 2 中所

示的 4 个附加的单剪试验。图 7 为模拟结果和试验结

果的比较，其模拟曲线中的数值波动是由有限元显式

计算的应力波传递所造成。恒定体积试验是通过固定

试样高度来实现的，即ΔH = 0（试样高度变化为零），

Δr = 0（试样径向变化为零）。在恒定体积剪切的初始

阶段，颗粒重新排列出现压缩密实（即剪缩）过程， 此

时由于体积应变恒定，砂样首先出现法向应力变小的

趋势，随后当应力比达到相变状态时，土体开始发生

剪胀，法向应力逐渐增加并达到最终的极限状态。因

此可以基于足尺三维单剪模型来获得恒定正应力和恒

定体积条件下的单调加载特性（剪缩或剪胀）。由于室

内直接试验研究困难[3]，可以结合有限元模拟结果来

分析试样的应力不均匀性。 

 

图 7 三维单剪试验模拟结果 

Fig. 7 Simulated results by three-dimensional simple shear tests 

图 8（a）为在恒定正应力单剪试验（S-3）下试

样顶部表面沿着三条路径的垂直应力分布的演变。这

3 条路径先前在图 4 中进行了描述，这些路径用于评

估沿 x 轴（路径-1），y 轴（路径-2）和半径为 25 mm
的圆（路径-3）的应力不均匀性。在剪切过程中，应

力不均匀性随剪切应变水平的增加而增加，最低和最

高垂直应力位于侧向（右侧和左侧）边界。结果还表

明，垂直应力在试样的中心区域几乎可以保持恒定。 
恒定体积试验的垂直应力分布（S-5）的结果也在

图 8（b）中给出。与恒定法向应力条件不同，由于恒
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定体积的边界条件，垂直应力首先会由于低剪切应变

水平相对减小（剪缩），然后增加（剪胀）。与恒定法

向应力试验相比，可以发现垂直分布的类似分布特征， 
最低和最高值也位于横向边界中并且相当均匀地位于

中心区域中。为了研究侧向边界互补剪应力缺失引起

的应力不均匀特性，根据网格化之后的有限元模型汇

总了 11000 个高斯点。图 9 为对于恒定正应力和恒定

体积单剪试验在剪切过程中基于有限元中的所有高斯

点的竖向应力 zσ ′ 的正态分布： 

( )2
2

22

1( | , ) exp
22π

x
f x

μ
μ σ

σσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ， (10) 

式中，f(x)为可能的密度函数，μ为试样 x 分布的平均

至；σ 为标准差，其中试样 x 对应竖向应力 zσ ′ 。 
对于恒定正应力单剪试验，平均值μ对应于平均

垂直应力 zσ ′ ，其保持稳定并接近初始法向应力（即 nσ ′  

=416 kPa）。偏差σ 对应于应力不均匀程度，随着剪切

应变的增加，应力逐渐增大，如图 9 所示。另外，如

图 10 所示，也可以在恒定体积单剪试验中找到类似的

应力不均匀性演变（标准偏差随剪切应变 γ 增加）。 

 

图 8 垂直有效应力不均匀分布 

Fig. 8 Nonuniform distribution of vertical effective stress 

 

图 9 恒法向应力试验的垂直应力的正态分布（S-3： nσ ′ =416 kPa）  

Fig. 9 Normal distribution of vertical stress under constant normal stress tests 

 
图 10 恒体积试验的垂直应力的正态分布（S-5： nσ ′ =416 kPa）  

Fig. 10 Normal distribution of vertical stress under constant volum tests 
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图 11 恒定法向应力为 416 kPa 试验的连续单剪过程 

Fig. 11 Profiles of successive simple shearing process under constant normal stress at nσ ′ = 416 kPa 

 
图 12 法向应力为 416 kPa 的恒定体积试验的连续单剪过程 

Fig. 12 Profiles of successive simple shearing process under constant volume at nσ ′  = 416 kPa 

4  应力应变不均匀性分析 
根据对恒定法向应力单剪试验（S-3）的模拟结果，

在图 11 中绘制了剪切应力τ 的演变（相应于有限元模

拟中的 xzσ ′ ），塑性偏应变 p
dε 和各向异性变量 A。对于

早期的剪切阶段（应变 γ 小于或等于 1%），试样中的

剪切应力、塑性偏应变和各向异性变量 A 相当均匀， 
特别是在中央或中部区域。对于应变大于 5%的剪切

阶段，剪应力峰值逐渐从左上角和右下角扩展到中心

区。在试样中可以找到塑性偏应变的对角线区域。此

外，由于侧边界和试样之间没有摩擦力，在剪切过程

中，侧向边界处的剪切应力和偏应力几乎为零，这可

能是导致应力/应变不均匀性根本的原因，从而最终导

致逐渐破坏。这些模拟当中的剪应力和塑性应变的对

角线累积区域的趋势与 Budhu[32]的射线照片所记录的

实际物理破坏区域相似。 

图 12 绘制了恒定体积单剪（S-5）试验后的剪切

应力τ ，塑性偏应变 p
dε 和各向异性变量 A。类似于通

过恒定法向应力试验获得的图形（S-3），从左上角到

右下角形成了累积塑性偏应变的对角区域。由于试样

的高度恒定的边界条件，对角区塑性偏应变的积累比

恒定正应力条件下更明显。如图 11（c）和图 12（c）
所示，各向异性变量 A 也沿试样的对角线区域积聚。 

图 1 给出了有限元建模中所有高斯点的 3个模拟

状态变量（τ ， p
dε 和 A）的不均匀性特性的概率分析。

可以看到，正态分布的演变对于剪应力和塑性偏应变

是相似的，因为偏差随应变水平而增大，对应于剪切

应力或塑性应变的不均匀性在大大增加时。此外，对
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图 13 基于恒定法向应力试验过程中的概率分布（S-3： nσ ′ =416 kPa） 

Fig. 13 Probability distribution with increase of shear strain based on constant normal stress 

 
图 14 恒定体积试验过程中的概率分布（S-5： nσ ′ =416 kPa） 

Fig. 14 Probability distribution based on constant volume

于如图 13，14 所示的各向异性变量 A，分布的偏差在

低剪切应变水平下变化很大，如 γ =0.5%，这意味着

对剪应变的增加不敏感（超过 1%）。 

5  结    语 
本文考虑砂土初始各向异性的影响，提出了一个

模拟全尺寸单剪试验的数值模拟方法。 
该方法能引入横观各向异性联合不变量的参数， 

将模型从原始各向同性强度扩展到各向异性强度，由

此获得了单剪条件下固有的各向异性特性。 
考虑组构各向异性的 SIMSAND 模型子程序写

入有限元模型，通过建立等尺寸的三维有限元模型，

通过建立等尺寸的三维有限元模型，可以很好的模拟

枫丹白露砂的 GDS 单剪试验。 
本研究可以提高对单剪条件下试样剪切特性的理

解，为分析试样剪切过程中应力应变不均匀性提供有

效的计算工具。 
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