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摘  要：基于 SMP 准则，研究了八面体面 6 个主应力空间域与空间滑动面、应力状态 3 者之间的关系，考虑土材料的

空间滑动面会随着主应力的夹角变化，提出一般应力条件下的各向异性材料的强度变化规律表达式。对真三轴条件下

各向异性黄土强度特性的模拟结果表明，建立的基于空间面变化的各向异性强度变化表达能够较好地反映黄土材料在

一般应力条件下的强度变化规律，尤其是材料空间滑动面方向与应力主轴成任意角度时的强度变化具有较好的适用性。 
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Strength characteristics based on variation of spatial mobilization              
plane for anisotropic geomaterials 
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Abstract: Based on the criterion of spatial mobilization plane (SMP), the relationship among the six principal stress spatial 

domains of the octahedral surface, the SMP and stress state is studied. Considering that the SMP of the soil material changes 

with the angle of the principal stress, a mathematical expression is proposed to reflect the strength characteristics of anisotropic 

materials under general stress conditions. The simulated results of the strength characteristics of anisotropic loess under true 

triaxial conditions show that the established expression for the variation of anisotropic strength variation based on variation of 

spatial plane can better reflect the strength variation law of loess materials under general stress conditions, especially the 

strength variation when the direction of the SMP of materials is at an arbitrary angle to the principal axis of stress. 
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0  引    言 
自然界中的岩土类材料由于受矿物颗粒组成和外

在因素的共同影响，表现为显著的各向异性[1]。各向

异性的破坏及演化发展必然对材料的强度和变形特性

具有重要的影响[2-3]。 
原位状态下岩土材料的力学参数、结构特性及应

力应变存在不同方向的差异。由于自然沉积过程中颗

粒优势排列形成的微观结构的方向性，表现为原生各

向异性；而在外力作用下形成的颗粒在空间上的定向

性排列，表现为次生各向异性。一般而言，对于层状

水平分布的岩土材料，由于在水平方向内颗粒间的随

机分布状态，颗粒长轴一般平行于水平沉积面，因而

形成了正交各向异性，也可称之为横观各向同性[4]。

横观各向同性是最简单的各向异性，也是研究各向异

性的基础，其强度变化具有对称性。而自然界普遍存

在的岩土材料更多的呈现非对称的各向异性。 
黄土作为中国西部地区分布范围最广的岩土类材

料，各类城市建设与改造工程、高速交通工程和大型

水利工程等的黄土工程各向异性问题愈发凸显。比如

土石坝工程中的黄土单元体，在大主应力方向加荷所

产生的小主应力方向的侧向变形，与小主应力方向加

荷引起大主应力方向的侧向应变有很大差异，这就意

味着两个方向的泊松比有很大差异，而目前土石坝有

限元计算所采用模型参数多依据常规三轴试验结果， 
泊松比是大主应力方向加荷测得的，数值较大，而在
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水库蓄水时，水荷载是在小主应力方向施加，实际泊

松比要小的多。显然，将黄土材料视为均质、各向同

性的材料，而忽视黄土各向异性的影响，将会得到与

实际不符的计算结果，也将导致实际工程无法容忍的

灾变结果。另一方面，从微观结构观察的角度看，黄

土颗粒在天然沉积或人工填筑过程中，主要受到重力、

地壳运动等作用，颗粒之间相互滑动，往往会呈现出

不规则的排列状态。在宏观上形成不同方向上的排列

差异材料，通过大量的现场和室内试验测试表明，采

用各向异性土体来描述原状黄土才能真正反映材料特

性[5-7]。 
因此，本文主要针对自然状态下在沉积、固结过

程中形成的各向异性土材料的强度特性进行探讨，考

虑空间滑动面变化，对各向异性土材料的三维应力空

间强度变化规律进行初步探讨，旨为实际黄土工程问

题分析中考虑各向异性提供理论参考依据。 

1  各向异性土的强度特性 
各向异性土体在二维条件下剪切破坏的研究中， 

Casagrande 等[8]基于黏土三轴不排水试验结果建立了

黏聚力随加载方向的经验公式。Lo[9]考虑了各向异性

黏性土坡的影响，修正了以往的边坡稳定性分析公式。

陈越在 Mohr-Coulomb 强度准则基础上，从土单元极

限平衡的角度研究了平面应变条件下强度各向异性的

规律，并给出简便的使用表达式。然而二维的应力条

件具有一定局限性，忽略中主应力的影响，不能完整

的描述土材料的一般受力特征。因此，应用于一般应

力条件的三维各向异性强度准则不仅能合理反映中主

应力的影响，更能全面的解释土体各向异性的物理本

质和破坏机理。Kirkgard 等[10-11]对 San Francisco 海湾

黏土进行均压固结，分别对竖向和水平沉积向立方体

试样开展横观各向同性剪切试验研究，得到了立方试

样八面体面内的三轴试验结果，如图 1 所示。Abelev 
等对 santa monica beach 砂的 37组立方体试样进行了

真三轴排水试验，试验结果如图 2 所示[12]。若土横观

各向同性方向分别定义为 x，y 轴，垂直各向同性面方

向定义 z 轴，对对应的应力轴分别为 x y zσ σ σ， ， ，在

π 平面上与主应力轴 3 2 1σ σ σ， ， 相对应。3 个坐标轴

将π 平面分为 6 个区间域。以上基于对横观各向同性

土体的三维试验结果的分析，土体破坏曲线沿 z 轴呈

对称分布，如果土体为各向同性，其破坏曲线在 6 个

区间域规律相同，均沿 3 个主应力轴对称分布。图 1、
图 2 中均给出了 M-C 和 Lade-Duncan 各向同性破坏准

则，可以看出，2 种准则都不能反映试验结果，在区

间Ⅰ中 M-C 准则为破坏强度的下限，然而在区间Ⅱ和

Ⅲ，由于原生各向异性和主应力轴发生旋转后，各向

同性准则远远偏离试验结果，特别是在区间 III 破坏强

度较常规三轴压缩条件下小，从而接近 M-C 破坏准

则。对于不同的土性试验都有类似的结论
[13]

。基于此

结论，Abelev 等提出了绕主应力空间原点旋转的应力

变换方法，在 Lade- Duncan 强度准则基础上，建立

了适用于 K0 固结的砂土与正常固结黏土材料的强度

准则，但仅适用于应力主轴与材料主轴重合的情况。

Mortara 等[14]提出相应的修正角隅函数的方法来描述

土体偏平面上的强度特性。但这是从数学角度对土体

的各向异性进行考虑，仅适用于应力主轴与材料主轴

共轴的情况，难以解释各向异性土体破坏的物理机制。

因此，考虑到空间滑动面（SMP）准则具有明确的物

理意义[15]，本文通过推广空间滑动面概念，考虑八面

体面随罗德角的变化，提出一种适用性较强的各向异

性强度变化规律的数学表达，以此来模拟不同区间域

的土体强度破坏结果。 

图 1 San Francisco 海湾黏土试验结果 

Fig. 1 Results of tests on San Francisco Bay clay 

 

图 2 Santa Monica Beach 砂真三轴试验结果 

Fig. 2 Results of true triaxial tests on Santa Monica Beach sand 

2  各向异性参量的定义 
2.1  应力状态与八面体应力空间域关系 
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如上文所述，应力轴 x y zσ σ σ， ， 分别对应 π 平

面内的 3 2 1σ σ σ， ， ，3 个坐标轴将 π 平面分为 6 个区

间域。区间域Ⅰ：θ ∈[0°，60°]；区间域Ⅱ：θ ∈[60°，

120°]；区间域Ⅲ：θ ∈[120°，180°]；区间域Ⅳ：

θ ∈[180°，240°]；区间域Ⅴ：θ ∈[240°，300°]；
区间域Ⅵ：θ ∈[300°，360°]。图 3 给出区间域内的

应力状态与土的天然沉积面及Lode角 σθ 满足的关系。

主应力与 0°，60°，120°，180°，240°，300°
这 6 个特殊点的关系，实际上在π 平面上分别对应 1σ
作用于垂直沉积面 zσ 方向的三轴压缩应力状态， 3σ
作用于沉积面 xσ 方向的三轴拉伸应力状态， 1σ 作用

于沉积面 yσ 方向的三轴压缩应力状态， 3σ 作用于垂

直沉积面 zσ 方向的三轴拉伸应力状态， 1σ 作用于沉

积面 xσ 方向的三轴压缩应力状态、 3σ 作用于沉积面

yσ 方向的三轴拉伸应力状态。 

图 3 主应力状态与八面体应力空间域的关系 

Fig. 3 Relationship between state of principal stress and spatial  

domain of octahedral stress 

2.2  空间滑动面与应力状态关系 

岩土材料强度破坏时主应力单元内存在一个潜在

空间滑动面，通过假定该面上的应力条件服从特定的规

律而建立破坏准则。常见的描述各向同性材料的 Mohr- 
Coulomb 准则，Drucker-Prager 弹塑性模型的屈服准

则，确立的滑动面法向余弦分别为 cos(45°+ / 2ϕ )，0， 
cos(45°- / 2ϕ )和( 3 / 3 ， 3 / 3 ， 3 / 3 )，可知两种

准则确立的空间滑动面法向余弦分量与破坏应力

1 2 3σ σ σ， ， 无关，仅与材料抗剪强度有关。Matsuoka-  

Nakai 强度准则确立的滑动面法向余弦为 3

1 2

I
Iσ

⎛
⎜⎜
⎝

， 

3 3

2 2 3 2

 I I
I Iσ σ

⎞
⎟⎟
⎠

， ，随破坏应力 1 2 3σ σ σ， ， 变化而变

化，而与材料特性无关。 

而各向异性岩土材料强度破坏时空间滑动面不仅

与材料特性和破坏应力 1 2 3σ σ σ， ， 均相关，同时破坏

应力还会随应力域的应力状态而变化。例如：轴对称

压缩条件下滑动面与主应力夹角为 45°+ / 2ϕ ，轴对

称挤伸条件下滑动面与主应力夹角改变为 45°- 

/ 2ϕ ，当滑动面与主应力夹角为 45°为八面体面，因

此空间滑动面与主应力夹角并非定值，而是在 45°+ 
/ 2ϕ ～45°- / 2ϕ 范围内变化。 

依据M-C强度理论给出的土材料的剪切破坏形态，

定义空间滑动面与大主应力作用面之间的夹角均为

45°- / 2ϕ ，Φ 为反映应力条件和材料特性的综合参

量： 

cos /3i iΦ θ ϕ= ⋅   ( , , )i z x y=   。   (1) 

式中  iϕ 即为土的内摩擦角，可通过垂直于沉积面方

向 zσ 、平行于沉积面方向 xσ 和 yσ 分别作用大主应力

1σ 的常规三轴试验直接获得；θ 为所述应力空间域内

与应力状态和 Lode 角 σθ 相关的径向偏角，cosθ 为反

映土应力条件的参数，可通过几何坐标换算确定。将

通过综合反映应力条件和材料特性的参量 iΦ 反映材

料空间滑动面变化这一特性。 

2.3  各向异性参量的确定方法与分析 

（1）各向异性参量与破坏应力的关系 

应力轴 x y zσ σ σ， ， 构成的坐标系 ( )z y xσ σ σ， ， ,

将其投影至二维坐标 ( , )X Y ,可得空间中一点可表示

为（图 4） 

1 ( )  
2

3 ( )  
2

z x y

y x

x

y

σ σ σ

σ σ

⎫= − + ⎪⎪
⎬
⎪= − ⎪⎭

，

。

         (2) 

矢径为 

2 2 22 ( ) ( ) ( )
2 z x x y y zr σ σ σ σ σ σ= − + − + − 。(3) 

此时 cosθ 可表示为 

2 2 2

2 ( )2cos
2 ( ) ( ) ( )

z x y

z x x y y z

σ σ σ
θ

σ σ σ σ σ σ

− +
=

− + − + −
 。 (4) 

由此可知， iΦ 的取值范围为 [ ],iΦ ϕ ϕ∈ − ，故 45°+ 
/ 2ϕ 表示土体处于压缩应力状态，45°- / 2ϕ 表示土

体处于挤伸应力状态。 

图 4 应力空间示意图 

Fig. 4 Diagram of space of principal stress 
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应力轴 x y zσ σ σ， ， 分别对应π 平面内的 3 2σ σ， ， 

1σ ，3 个坐标轴将 π 平面分为 6 个区间域内所示应力

条件不同，具体地，区间域Ⅰ： 1 2 3σ σ σ> > ；区间域

Ⅱ： 2 1 3σ σ σ> > ；区间域Ⅲ： 2 3 1σ σ σ> > ；区间域

Ⅳ： 3 2 1σ σ σ> > ；区间域Ⅴ： 3 1 2σ σ σ> > ；区间域

Ⅵ： 1 3 2σ σ σ> > 。 
（2）各向异性参量与应力状态的关系 
土体复杂应力状态下发生主应力轴旋转，且旋转

对强度的影响非常显著，体现在不同空间域内强度破

坏点显著差异，通过采用各向异性综合参量可以很好

得模拟土体各向异性强度特性。如图 3 所示，对于空

间域Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ为垂直于沉积面方向 zσ 分别作用

1 2 3σ σ σ， ， 所对应的应力状态，随着θ 从 0°到 180°
变化，分别经历轴对称压缩应力状态（θ = 0°）、纯

剪应力状态（θ = 90°）以及挤伸状态（θ = 180°）

等。对于空间域Ⅲ，Ⅳ，Ⅴ为平行于沉积面方向 yσ 分

别作用 1 2 3σ σ σ， ， ，对于空间域Ⅴ，Ⅵ，Ⅰ为平行于

沉积面方向 xσ 分别作用 1 2 3σ σ σ， ， ，其分别所对应的

应力状态亦然。对于黄土真三轴试验结果，图 5 表示

了不同方向作用大主应力条件下各向异性综合参量

iΦ 随θ 角的变化规律， iΦ 随θ 角的增大而减小,然而

并非表示空间域破坏强度越低，而是代表空间域内不

同应力状态。空间域Ⅲ，Ⅴ，Ⅰ获得的主应力状态不

同径向偏角对应的主应力状态的不唯一性说明不同方

向作为大主应力时与实际黄土结构和结构面作用不同

而导致的土的强度出现差异，也恰恰说明不同主应力

方向黄土结构强度变化特征。 

图 5 不同方向作用大主应力条件下各向异性参量 iΦ 随径向 

偏角θ 变化 

Fig. 5 Variation of anisotropic parameters iΦ  with radial  

      declination θ  under large principal stress acting in  

different directions 

3  空间滑动面变化的 AC-SMP 各向异性 

强度表达探讨 
基于以上分析，考虑垂直于土体沉积面方向 zσ 分 

别作用大、中、小主应力时，在中主应力比 0b = 时满

足 z x yσ σ σ> = ，在此时轴对称压缩作用下，土样单

元体可能在 z xσ σ− 作用平面内发生滑动破坏，也可能

在 z yσ σ− 作用平面内发生滑动破坏，依据 Mohr- 
Coulomb 准则，它们的破坏面与大主应力作用面之间

的夹角均为 45°+ / 2zΦ 。同时考虑以上两个主应力平

面内出现滑动破坏，则如图 6（a）所示的空间滑动面，

简称 AC-SMP 滑动面[16]。同理，可以得到 xσ ， yσ 方

向分别作用大、中、小主应力所对应的轴对称压缩空

间滑动面，见图 6（b）和（c）。 

 

图 6 空间滑动面 

Fig. 6 Spatial mobilization planes 

由此对于不存在竖向裂隙和卸荷裂隙的均质体空

间滑动面进行几何空间应力分析，基于 Mohr-Coulomb
准则，该破坏面与大主应力作用面之间的夹角均为

45°+ / 2iΦ 。即 

1

3

KΦ
σ
σ

=   ，              (5) 

2tan 45
2

iKΦ
Φ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
o   。      (6) 

同样认为 3 种压缩条件下滑动面上的剪应力和法

向应力之比达到某一常数时，认为材料发生了强度破

坏，可以得到该滑动面的强度准则表达式： 

 
2 2 2
1 2 3

f2
1 2 3

( )(1 2 )
1

( )
N

N

K K K
k

K K
Φ Φ Φ

Φ Φ

τ σ σ σ
σ σ σ σ

+ + +
= − =

+ +
，(7) 
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2 2 2
1 2 3

f2
1 2 3

( )(1 2 )
1

( )
N

N

K K K
k

K K
Φ Φ Φ

Φ Φ

τ σ σ σ
σ σ σ σ

+ + +
= − =

+ +
 ， (8) 

2 2 2
1 2 3

f2
1 2 3

( )(1 2 )
1

( )
N

N

K K K
k

K K
Φ Φ Φ

Φ Φ

τ σ σ σ
σ σ σ σ

+ + +
= − =

+ +
。(9) 

其中破坏参数表示为 

f
12

3
Kk

K
Φ

Φ

−
=   。           (10) 

需要指出的是，这里的 KΦ 为垂直于土体沉积面

方向 zσ 以及平行于沉积面方向 xσ ， yσ 分别作用大主

应力时，轴对称压缩条件下的土体应力条件的参数θ
和内摩擦角 iϕ ，该条件下θ 的余弦值为 1，故 

2tan 45
2

iKΦ
ϕ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
o   。 

该空间滑动面随主应力夹角改变而变化，实际上

反映了应力空间域内土的各向异性特性。当土单元中

的空间滑动面受介质内的微观结构控制，不随主应力

变化而变化时，则不同应力条件下空间滑动面形态有

所不同，对应不同应力空间域有不同应力条件，反映

应力条件和材料特性的综合参量Φ 随之改变，由此建

立了能够反映空间滑动面变化的各向异性强度特性表

达式。 

该准则同样可以延伸到预测黏聚特性的材料，对

于 0c ≠ 的情况通过坐标平移进行转化，即 

ˆ
tanj j

cσ σ
ϕ

= +      ( 1,2,3)j = 。 

4  各向异性强度表达式的试验验证 
4.1  各向异性强度表达式的参数讨论 

本文采用的各向异性强度表达式中有 3 个参数，

即土体内摩擦角 iϕ ，径向偏角θ ，各向异性综合参量

iΦ 。其中第一个参数 iϕ 通过垂直于沉积面方向 zσ 、

平行于沉积面方向 yσ 和 xσ 分别作用大主应力 1σ 的常

规三轴试验可以确定， iϕ 为三轴压缩时的内摩擦角。

对于各向同性土体， iϕ 为同一个常数，对于横观各向

同性土体，平行于沉积面方向 yσ 和 xσ 作用大主应力

的轴对称压缩条件摩擦角 yϕ 和 xϕ 为同一常数。其中径

向偏角θ ，用来表征空间域位置，是主应力的函数。 
若区间域 I： 1 2 3σ σ σ> ≥ ，则 

3tan
2

b
b

θ =
−

  。          (11) 

根据罗德角定义，有： 

3tan (2 1)
3

bσθ = −   ，     (12) 

式中， 2 3

1 3

b
σ σ
σ σ

−
=

−
。 

联立式（11），（12），可以建立径向偏角θ 和罗德

角 σθ 关系式： 
3 3tan

tan
3 3 tan

σ

σ

θ
θ

θ
+

=
−

  。       (13) 

由此可知，罗德角 σθ 和文中定义径向偏角θ 均是

与中主应力相关的参数，若在区域Ⅰ中，其变化范围

为-30°≤ σθ ≤30°，0°≤θ ≤60°和 0≤b≤1。且

在三轴压缩（ 1 2 3σ σ σ> = ）时， 0b = ， σθ = -30°，

θ =0°；且在三轴拉伸（ 1 2 3σ σ σ= > ）时， 1b = ，

σθ = -30°，θ =60°。 

第 3 个各向异性综合参量 iΦ ，为上两参数的关系

式，用于反映应力条件和材料特性，由此可见并非定

值。 

4.2  Q3 黄土真三轴试验验证 

本文所选土样取自陕西西安白鹿原的天然黄土，

取土深度约为 6.5～8.0 m，该类土样广泛分布于关中

盆地，用作地基、边坡、坝体等填筑材料。原状黄土

试样比重 2.7，初始孔隙比 0.862，天然含水率 17.0%，

天然干密度 1.45 g/cm3，塑性指数 15.43%。试验时采

用规格标准为 70 mm×70 mm×140 mm 的长方体原

状试样，见图 7。试验开展主要依托改进和更新后的

西安理工大学真三轴仪，总计对 120 个长方体试样进

行了真三轴固结排水剪切试验。试验控制小主应力分

别为 50，100，150，200 kPa，中主应力比分别为 0，
0.25，0.5，0.75 和 1.0，以及八面体面 6 个区域。 

  
图 7 取土环境及实验室制备原状三轴试样 

Fig. 7 Site of circumstance and undisturbed samples in laboratory 

特别需要对原状土样取样和制样进行严格控制，

现场人工取样时每块试样都严格标注方向，室内制备

试样时按标注的几何方向依次按照三维空间坐标轴进

行六个正交面的切削，具体地，垂直于土体沉积面方

向 zσ 对应土层上-下，平行于沉积面方向 yσ 对应卸荷

边坡走向，平行于沉积面方向 xσ 对应边坡倾向，从而

构成 70 mm×70 mm×140 mm 立方体试样。其次，按

照切削完成的立方体试样面垂直于土体沉积面方向

zσ 以及平行于沉积面方向 yσ ， xσ 分别作用大、中、

小三向主应力，实现不同空间域的强度破坏面的试验

研究，参见图 8。 
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图 8 各向异性黄土试验结果与破坏准则比较 

Fig. 8 Comparison of test results and failure criteria for anisotropic  

loess 

已知当垂直于土体沉积面方向 zσ 以及平行于沉

积面方向 yσ ， xσ 分别作用大主应力时，3 种轴对称压

缩条件下得到的摩擦角 zϕ = 35.96°， yϕ = 33.20°，

xϕ = 34.69°。对比Mohr-Coulomb准则、各向同性SMP
准则以及本文所建立的基于空间面变化的各向异性准

则，可以得出如下认识：①在八面体面的 6 个域呈非

对称分布；②Ⅲ，Ⅳ域，即垂直于土体沉积面方向 zσ
作用小主应力时，各向同性 SMP 准则由于没有考虑

黄土各向异性特性，高估了材料的抗剪强度；③Ⅰ和

Ⅱ，Ⅲ和Ⅳ，Ⅴ和Ⅵ域相交处，即平行于沉积面方向

yσ ， xσ 和垂直于沉积面方向 zσ 分别作用小主应力时，

Mohr-Coulomb 准则、各向同性 SMP 准则同样没有考

虑各向异性特性，高估了材料挤伸状态下的抗剪强度，

而本文所述的各向异性强度变化规律的数学表达能更

好地描述这些特性。 

5  结    语 
大多数天然沉积土都具有各向异性，本文在分析

各向异性土的强度特性的基础上，研究了八面体面上

6 个主应力空间域抗剪强度变化，分析了八面体应力

空间域与空间滑动面、应力状态三者之间关系，定义

了一个能综合反映应力条件和材料特性的各向异性参

量，进一步对空间滑动面变化的 AC-SMP 各向异性

强度进行了探讨，提出了一种考虑土材料的空间滑动

面会随着主应力的夹角变化的轴对称压缩各向异性强

度变化规律数学表达。该表达式意义明确，参数易获

得，且适用于天然沉积土的一般应力状态。对比黄土

各向异性试验结果，表明该准则可较好地反映各向异

性土在一般应力状态下的变化规律，对各向异性研究

具有一定的借鉴价值。 
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