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非饱和土中圆柱孔扩张问题不排水解答及吸力 
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摘  要：圆柱孔扩张理论为沉桩挤土及旁压试验分析等提供了理论基础，然而已有研究多是针对饱和土展开，在非饱

和土相关工程中并不适用。基于修正剑桥临界状态模型，对非饱和土中不排水条件下的圆柱孔扩张问题进行求解。在

考虑非饱和土吸力效应的情况下推导土体应力–应变关系式，并引入反映吸力与比体积之间关系的液相本构方程。在

此基础上联立圆柱孔周围土单元平衡微分方程，最终将非饱和土中的圆柱孔扩张问题归结为求解一阶偏微方程组的问

题。通过引入辅助变量将所有方程转至拉格朗日系下，以弹塑性边界上的应力及比体积作为初值条件对其进行求解。

结果表明：当非饱和吸力增大时，圆柱孔周围土体应力和扩孔压力均随之增大，说明土体出现了吸力硬化效应；对于

初始比体积较小的土体，随着塑性区内的径向位置增加，比体积和吸力会出现先增大后减小的变化特征，说明圆柱孔

在不排水扩张过程中局部土体发生了剪胀。所采用的本构关系较为简洁，参数易于确定，便于在非饱和土相关的工程

问题得到实际应用。 
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Critical cylindrical cavity expansion in unsaturated soil under                  
undrained conditions incorporating suction effects 
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Abstract: The cylindrical cavity expansion theory provides the theoretical basis for analysis of pile installation and 
pressuremeter tests. However, most of the studies are conducted on cavity expansion in saturated soil, and are unsuitable for 

solving the engineering problem in unsaturated soil. Therefore, based on the critical state soil model, the cylindrical cavity 
expansion in unsaturated soil under undrained conditions is solved. The stress-strain relationship is derived considering suction 

effects. Meanwhile, a constitutive equation for the relationship between the suction and the void volume is introduced. Combing 
the radial equilibrium equation, the formulation of the problem is reduced to solving a system of the first-order ordinary 

differential equations. Introducing an auxiliary variable, all of the differential equations are transferred to the Lagrangian 
description and solved by taking the values at the elasto-plastic boundary as the initial value. The results show that the soil 

stresses and the cavity expansion pressure increase as the suction increases, which can be regarded as the suction-stiffening 
effects. For the soil with low initial ratio volume, the partial volume and the suction in the plastic zone firstly increase, and then 

decrease, which implies that the shear dilatancy occurs during the cavity expansion. The results have a potential application in 
the related projects owing to the simple constitutive relation and available parameters.  
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0  引    言 
圆孔扩张理论在岩土工程中有着广泛的应用，如

沉桩挤土效应分析[1-2]、旁压试验结果的解释[3]以及隧

道围岩应力计算[4]等；该类工程问题均可简化为求解
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岩土体中圆柱孔扩张的问题。为此，在过去几十年内，

国内外学者针对圆孔扩张问题开展了大量研究，并取

得了诸多有价值的成果[5-7]。然而，这些圆孔扩张解答

多是针对单相介质或两相饱和土提出，在非饱和黄土、

膨胀土等地区的工程问题中并不适用。 
近年来，非饱和土中的圆孔扩张问题引起研究人

员的关注。与饱和土相比，非饱和土中扩孔问题的求

解更为复杂。这是因为非饱和土是三相介质，需要采

用包含净应力和吸力的双应力状态变量对其力学行为

进行描述；另外，与饱和土不同，非饱和土中体应变

与含水率变化并非一一对应。胡伟等[8]对非饱和土中

圆孔扩张问题的求解进行了初步尝试，其解答中将净

应力和吸力统一看作粒间力，考虑了该力引起的土体

体积变化，但没有考虑吸力与持水度之间关系（土水

特征曲线 SWCC）的影响。Russell 研究团队[9-10]基于

已有的相似解技术[11]，先后假定土体屈服后服从修正

剑桥模型和统一边界面模型，求解了非饱和土中圆孔

扩张问题。在此基础上，Cheng 等[12]进一步讨论了应

力和位移约束边界对圆孔扩张过程的影响。上述成果

很好地促进了非饱和土圆孔扩张理论的发展。然而，

已有解答是基于相似解技术展开，求解过程需要对偏

应力和平均应力进行简化，这使得该解答无法对各应

力分量进行确定。为此，Chen 等[13]摒弃了传统的相

似解技术，在不对偏应力和平均应力进行任何简化的

情况下，提出了基于 MCC 模型的饱和土圆柱孔扩张

问题精确解。 
鉴于此，翟张辉等[14]通过引入非饱和土有效应力

表达，在考虑吸力效应的情况下，将 Chen 等[13]的饱

和排水解拓展至非饱和土中，求解了完全排水条件下

非饱和土中的圆孔扩张问题。然而，该解答在非饱和

土相关工程问题中的应用范围有限。这是因为非饱和

土的渗透性要远小于土体饱和状态时的渗透性，故而

在沉桩挤土、静力触探及旁压试验过程中，非饱和土

中的水分很难排出，因此该类工程问题对应的是不排

水条件。另一方面，与排水情况相比，不排水条件下

圆孔扩张问题更为复杂，此时塑性区的吸力是一变量

而非常量。具体而言，尽管不排水条件下土体的质量

含水率不变，然而由于土中气体的排出，使得孔隙在

扩孔过程中被压缩，土体饱和度发生了变化；根据非

饱和土 SWCC 可知，在既定的增湿或减湿路径下，土

体饱和度与吸力大小是一一对应的，因而吸力也随之

发生了变化。从方程求解角度而言，完全排水条件下

的扩孔问题中未知变量有 4 个，包括 3 个应力分量和

比体积，此时非饱和吸力为一已知常数；而不排水条

件下，未知变量增加到 5 个，即还需在原来基础上求

解扩孔过程中吸力的变化。为此，本文拟在原有的固

相方程组中进一步引入能够反映吸力与体应变关系的

液相本构方程，对不排水条件下扩孔问题进行求解。

与 Chen 等[15]采用的方法相比，本文采用了更为简化的

本构模型，计算参数易于确定。本文研究成果将为非

饱和土中沉桩挤土效应及旁压试验结果分析等提供理

论依据。 

1  非饱和土中圆柱孔扩张力学模型 
假定圆柱孔初始孔径为 a0，当孔径从 a0扩张到 a

时，孔周任一点从 r0移动至 r 位置，扩孔压力从初始

有效应力'0增加到'a，如图 1 所示。圆孔周围形成一

个半径为 rp的塑性区，在塑性区外为弹性区。应力和

应变均以压为正。 

图 1 圆柱孔扩张模型 

Fig. 1 Model of cylindrical cavity expansion 

在极坐标系内，任一土单元的位置可表示为(r，
z)，其总应力和有效应力分量可分别表示为 r ，

 ， z 和 r ，  ， z 。与饱和土中类似，非饱和

土中柱孔周围土单元的总应力平衡微分方程可以表示

为 
d 0
d

rr

r r
  

    。           (1) 

根据 Bishop[16]，非饱和土中的有效应力公式可表

示为 
   n s       。            (2) 

式中  n 为净应力，等于总应力减去大气压，即

au  ； 为有效应力参数；s 为吸力，等于大气压减

去孔隙水压，即 ua-uw。因此，非饱和土中平衡微分

方程表示成有效应力的形式为 
d d 0
d d

rr s
r r r

 


  
     ，     (3) 

式中，
d( )

d
s

s


  。  为有效应力参数，对于完全饱

和的土和干土其值分别为 1 和 0；对于非饱和土， 可

以表示为[10] 
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式中，se 为进气值，即土体从饱和状态过渡到非饱和

状态时的吸力。 
根据临界状态弹塑性理论，在不做任何假定的情

况下，平均有效应力 p和偏应力 q 可表示为 
1 ( )
3 r zp           ，            (5) 

2 2 21 ( ) ( ) ( )
2 r z z rq                      。 (6) 

2  非饱和土中圆柱孔扩张的应力分析 
2.1  弹性区应力 

根据 Hooke 定律，弹性区内应力–应变关系可用

增量形式表示为 
e

e

e

d 1 d
1d 1 d

d 1 d
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 
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  ，  (7) 

式中，v 为泊松比，E 为弹性模量，可由比体积、平

均有效应力 p′等表示为[17] 
3(1 2 )v pE 




   。            (8) 

联立式（3），式（7）和式（8），弹性区的有效应

力分量可表示为[13] 
2

p
0 p 0( )r

r
r

   
 

       
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 
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 
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0z     ，                  (11) 

式中，假定土体中各向初始应力相等，均为 0 ，则根

据式（5），平均有效应力 p'0= 0 ， p 为弹塑性边界 
处的平均有效应力。 
2.2  非饱和土本构模型 

随着扩孔压力增大，柱孔孔壁及周围土体依次从

弹性状态发生屈服，进入塑性状态。根据 Schnaid 等[3]，

非饱和土屈服后可用修正剑桥临界状态模型进行描

述，该屈服面在 p′–q 平面内为一椭圆，其表达式为 
2

c c2( , , ) 0qf p q p p p
M p

      


  ， (12) 

式中，M 为临界状态线（CSL）斜率，可以假定为一

与土体吸力无关的材料参数[17]。 

cp为非饱和土的有效前期固结压力，其大小不仅

受土体塑性应变硬化影响，还与非饱和吸力硬化效应

有关[18]，即 
p
p

c c0 exp ( )p p s



 

 
   

  
  ，    (13) 

式中，和分别为–lnp′平面内正常压缩线和回弹

线斜率，为比体积，其值等于 e+1（e 为孔隙比）。 p
p

为塑性体应变， ( )s 为吸力硬化效应引起的 cp增量，

在 – p平面内指的是临界状态线由吸力 s 变化引起

的偏移量。 c0p 为饱和土前期固结应力，可表示为[18] 

      c0
lnexp N pp  

 
      

  ，     (14) 

式中，N 为–p′平面内正常压缩线上当 p′=1 时所对应

的比体积。 
2.3  塑性区应力 

在塑性区，某一点土体的塑性应变增量可通过对

塑性势求应力的偏导进行确定。此处采用相关联流动

法则，即假定塑性势面 g 与屈服面 f 重合。结合屈服

面方程式（12），各应变增量可表示为[6] 
2 2

p ( )d 3( )
3r r

r

f p M p 


            
 ，(15a) 

2 2
p ( )d 3( )

3
f p M p 


 


            
 ，(15b) 

2 2
p ( )d 3( )

3z z
z

f p M p 


            
 ，(15c) 

式中， pd r ， pd  和 pd z 为 r， 和 z 方向的塑性应变

增量，为塑性乘子， /q p  为应力比。 
不论饱和土还是非饱和土，在不排水条件下，土

体的质量含水率均为常数。然而，与饱和土不同的是，

非饱和土扩孔过程中，由于孔隙气体的排出，土体比

体积不再是常数，这使得塑性区土体的饱和度发生

变化。根据 SWCC 曲线可知，吸力 s 也随之发生变化。

由此可见，在不排水条件下的非饱和土圆孔扩张问题

中，未知变量有 5 个，分别为 r ，  ， z ，和 s；
而目前仅有 3 个方程，即式（15a），（15b）和（15c）。
为此，需要进一步引入反映吸力和比体积之间关系的

水相本构方程，以及有效应力和吸力之间的平衡微分

方程。 
根据体积含水率、饱和度以及孔隙比之间的关系，

吸力与比体积增量关系可以表示为[18] 
2

w md d dc c s           ，    (16) 

式中，c′m=-Gs/，Gs为土粒相对质量密度，为土水

特征曲线斜率，c 反映的是土体压缩性，可表示为

p′/，w为水的体积，的含义见式（）。
   在不排水条件下，土中水的体积变化为 0，即

dw=0，此时式（16）可写成 
2

m( )d dc c s 



 

   。       (17) 
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结合应力–应变关系式（15）以及比体积与吸力的

关系式（17），塑性区微分方程可表示（推导详见附录）

为 
11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

44

D D
D D1
D D

0 0 0D D

r r

z z

b b b b
b b b b
b b b b

bs

 

 
 
 



     
                        

 。 (18) 

为了强调土体固相和液相本构方程是追踪某一土

单元的拉格朗日坐标描述（与空间位置无关），并与欧

拉坐标系下的平衡微分方程进行区分，式（18）中统

一用D r ，D  ，D z 和D r ，D  ，D z 表示某一

土单元在径向、切线、竖向上的应力和应变增量。bij (i，
j=1，2，3)和均是包含有效应力 r ，  ， z ，和
s 的显式表达（附录中式 A9a～A9n）。 

对于圆柱孔扩张问题，其竖向应变D z =0，因此

体应变增量 vD = D r + D  ；又由于 v
DD 




  ，

D 
Dr
r

 ，因此，式（18）又可写成 

11 12 11 14
1 D DD ( ) Dr

rb b b b
r


 


            

  ，  (19a) 

21 22 21 24
1 D DD ( ) Drb b b b

r


 


            
，(19b) 

31 32 31 34
1 D DD ( ) Dz

rb b b b
r

 


            
 ，(19c) 

    44D = D
bs 


 。                (19d) 

由于欧拉系的平衡微分方程式（3）不能直接与拉

格朗日系的式（19）联立求解 5 个未知变量，因此需

要引入辅助变量，将式（）转化到拉格朗日系下。 
根据 Chen 等[13]，可表示为

0r r ru
r r




    ，         (20) 

式中，ur为径向位移。 
对式（20）求导可得 

D D
1

r
r







  。            (21) 

考虑塑性区扩孔产生的大应变，dur/dr 可表示为 
0rd 1

d (1 )
u
r


 

 


  ，         (22) 

式中，0为初始比体积，d/dr 为关于 r 的空间导数。

注意此处不要与追踪某一土单元的 Dur/Dr 混淆，对于

固定位置 r0，Dur/Dr=1[13]。 
将式（20）～（22）代入平衡微分方程式（3），

得 
0r

r
D D 1 0
D D (1 )

s 
   

    

               
 ，(23) 

式中，D/D为土单元关于的物质导数。
将式（）代入式（）中，并联立式（），可

组成求解不排水条件下非饱和土中圆柱孔扩张问题的

方程组：
11 12 11 14D

D (1 )
r b b b b 


  
 
   

   
  ， (24a) 

21 22 21 24D
D (1 )

b b b b 


  
 
   

   
  ， (24b) 

31 32 31 34D
D (1 )

z b b b b 


  
 
   

   
  ， (24c) 

44D D
D D

bs 
 



  ，               (24d) 

式中， 

 
12 11

0

D
1 / (1 ) (1 )D

r b b 


    
             

 

11 14 44b b b



   
   

  。.         (24e) 

需要说明的是，当式（24）中 D（体变为），
且Ds（吸力为或常吸力）时，该解答将退化至文

献饱和土中圆柱孔扩张的不排水解答；当式（24）
中 D，而 Ds时，该解答将退化至文献饱和

土中圆柱孔扩张的排水解答。 
2.4  弹塑性边界应力 

在弹性区，平均应力保持不变，即p'=0，因此，

弹塑性边界上p(
pr( / )r ru r  )的平均有效应力等于初始

值，即

p 0( )p p    ，           (25) 

式中， 0p为初始平均有效应力。 
将式（25）代入式（12）中，弹塑性边界的偏应

力可表示为 

    p p c p( ) ( ) ( )q M p p p          ， (26) 

式中，前期固结压力 cp可由式（13）计算。 
根据式（5），（6），（9），（10）和（11），弹塑性

边界处有效应力分量为 
2

p
r p 0

( )
( )

3
q

p


      ，      (27a) 

2
p

p 0

( )
( )

3
q

p


      ，      (27b) 

p 0( )z p      。             (27c) 

弹塑性边界处的比体积和吸力分别等于初始比体

积 0 和 0s ： 

p 0( )     ，              (27d) 

p 0( )s s    。              (27e) 
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    至此，控制方程式（24）及边界条件方程式（27a）～
（27e）中已全部用代替了 r；然而，方程求解后尚

需将变量从转化为 r，该步骤可通过下式完成： 

  ( ) 0

exp
1 ( )(1 )a

r d
a






    

 
      

  ，(28) 

式中，a对应的是孔壁上 ur/r 的值。 

3  结果验证及吸力效应讨论 
选取非饱和高岭土的力学参数[18]作为模型计算

参数，其中 M=0.85，N=2.64，，，，
Gs=2.67，se=85 kPa，s=0.6s，s，初始平

均净应力 pn=p′-s200 kPa，假定初始孔径与最终扩

孔半径比值 a0/a=0.25。为了验证本文方法的可靠性，

首先取吸力 s 为 0，使得本文的解退化至饱和土中，

并与文献[13]中的饱和排水解进行对比。此外，在非

饱和土参数及弹塑性边界处应力值（p'0和 q）均一致

的情况下，在 p'–q 平面内与传统的相似解方法[11]进

行对比。在此基础上，取不同的初始吸力和比体积，

讨论吸力效应对不同初始比体积非饱和土中扩孔引起

的应力分布及扩孔压力等的影响。 
3.1  退化解答 

当土体吸力为 0 时，土体呈饱和状态，则控制微

分方程（式（24））中，反映吸力与比体积关系的液相

本构关系式（24d）不再需要；同时 s=0 使得式（23）
中 Ds=0，式（24）中的 b14，b24 和 b34 均为 0；此时

该解答退化至文献[13]中的饱和排水解。图 2 为退化

后计算的扩孔压力随孔径的变化，随着孔径的增大，

扩孔压力先快速增大，当圆柱孔扩大至约 3 倍初始孔

径时，扩孔压力逐渐趋于一稳定值。 

 

图 2 扩孔压力随孔径的变化 

 Fig. 2 Variation of cavity pressure with cavity radius  

图 3 为圆孔周围土体应力分量 r ，  和 z 及比

体积的径向变化。在弹性区，为常数，弹性区内应

力分量 r ，  和 z 三者之和为常数 0p p'0。在塑性区，

由于受扩孔挤压作用，随土体水分排出而减小， r 随

着径向距离的增加呈单调递减， z 和  则呈非单调

的变化特征。由图 2 和 3 可见，本文的解答可以完全

退化至文献[13]饱和土中圆孔扩张排水解答。

 

图 3 圆孔周围土体应力及比体积的径向变化 

Fig. 3 Radial variation of soil stress components and void ratio in  

surrounding soil 
3.2  与已有方法对比 

为了进一步验证本文方法的可靠性，在 p'–q 平

面内将本文方法计算的非饱和土圆柱孔不排水扩张引

起的应力路径与传统相似解法进行对比。由图 4 可见，

在弹性区内，p'始终为常数，应力路径为平行于 q 轴

的直线。对于初始比体积的非饱和土，跟重超

固结土类似，土体先从“干”侧到达屈服面，之后随

着 p'的增大，应力路径近似地平行于 p'轴，在靠近屈

服面位置平移，之后快速增大至临界状态线。 



图 4 p′–q 平面内的应力路径
Fig. 4 Stress paths in p′–q plane  

对比两种方法可见，在 p'–q 平面内，两种方法

确定的应力路径接近，这一定程度上说明本文的计算

方法是可靠的。但需要注意的是，与已有相似解方法

相比，本文方法还能够计算圆孔周围各应力分量的大

小（见图 5～7），且能直接确定扩孔压力随孔径的变

化（见图 10）。 
3.3  吸力效应的影响分析 

将初始吸力 s0分别取 340，680 kPa，初始比体积
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取 1.85，1.70 和 1.55，通过对初始条件的正交组合，

分析吸力对不同初始比体积的非饱和土中圆孔周围应

力及扩孔压力等的影响。 
图 5 为时，扩张圆孔引起的周围土体应力

分量、比体积及吸力沿径向的变化。由图 5（a）可以

看出，在非饱和土塑性区，由于受扩孔挤压作用，
随土体中气体的排出而减小。在不排水的情况，土体

饱和度 Sr随着的减小而增大，根据 SWCC 曲线可知，

吸力 s 会随之减小；这也是塑性区内越靠近圆孔，
和 s 越小的原因。此外，在塑性区， r 和 z 随着径向

距离的增加呈单调递减，'则呈先减小后增大到再减

小的变化过程。对比图 5（a）和（b）可见，随着吸

力增大，圆孔周围应力增大，说明土体出现了吸力硬

化现象。  

 

图 5 的孔周土体应力、比体积及吸力的径向变化 

Fig. 5 Radial variation of soil stress, void ratio and suction in  

surrounding soil with   

图 6 为时圆孔周围各应力分量、比体积及

吸力沿径向的变化。与图 3 相比，较小，土体较为

致密；因此，当圆孔扩张到相同孔径 a 时，孔壁处的

应力较图 3 中有显著增大。对比图 6（a）和 6（b）可

见，孔壁处应力随着 s 的增大而增大。 
图 7 为的情况。与图 5 和图 6 不同的是，

比体积在塑性区随着 r/a 的增大，呈先增大后减小的

变化趋势。这说明周围土体在扩孔挤土过程中，局部

出现了剪胀现象。而且 s 越大，剪胀效应越明显。 

图 6 的孔周土体应力、比体积及吸力的径向变化 

Fig. 6 Radial variation of soil stress, void ratio and suction in  

surrounding soil with   

图 7 的孔周土体应力、比体积及吸力的径向变化 

Fig. 7 Radial variation of soil stress, void ratio and suction in  

.surrounding soil with   

图 8 为扩孔过程中 e–lnp′平面内的应力路径。在

弹性区，平均有效应力 p′和 e 均为常数，因此，在弹

性区的应力路径为初始值对应的一个点。在塑性区，
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土单元比体积将随着 p′变化。由图 8 可见，当初始

比体积较大时（，），随着 p′的增大，
先缓慢减小，之后快速减小至临界状态线（CSL）；当

较小时（），随着 p′的增大，先增大，后逐

渐减小至临界状态线（CSL）上。这说明对于较大

的土体（土体疏松），在不排水扩孔过程中，土体比体

积随着平均有效应力的增大而减小（压密）；但对于

较小的土体（土体致密），在扩孔初始阶段，土体比

体积随着 p′的增大而增大，说明土体出现了剪胀的现

象。 
对比不同初始吸力 s0下的应力路径可知，随着吸

力的增大，临界状态线向右发生了偏移，而土体达到

临界状态时所对应的平均有效应力 p′随 s0 增大而增

大，这说明土体出现了吸力硬化现象。 

图 8 e–lnp′平面内的应力路径 

Fig. 8 Stress paths in e-lnp′ plane 

图 9反映的是圆孔周围土体吸力增量s随径向位

置的变化。通过对s 除以 p'lim（将孔壁应力分量代入

式（5）中可得）进行无量纲化。由图 9 可见，随着距

圆孔距离的减小，吸力逐步减小（s 为负值），这是

由于非饱和土中孔隙压缩，饱和度增大所致。然而，

对于初始比体积为 1.55 的致密土体，在扩孔过程中，

s 出现正值，说明该位置的吸力有所增大。根据非饱

和土 SWCC 可知，该位置对应的饱和度应减小。对于

不排水的情况，只有土体体积增大才能引起饱和度减

小，这进一步说明了圆孔周围土体局部发生剪胀现象。 

图 9 圆孔周围吸力增量随径向位置的变化 

Fig. 9 Variation of suction increment with radial positions  

图 10 为扩孔压力随着孔径的变化曲线。由图 10
可见，在圆柱孔扩张初始阶段，扩孔压力快速增大，

随后逐渐趋于一定值。当土体初始比体积较大时，

土体较为疏松，对应的扩孔压力较小；当土体较小

时，对应的扩孔压力明显增大。对于同一初始比体积

，扩孔压力随着吸力的增大而增大。 

图 10 扩孔压力随孔径的变化 

Fig. 10 Variation of cavity pressure with cavity radius  

4  结    论 
本文在已有的饱和土圆孔扩张理论基础上，通过

引入反映吸力和比体积之间关系的液相本构方程，求

解了不排水条件下非饱和土中圆柱孔扩张问题。通过

与传统相似解方法对比，验证了本文方法的可靠性。

主要得出以下结论： 
（1）对于同一初始孔隙比（比体积）的非饱和土，

当吸力增大时，圆柱孔周围应力、扩孔压力以及临界

状态压力均随之增大，而比体积降幅减小；这说明非

饱和土出现了吸力硬化现象。 
（2）对于初始孔隙比较小的非饱和土，随着有效

平均应力的增大，其比体积并非单调减小，而是在圆

孔周围塑性区出现先增大后减小的变化特征，其对应

的吸力也呈同样变化趋势，这说明对于较为密实非饱

和土，在不排水扩孔过程中出现了剪胀现象。 
（3）与传统相似解方法相比，本文方法没有对平

均有效应力和偏应力作任何简化，因而能够确定扩孔

过程中周围土体的各应力分量，且能够合理计算扩孔

压力随孔径的变化，这为非饱和土中沉桩挤土及旁压

试验等分析提供了理论依据。 
此外，本文方法中非饱和土前期固结压力表达采

用的是吸力解耦的形式，即假定吸力使临界状态线在 
–p′平面内发生了平移；对应吸力耦合情况下的解析，

将在后续研究中进一步分析。 
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附录： 

根据式（12）， cdp可以写成 

2 2
c 2

1d ( )d +2 dp M p q
M

        。   (A1) 

根据式（14）， cDp还可以表示为 

 

pc c
c pp

p

c p
p

d d d

( ) ( )    d d

p p
p s

s

p s s s
s




  


 

    
 

  
 

 

  。     (A2) 

联立式（A1）和（A2），塑性区体应变 p
pd 可表示

为 

 
p
p 2

c

d
( )p s p M

 


 


 
 

   

2 2 2 2 2
2 2

2 ( )( ) d + ( ) d dsp M p p M q M p s
M s

  


               
，

                                 (A3) 
由于 p p p p

pd d d dr z      ，根据 15（a）～15（c）和式

（A3），可得塑性乘子： 

2
c( ( ))p p s M
 

 


  
  

   

2

2 2 2 2

2 ( )d d dM sp q s
M M s

 
 

       
  。 (A4) 

将式（A4）代入式（15a）～（15c）中，并利用 
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d +d +d
d

3
r zp     

    ，        (A5a) 

d d + d + dr z
r z

q q qq 


  
  
    
    

 ， (A5b) 

至此，可将塑性区内的本构关系（式（15）和（17））
表示为 

p 2

p 2

p 2

dd
dd
dd
dd 0 0 0

rr r r r z r

r z

zz z r z z z

a a a a a a h
a a a a a a h

y
a a a a a a h

sl



    









     
                           

，(A6) 

式中， 
2 2( ) 3( )
3r r

p Ma p


        ，   (A7a)
 

2 2( ) 3( )
3

p Ma p 



        ，  (A7b)

 
2 2( ) 3( )
3z z

p Ma p


        ，.   (A7c)
 

 2 2 2 2
c

=
( ) ( )

y
M p p s M

 
  


   

  ，  (A7d) 

2 ( )sh M p
s

 


  ，               (A7e) 

2( )mc c
l

y
 


 

   。     .           (A7f) 

由于弹性区吸力增量为 0，因此弹性阶段由吸力 
引起的应变和比体积均为 0；这样，弹塑性应变和比

体积增量可表示为 
2

2

2

1

d d
1d d

d d1
d d

0 0 0

r r r z r

r r

r z

z z

z r z z z

v vya ya a ya a ya h
E E E
v vya a ya ya a ya h
E E E
v vya a ya a ya ya h sE E E

yl



    



 
 
 


      
    

                    
            
 
 

。

                                    (A8) 
反过来，弹塑性应力和吸力增量可表示为 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

44

D D
D D1
D D

0 0 0D D

r r

z z

b b b b
b b b b
b b b b

bs

 

 
 
 



     
                        

 。 (18) 

这里D r ，D  ，D z 和D r ，D  ，D z 分 
别表示的是某一土单元的应力和应变增量，Ds 和 
D为吸力和比体积增量[13]。式中， 

2 2 2
11 2

1 (1 2 )z zb v Ea y Eva a y Ea y
E       ， (A9a) 

2
12 2

1 ( ) (1 )  r z z zb Ea a va y v v Ea a y Ea y
E           ，

       
(A9b) 

2
13 2

1 ( ) (1 )r z zb Ea va a y v v Ea y Ea a y
E           ，

  
(A9c) 

 14 2

(1 ) ( 1) ( )r z
v hb v a v a a

E l 


      ，    (A9d) 

2 2 2
22 2

1 1 2r r z zb v Ea y Eva a y Ea y
E

      ，(A9e) 
2 2

23 2

1 [ ( ) ] r z r zb v v Eva y Ea a y Eva a a y
E        ，

    
(A9f) 

 
24 2

(1 ) [( 1) ( )]r
v hb v a v a a

E l  


     ，    (A9g)
 

2 2 2
33 2

1 [1 2 ]r rb v Ea y Eva a y Ea y
E       ，(A9h) 

34 2

(1 ) [( 1) ( )]z r
v hb v a v a a

E l 


     ，    (A9i) 

44b
yl


   ，                 (A9j) 

21 12b b   ，                (A9k) 

31 13b b   ，                 (A9l) 

  32 23b b   ，                 (A9m) 

2 2
3

2

1 [( 1 2 ) ( 1 )

      ( 1 ) 2

r

z

v v v E v a y
E

E v a y Eva a y 


          

   

 

2 2 2 ( ) ]  z z r zEa y Eva y Eva a a y   。    (A9n)

 


