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PINNs 算法及其在岩土工程中的应用研究 
兰  鹏

1
，李海潮

1
，叶新宇

1
，张  升

*1
，盛岱超

1, 2
 

(1. 中南大学土木工程学院，湖南 长沙 400041；2. 悉尼科技大学土木与环境工程学院，悉尼 NSW 2007) 

摘  要：物理信息神经网络（PINNs）算法采用自动微分方法将偏微分方程直接嵌入神经网络中，从而实现对偏微分方

程的智能求解，属于一种新型的无网格算法，具有收敛速度快和计算精度高等优点。PINNs 不仅能够实现对偏微分方

程求解，还能够对偏微分方程未知参数进行反演，因此对岩土工程复杂问题具有广泛的应用前景。为了验证 PINNs 算

法在岩土工程领域的可行性，对连续排水边界条件下的一维固结理论进行求解和界面参数反演。计算结果表明，PINNs
数值结果与解析解具有高度一致性，且界面参数反演结果准确，说明 PINNs 算法能够为岩土工程相关问题提供新的求

解思路。 
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PINNs algorithm and its application in geotechnical engineering 
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Abstract: The physical information neural networks (PINNs) algorithm, a new mesh-free algorithm, uses the automatic 

differential method to embed the partial differential equation directly into the neural networks so as to realize the intelligent 

solution of the partial differential equation, which has the advantages of fast convergence speed and high computational 

accuracy. The PINNs algorithm has a promising application in geotechnical engineering because it can solve the complex 

partial differential equations (PDEs) and inverse the unknown parameters of the PDEs. In order to verify the feasibility of the 

PINNs algorithm in geotechnical engineering, the one-dimensional consolidation process with the continuous drainage 

boundary condition is taken as an example to illustrate the procedures of the PINNs algorithm in terms of both the forward and 

inverse problems. The results show that the PINNs solution is highly consistent with the analytical one, indicating that the 

PINNs algorithm can provide an alternative approach for solving the related problems in geotechnical engineering. 
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0  引    言 
岩土工程是一门存在复杂非线性关系的学科，其

中往往涉及对偏微分方程（partial differential equation, 
PDE）的求解。目前对 PDE 求解多采用有限差分法

（FDM）、有限单元法（FEM）等数值方法。这些数

值方法在求解复杂偏微分方程时常常需要将计算进行

离散化处理，模型计算效率和精度与网格的密度和计

算步长密切相关。 
近些年发展起来的基于深度学习的物理信息神经

网络（physical information neural networks, PINNs）算

法则基于新的求解思路：采用自动微分方法将偏微分

方程嵌入到神经网络的损失函数中，从而实现对不同

类型的偏微分方程准确求解，并且计算精度与计算步

长无关。因此，与传统的数值方法相比，对于高维度

的 PDE 问题，其求解过程与结果将不再受到限制。此

外，PINNs 对于积分微分方程（IDEs），分数阶微分

方程（FDEs）和随机微分方程（SDEs）同样能进行

准确求解。同时，PINNs 算法也可以对偏微分方程反

向问题进行求解，即利用实测数据来推算出控制方程
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的未知系数或源项。目前，PINNs 算法已开始用于求

解经典的偏微分方程。如：Raissi 等[1]对 Burgers 和

Schrödinger 方程进行了准确求解，并对 Navier-Stokes
方程进行参数反演。Lu 等[2]提出了基于残差的自适应

细化（RAR）方法和构造几何方法，改善了在复杂计

算域 PINNs 算法的训练效果。由于 PINNs 算法对 PDE
求解的精确性和特殊的参数反演方式，已经开始应用

于计算流体力学[3-5]、超材料设计[6]和反应扩散系统[7]

等领域。但在同样需要求解 PDE 问题的岩土工程领

域，PINNs 算法的探究与应用仍处于初步阶段，暂未

形成趋势和一定的研究规模。 
因此，为了探讨新算法在岩土工程领域中应用的

可能性，本文以连续排水边界条件下的一维固结问题

为例，推导了基于 PINNs 算法的求解过程，通过对比

解析解与 FDM 数值解，验证了 PINNs 方法在岩土工

程领域应用的可行性。在此基础上，分析了神经网络

结构和修正损失函数的权重对 PINNs 计算精度的影

响。最后，利用 PINNs 算法对反演问题特殊的求解方

式，探讨了连续排水条件一维固结方程中 PINNs 在未

知界面参数反演中的应用。 

1  PINNs 算法 
1.1  前馈神经网络 

PINNs 算法采用自动微分方法将 PDE 嵌入于神经

网络中，通过约束损失函数，对方程进行求解。其中，

前馈神经网络（feedforward neural network，FNN）算

法简单，网络层次清晰，对于绝大多数的 PDE 问题都

能够进行准确求解。FNN 结构如图 1 所示，主要由输

入层、隐藏层和输出层 3 部分组成，在每一层中包括

层内无连接、层间全连接的神经元。FNN 在进行计算

时是由输入层依次计算到输出层，其中每个节点的计

算方法如下： 
1 -1 1( )ij i i ix W X b      ，         (1) 

式中， ijx 为第 i 层第 j 个神经元的值， 1iW  为第 i-1
层到第 i 层的第 j 个神经元的权重向量， 1iX  为第 i-1
层所有神经元的值组成的向量， 1ib  为第 i-1 层的偏

置， 为隐藏层激活函数。 
激活函数主要用于增强网络表示能力和学习能

力，目前常见的激活函数包括 sigmoid 函数，tanh 函

数，ReLU 函数，Leaky ReLU 函数。在 PINNs 中，通

常采用能够无限可微的 tanh 函数作为激活函数，tanh
函数定义为 

e e( ) tanh( )
e e

x x

x xx x





 


  。       (2) 

图 1 FNN 结构图 

Fig. 1 Structural diagram of FNN 

1.2  PINNs 算法求解偏微分方程 

根据一般定义，在计算域 d   中，带有约束

条件的偏微分方程可以表示为以下形式： 
2 2

1 d 1 1 1 d

; , , ; , , ; ; 0u u u uf x
x x x x x x


    

          
 

( )  x  。                  (3) 

式中， 1 2 d( , , , )x x x x  和 1 2 d( , , , )     分别为偏

微分方程的变量和参数。u(x)为边界条件 ( , ) 0B u x  所

对应的偏微分方程的解。需要注意的是，PINNs 算法

将时间 t 认为是 x 的特殊分量，即时域是一种特殊的

计算域；偏微分方程的初始条件视作第一类边界条件

的特殊形式以简化模型。 
在 PINNs 算法求解过程中，首先需要构建前馈神

经网络 ( ; )NNu x  作为偏微分方程解 u(x)的近似，其中，

参数 为权重矩阵和偏置向量的组合。其次 NNu 关于 x
的偏导数采用TensorFlow[8]或PyTorch[9]内置的自动微

分方法进行简单求解。 
在计算域内部及边界上选取若干残差点，并定义

为 f 和 b 。这些残差点的初始位置和值的分布满足随

机分布，并将其作为模型的训练数据集。由此可以得

到损失函数 ( ; )  的表达式： 
f f f b b b(( ; ) ; ) ( );w w           ，  (4) 

式中，wf，wb分别为修正由主控方程以及边界条件构

造的损失函数的权重，在计算时可以根据损失值反馈

结果对权重进行调整，当所有的损失值在一个数量级

时，可以将权重的值设为 1。 f f( ; )  和 b b( ; )  分

别为主控方程及其边界条件所对应的损失函数。 
在此基础上，采用梯度迭代优化器对损失函数进

行约束，得到参数 ，此时损失函数 ( ; )  达到最小

值。目前，常见的梯度迭代优化器有 SGD 算法[10]、

Adam 算法[11]和 L-BFGS 算法[12]等。其中 Adam 算法

当神经网络训练达到设定的迭代次数时会终止，默认

其计算精度会受到迭代次数的影响，但收敛速度快，

主要用于训练样本比较大的情况；L-BFGS 算法则是
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当损失函数的相对变化小于设定值时终止迭代，对于

较少的训练数据能够表现出优越的性能，但是其收敛

速度相较于 Adam 算法具有较大差距。为了实现

PINNs 算法计算效率和计算精度的平衡，本文采用

Adam算法和 L-BFGS 算法两种迭代优化器组合方法，

即首先使用 Adam 算法将损失函数最小化，然后再使

用 L-BFGS 算法进行训练，可有效避免使用一种迭代

优化算法带来的精度不足或迭代速度慢等局限性。 
1.3  PINNs 算法的参数反演 

PINNs 算法在进行参数反演时，根据实测数据 i ，

对偏微分方程中带有的未知参数 进行计算，需要构

造与求解偏微分方程时不同的损失函数 ( , ; )   ： 
f f f b b b( , ; ) , ; , ;( ) ( )w w              

i i i,( ; )w      ，                (5) 

式中， i i( , ; )   为基于实测点所组成的损失函数，

wi为修正该损失函数的权重。 
基于以上原理，将待求未知参数的 PDE 嵌入

PINNs 算法的损失函数中，通过约束损失函数进行求

解，具体的求解流程如图 2 所示。 

图 2 PINNs 参数反演计算过程 

Fig. 2 Calculation process of PINNs parameter inversion 

PINNs 算法首先构建神经网络，针对特定问题，

随机选取残差点，与实测点一起构建损失函数，再进

行加权形成总的损失函数，最后通过梯度迭代优化器

约束损失函数，求解未知参数 和  。 

2  算例分析 
为了验证 PINNs 算法在岩土工程中应用，本文选

取连续排水边界条件下的无量纲化一维固结方程为算

例进行分析。 
Terzaghi 一维固结理论是土力学的经典命题，针对

该命题，梅国雄等[13]认为土体边界孔压 u 会随着时间

t 呈指数衰减，并且假定如下连续排水边界条件： 
(0, ) exp( )u t q bt    ，          (6) 

式中，q 为外加瞬时荷载，b 为非负的界面参数，用于

表征土体界面的透水性能。 
在此基础上，冯健雪[14]给出了该固结理论的无量

纲表达形式： 
2

2
v

u u
T Z
 


 

  ，              (7) 

( ,0) 1u Z    ，              (8) 

v v(0, ) exp( )u T T    ，        (9) 

v v(1, ) exp( )u T T    。        (10) 

式中， /u u q ， /Z z H 和 2
v v /T c t H 分别为无量纲

化的超孔隙水压力、土体深度和时间因子。    
2

v/bH c ， 2
v/bH c  为界面参数， vc 为土体固结系数，

界面参数用于控制在土体深度为 Z=0 和 Z=1 时，土体

边界孔压u 随着时间因子 Tv 的衰减速率。式（7）～

（10）一起组成了连续排水边界条件下无量纲化控制

方程。 
其归一化超孔隙水压u 的解析解可以表示为 

v v v

v 2
1

2
v v 2

( , ) exp( ) [exp( )

sin( π )                exp( )] 2
π ( π)

( 1)                [exp( ) exp( ( π) )]
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n

n

u Z T T Z T

n ZT
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n

 















    


  




    


  

2
v v                [exp( ) exp(( π) )]   T n T


  


， .    (11) 

式中，n 为有限傅里叶正弦变换的级数项。 
2.1  PINNs 算法求解及界面参数反演 

PINNs 在进行连续排水边界条件下的无量纲化一

维固结理论的求解时，构造的主控方程损失函数

f f( ; )  的具体表达式： 

f

2
2

NN NN
f f v 2

f v 2

1; , ; ;( )
x

u uf Z T
T Z




  
  

  
 θ  。 (12) 

同理，由边界条件和初始条件，可以得到损失函

数的 b b( ; )  具体表达式： 

b

3
2

b b NN v 2
1 b

1; ( , , )( )
i x

u Z T


 
 

  θ   ， (13) 

式中， 1 v( , , ) ( ,0) 1NN NNu Z T u Z   为控制方程的初始

条件， 2 NN v NN v v( , , ) (0, ) exp( )u Z T u T T    和 3 NN( ,u  

v NN v v, ) (1, ) exp( )Z T u T T   为控制方程的边界条

件。 
如图 3 所示，即首先构建以 Z，Tv为输入值，u 为

输出值的前馈神经网络 vFNN( , ; )Z T  ，并以此得到控

制方程解的近似，其次在控制方程的主控方程、初始

条件和边界条件取一定量的残差点 f 和 b ，以此得到

损失函数的具体表达式，最后采用梯度优化算法计算

该损失函数最小值，从而得到参数 。 
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对于连续排水边界条件下的一维固结理论中界面

参数 和 ，由固结土体与其相邻土体的渗透性、压

缩模量及相对厚度等决定，在实际工程中，通过测量

固结土体与相邻土体的渗透性确定，但是通常渗透系

数会随着固结时间而发生变化，因此需要对界面参数

进行实时测量。PINNs 能够基于实测数据 i 进行参数

反演，从而更为准确地预测建筑物后续的沉降量。其

中 v( , )u Z T 在实测数据点上满足 v( , , ) 0u Z T  。进行

界面参数反演时所对应的损失函数 ( , , ; )    为 

 
f

b

22
NN NNf

v 2
f v 2

3
2

b NN v 2
b1

, ; , ; ;

1                      ( , , , )

x

i x

u uw
f Z T

T Z

w u Z T











 

 



 

  
     





 

 θ,

,

 

i

2i
NN v 2

i
( , , )

x

w u Z T
 

   。      (14) 

通过对损失函数进行约束，就能够求得参数 ，

 和  。 

 

图 3 PINNs 求解连续排水边界计算过程 

Fig. 3 Calculation process of continuous drainage boundary solved  

by PINNs 

2.2  求解结果 

在数值求解过程中，设置界面参数 =2 和 =3，
神经网络隐藏层的个数为 3，每个隐藏层包含 50 个神

经元、1 个 tanh 激活函数和一个偏置项，Adam 迭代

步数为 20000。此外，位于计算域和边界上的残差点

的数目分别为 2450 和 240。 
基于 PINNs 算法得到的数值解如图 4 所示，在排

水条件下，土体内部在初始阶段所形成了超孔隙水压

会逐渐消散；其在土体下界面的消散速率明显大于上

界面( <  )。数值解与解析解之间的绝对误差如图 5
所示，其最大值约为 0.005，主要出现在初始时刻且位

于土体上下界面；随着超孔隙水压的逐渐消散，绝对

误差逐渐趋近于 0。在不同时刻超孔隙水压力u 随土

体深度 Z 的变化规律如图 6 所示，在不同的时间因子

（Tv=0.1，0.3，0.5，0.7，0.9）条件下，PINNs 数值

解都能够与实际解析解值相吻合，且通过与空间步长

为 50 和时间步长为 1000 的 FDM 数值方法进行了对

比，结果表明，PINNs 数值解已经能够达到较密的空

间网格的 FDM 精度。算例求解表明，PINNs 能够对

连续排水条件下的一维固结方程进行准确的求解。 

 

图 4 PINNs 数值解三维云图 

Fig. 4 3D cloud images for numerical solution of PINNs 

 

图 5 PINNs 数值解与解析解的绝对误差 

Fig. 5 Absolute errors of numerical solution of PINNs and 

 analytical solution 

 

图 6 不同时间因子下的 PINNs 数值解与解析解及 FDM 对比 

Fig. 6 Comparison between numerical and analytical solutions of  

PINNs with different time factors and FDM 

在进行界面参数反演时，需要基于实测数据构建

损失函数。本文从 Chai 等[15]设计的试验中收集了 42
组实测数据 i ，并随机选取 2000 个残差点 f 和 200
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个残差点 b 构造损失函数。同样的，设置神经网络的

层数为 3，神经元个数为 50。最终，界面参数 和
随计算步数的演化结果如图 7 所示，求得的界面参数

 和  的反演值分别为 0.999 和 0.741。将反演的 和

 与试验数据进行对比，结果如图 8 所示，可以看出，

基于PINNs进行界面参数反演的求解结果与试验值的

拟合程度较高。其中， 和  的 R2为 0.984 和 0.997，
证实了基于 PINNs 进行参数反演的可靠性。 

 

图 7 界面参数反演随计算步数变化情况 

Fig. 7 Change of parameter inversion with calculation steps 

 

图 8 孔隙水压力的界面参数拟合效果与试验数据结果对比 

Fig. 8 Comparison between fitting effect of interface parameters of  

pore water pressure and experimental data 

3  PINNs 计算参数分析 
3.1  损失值变化 

对于 PINNs 算法本身，在计算过程中，模型的损

失值会随计算步数的增加，而逐渐趋于稳定，当损失

值为 0 时，则可以认为，PINNs 的数值计算结果能够

与解析解完全吻合。在以上求解偏微分方程的算例中，

损失值随计算步数的变化规律如图 9 所示，其中 PDE
为主控方程的损失值， IC ， BC1 ， BC2 为初始条件

和边界条件对应的损失值，为总的损失值，可以根

据式（5）计算得到，可以看出，PINNs 算法具有收敛

快且稳定性高等优点。同时可知，在本文的案例中，

开始迭代时，各个损失值在区间（10-1，100）之间，

因此将权重设置为 1。 

图 9 损失值随计算步数关系 

Fig. 9 Relationship between loss value and number of calculation  

steps 

3.2  超参数分析 

超参数是指在算法运行之前设置的参数值，如神

经网络层数和神经网络中每层神经元的个数等。通常，

超参数会对求解结果产生重要影响。因此，利用 PINNs
算法进行求解时，超参数的合理设置是准确求解的关

键。一般情况下，神经网络结构越复杂，计算精度越

高，但是计算效率会降低。为了分析神经网络结构对

最终结果的影响，以连续排水边界条件下一维固结理

论计算为例，选择 L2相对误差作为评价指标，其定义

为 

2
2

2

( )i i

i

y f x
L

y


   ，         (15) 

式中，
2

 为欧几里得范数， iy 为实际值， ( )if x 为预

测值。最终结果如图 10（a），（b）所示。计算结果表

明，当神经网络层数或神经元个数较小时误差最大，

但随着增加神经元个数或神经网络层数逐渐增大，计

算误差在减小，最终会趋于稳定。通过合理的选定神

经网络隐含层及其包含的神经元个数，可以同时满足

计算效率和精度的要求。 
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图 10 超参数对 PINNs 数值解精度的影响 

Fig. 10 Influence of hyperparameters on precision of numerical  

solution of PINNs 

权重可以对构造的损失函数进行修正，因此对计

算精度会有一定的影响。在算例中，不同权重的 L2

相对误差如表 1 所示，可以看出，权重改变时，最终

的计算精度将会发生改变，当权重的数量级相差较大

时，PINNs 算法的计算精度会减小，因此进行超参数

调整时应该注意权重的选取。 
表 1 不同权重下的 L2相对误差 

Table 1 Relative error of L2 under different weighting factors 

wf 
wb 

0.1 1 100 1000 
0.1 0.0029  0.0024  0.0018  0.0035  
1 0.0027  0.0008  0.0007  0.0019  

100 0.0092  0.0029  0.0019  0.0005  
1000 0.0402  0.0102  0.0020  0.0018  

4  讨    论 
PINNs 算法能够为岩土工程中的偏微分方程求解

提供一种新的求解思路，有许多优点，但是存在的问

题同样值得重视。首先在计算效率方面，PINNs 算法

相对于 FDM 和 FEM 低。其次对于时域较长的情况，

可能会出现不收敛，虽然可以通过多台计算机配合计

算，但是会增加计算成本。再次，PINNs 算法在边界

条件上施加的是软约束，对于绝大多数的复杂域和任

何类型的边界条件都能够适用，而对于简单边界条件

可以施加硬约束，具体可以引入一个平滑距离函数

ˆ ( )d x ，通过将 ˆ ( )d x 与原始的神经网络相乘，获得改进

后的输出，该输出能够自动满足边界条件。但是对于

一些较为复杂的边界条件，PINNs 算法对于硬约束的

施加存在一定的困难，这将导致 PINNs 算法在计算时

与实际的边界存在一定的误差。最后超参数的选择往

往通过经验获得，在目前的研究中许多学者提出了一

种元学习功能进行超参数的调整[16]，但是还尚未形成

成熟的研究体系。 

PINNs 算法在偏微分方程求解以及参数的反演有

广阔的应用前景，但是目前在岩土领域中对于 PINNs
的研究还尚未形成一定的研究规模。本文通过一个简

单的算例证明了PINNs算法在岩土工程中应用的可能

性，但是对于更为复杂的 PDE 方程，PINNs 算法的求

解还存在一定问题，这将是笔者接下来所要研究的重

点。 

5  结    论 
本文将PINNs算法应用于复杂非线性关系的岩土

工程中，并选取了一个算例进行分析，主要结论如下： 
（1）PINNs 算法作为一种新型的无网格智能算

法，具有计算精度高且收敛速度快等优点，其核心思

想是采用自动微分方法将偏微分方程嵌入于神经网络

的损失函数中。 
（2）PINNs 算法在连续排水边界条件下一维固结

理论的求解结果与解析解和 FDM 数值解具有高度的

一致性。此外，通过参数敏感性分析表明，随着神经

网络的层数以及神经元个数的增加，计算精度会逐渐

提高，最终趋于稳定。 
（3）同时，PINNs 能够对偏微分方程的未知参数

进行反演。在算例中，通过对界面参数进行反演并与

试验数据进行对比，结果表明，反演参数值与试验值

具有高度吻合性，可以为软土地基固结沉降预测提供

新的思路，在岩土工程领域中具有非常广阔的应用前

景。 
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