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摘  要：饱和砂土应力–应变关系具有各向异性和状态相关特性，因此其静态液化的触发与应力路径密切相关。现有

文献已提出多种静态液化判别准则，但其准确性往往仅在三轴应力路径下被进行校验。对于涉及主应力方向旋转和不

同中主应力比的复杂应力路径，现有判别准则是否可以准确预测静态液化的触发有待进一步验证。为此，基于状态相

关各向异性砂土本构模型，结合前人的空心圆柱扭剪单元体试验，比较了二阶功、弹塑性刚度矩阵对称部分和失稳模

量 3 种准则对复杂应力路径下砂土静态液化失稳预测的效果。发现包括：基于弹塑性刚度矩阵对称部分的失稳触发表

达式不依赖于加载路径，具有更好的通用性，其预测的失稳点早于或与实际失稳点吻合；失稳模量理论可预测实际液

化失稳的位置，但判定表达式因加载条件不同而变化。获得了复杂应力路径下的失稳线，分析了静态液化触发前砂土

可发挥峰值摩擦角受中主应力、主应力方向等因素的影响。 
关键词：砂土；静态液化；各向异性；中主应力比；液化判别；失稳线 

中图分类号：TU43       文献标识码：A       文章编号：1000–4548(2021)01–0019–08 
作者简介：黄茂松(1965— )，男，浙江玉环人，博士，教授，博士生导师，主要从事岩土工程的科研和教学工作。E-mail: 

mshuang@tongji.edu.cn。 

Prediction initiation of static liquefaction of saturated sand under                     
complex stress paths 
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Abstract: The stress-strain relations of saturated sand are anisotropic and state-dependent, thus the initiation of its static 

liquefaction relies on stress paths. While various criteria have been proposed to predict the triggering of static liquefaction, their 

accuracy is normally examined under triaxial stress paths. When subjected to complex stress paths that involve the rotation of 

the principal stress directions and different relative magnitudes of the intermediate principal stress, the accuracy of these criteria 

remains to be an open question. Here the capacity of three criteria is evaluated, including the second-order work, symmetric part 

of the elastoplastic stiffness matrix and instability modulus, for predicting the static liquefaction under complex stress paths, by 

employing a state-dependent, anisotropic constitutive model and comparing against the hollow cylindrical torsional shear tests 

on Toyoura sand. It is found that: (1) The instability condition derived from the elastoplastic stiffness matrix does not depend 

on the stress paths, thus being more general, and the predicted liquefaction initiation is earlier than or coincident with the actual 

instability point. (2) The instability modulus approach can predict the initiation of static liquefaction, however, the instability 

conditions vary across different loading paths. The instability line is obtained, through which the influences of factors like the 

intermediate principal stress and the principal stress directions on the peak mobilized friction angle before liquefaction are 

studied. 
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0  引    言 
饱和松砂在静力作用下由孔隙水压上升而诱发的

抗剪强度在临界状态前就出现软化甚至趋向于零的现

象称为静态液化。松砂地层中的工程施工易引起液化

失稳现象（如海底长缓坡流滑[1]和松砂地层中盾构开

挖面失稳破坏[2]）。静态液化失稳具有明显的整体性和

扩散性，有别于岩土材料的其他失稳模式（如应变局
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部化）[3]。以边坡静态液化失稳为例，液化一般开始

于土体表面，随即因超孔隙水压力无法立即消散，导

致液化区快速向四周扩散，故也被称为扩散性失稳[4]。

区别于应变局部化，静态液化时无明显滑动面，不易

被察觉，破坏具有突发性。而且，静态液化一旦触发，

土体强度会迅速丧失并可导致范围巨大的土体流滑，

对邻近基础设施和人身安全构造重大威胁。因此，准

确判别与预测静态液化具有重要意义。 
Hill 的二阶功理论是最早的材料稳定性通用判定

准则之一，认为当材料处于稳定状态时其应力增量所

对应的二阶功是非负的。大量学者研究了二阶功理论

对判别砂土静态液化的适用性[4-5]，发现广义剪应力达

到峰值时二阶功为零。然而，二阶功判别具有一定滞

后性，因其值由正转负发生在静态液化触发后一增量

步。因此，严格意义上二阶功判别无法预测静态液化

的触发，但可用于识别已发生液化的区域。如黄茂松

等[4]将二阶功理论应用于边值问题，分析了海底长缓

坡的砂土液化范围。吕玺琳等[6]等基于二阶功理论推

导了弹塑性刚度矩阵数学特征与砂土稳定性的关系，

发现弹塑性刚度矩阵对称部分行列式为零发生在静态

液化触发之前，从而将此条件定义为潜在失稳条件。

Andrade[7]和 Lashkari[8]基于材料失稳时应力应变增量

响应解不唯一的条件推导了液化失稳触发时所对应的

塑性模量的临界值，即当材料塑性模量等于该临界值

时即判定静态液化触发。但上述临界塑性模量只适用

于三轴应力空间。Buscarnera 等[9]基于 Nova 的控制理

论[10]，得到了与加载控制条件相关的材料失稳临界塑

性模量的广义表达式，并应用于三轴应力路径下饱和

砂土的静态液化的判定[11]。 
室内单元体试验（平面应变试验[12]及空心圆柱扭

剪试验[13]）表明，静态液化的触发及其液化程度除了

受砂土初始密实度、应力水平的影响外，与中主应力

比和主应力方向旋转密切相关。然而，针对上述现有

判定准则的检验往往仅是在简单三轴应力路径下进行

的，关于复杂应力路径下砂土静态液化判别和预测的

研究工作较为有限。其中，吕玺琳等[14-15]基于状态相

关本构模型研究了 0K 固结和平面应变条件下的砂土

静态液化失稳特性，发现松砂中弹塑性刚度矩阵对称

部分等于零对应广义剪应力达到峰值，而随着砂土密

实度的增加前者会先于后者出现。Lü 等[16]进一步研究

了中主应力比和主应力方向对砂土液化特性的影响，

发现中主应力比 b（即 2 3 1 3( ) /( )b       ）和主

应力方向与沉积方向的夹角（在下文中简称为主应

力旋转角）的增大会使二阶功极小值降低，液化更易

发生。 

针对上述研究现状，本文的目标是探究现有准则

对涉及主应力旋转和不同中主应力水平的复杂应力路

径下砂土静态液化判别的适用性。为此，结合陈洲泉

等[17]提出的砂土状态相关各向异性本构模型和笔者

提出的判别准则，通过与空心圆柱扭剪单元体试验对

比，验证该模型模拟复杂应力路径下静态液化现象的

能力。基于此模型，本文比较了二阶功、弹塑性刚度

矩阵对称部分行列式和失稳模量三种判别准则预测复

杂应力路径下静态液化的准确性。最后，应用失稳模

量方法获得了有效平均应力–广义剪应力空间的失稳

线，分析了主应力旋转、中主应力水平等因素对静态

液化触发应力状态和砂土可发挥最大摩擦角的影响。 

1  砂土状态相关各向异性本构模型 
本文使用的本构模型以陈洲泉等[17]提出的砂土

状态相关各向异性模型为基础并加以改进，现将上述

基础模型的核心部分和本工作提出的改进做简要介

绍。 
基础模型通过黄茂松等[3]提出的各向异性状态变

量来考虑砂土固有各向异性： 

cs cs c
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A
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 

 
    ，  (1) 

式中， csM 为三轴压缩应力路径下的临界状态应力比，



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  
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组合应力张量采用 Li 等[19]给出的定义： 
1 11 ( )

6ij ik kj ik kjT F F   
     ，      (3) 

式中， kj 为归一化应力张量， ij
F 为组构张量， /ij ijr s p  

为组合应力比偏量， /3iip T


为组合应力第一不变量，

ij ij ijs T p 
 

为组合偏应力张量。归一化应力张量 ij 定

义为 
cs ( )

ij ij ij

M g
r
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
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式中， ij
 为 Kronecker 张量， 为应力张量的 Lode

角， 为应力张量对应的应力比，组构张量 ijF 在其主

应力空间下可采用 Oda 等[20]给出的定义： 
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式中，为各向异性参量，不同制样方法下所对应的
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取值可参见文献[21]。式（1）中
cs c

( )
R

M g 
 
 
 


 表示三

轴压缩状态下的
cs ( )
R

M g 


 值。 

为考虑砂土临界状态的各向异性[19]，将临界状态

线定义为各向异性状态参数 A 的函数： 

c
a

( ) pe e A
p





 
   

 
  ，        (6) 

式中， 和 为材料参数， p 为有效平均应力， ap 为

标准大气压， ( )e A 表示 p 为零时的临界状态孔隙比。

根据 Verdugo 等[22]和 Yoshimine 等[13]通过试验测得的

临界状态数据（见图 1），本文建议 ( )e A 采用以下表

达式： 
( ) (0) xe A e k A     ，        (7) 

式中， k 和 x 为材料参数， (0)e 为三轴压缩路径下

（即 0A  ） e的取值。基础模型的剪胀和硬化法则

均是各向异性状态变量 A 的函数[17]： 
p
v

dp
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式中  dM 和 pM 分别为相变应力比和峰值应力比，

两者均为关于 Been 等[23]提出的状态参数的函数；

( )h A ， ( )d A 的具体表达式为  

0 d( ) (1 )d A d k A    ，          (10) 

1 2 h( ) ( )(1 )h A h h e k A     ，      (11) 

式中， 0d ， dk ， 1h ， 2h 和 hk 为模型参数。 

 

图 1 有效平均应力为零时的临界状态孔隙比随各向异性状态 

    参数 A 的变化 

Fig. 1 Variation of critical state void ratio with anisotropic state- 

parameter A  

2  静态液化判定准则 
根据 Hill[24]给出的稳定性条件，当材料发生失稳

时二阶功需满足 

2d d d 0, d 0ij ijw     ≤   ，   (12) 

式中， d ij 和 d ij 分别为应力和应变增量。对于饱和

砂处于不排水条件时，式（12）可用以判定静态液化

是否已经发生。然而，当砂土为非饱和或其排水条件

为部分排水时，上述条件仅是静态液化触发的必要条

件[25]。 
2.1  弹塑性刚度矩阵对称部分行列式 

吕玺琳等[6, 14-15]提出了二阶功准则需要两个附加

条件，以全面判别不同饱和度和排水状态下砂土的静

态液化： 

/ 0ij ijQ      ，           (13a) 

/ 0ij ijF      ，           (13b) 

式中，F 为屈服函数，Q为塑性势函数。上述两个附

加条件分别表征了静态液化发生时土体需要处于剪缩

状态以及应力状态处屈服面需朝静水压力轴正方向张

开。由于二阶功由正转负发生在静态液化触发后一增

量步，滞后于液化点，因此并不能严格地称其为液化

判别准则。 
基于二阶功失稳理论，吕玺琳等[6, 14-15]进一步提

出了可以根据弹塑性刚度矩阵的数学特性预判静态液

化的触发。将应力应变关系代入式（12）可得 
2 epd d dij ijkl klw D    ，        (14) 

式中，弹塑性刚度矩阵 ep
ijklD 可分解成对称部分 ep

sijklD    
和反对称部分 ep

sijkl k
D   之和。又因为应变增量 d ij 为

对称二阶张量，其与刚度矩阵反对称部分
ep

sijkl k
D   所

构成的二次型 ep

s
d dij ijkl klk

D    恒等于零，因此二阶功

可写为 
2 ep

s
d d dij ijkl klw D       。      (15) 

式（15）表明当弹塑性刚度矩阵对称部分为半正定矩

阵时，则必然能找到一条应变路径（其方向为 ep

sijklD  
的一个特征向量）使得二阶功等于零。进一步，由于

半正定矩阵必为非满秩矩阵，故可将行列式 

 ep

s
det 0ijklD                  (16) 

作为砂土进入潜在失稳状态的判定条件[6]。 
笔者已经成功地应用式（16）对饱和砂土在三轴

应力路径下[6, 15]和平面应变路径下[14]以及高饱和含气

砂在三轴应力路径[26]下的静态液化现象进行了研究。

本文将进一步分析上述判定准则对复杂应力路径下静

态液化失稳的预测效果。 
2.2  失稳模量 

当利用弹塑性刚度矩阵特性进行静态液化失稳判

定时，失稳条件的具体表达式不依赖特定的应力–应
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变路径或加载控制条件，因此该方法具有良好的通用

性。另一方面，这种通适的判定准则因没有考虑静态

液化现象所蕴含的力学特征（如材料无体变）而造成

对失稳触发的过于严判[6]。另一类判定理论则显式地

考虑静态液化触发时的应力–应变控制条件，进而获

得了静态液化触发时弹塑性本构关系中塑性模量的临

界值，即当塑性模量 Kp达到这一临界值时，即判定静

态液化失稳。 
Andrade[27]从应力应变增量响应解不唯一出发，

推导了三轴应力路径下静态液化触发时塑性模量的临

界值： 
F QH K
p p

 
 

 
  ，         (17) 

式中， H  为临界塑性模量， K 为体变模量。当土体

的塑性模量达到上述临界值时，在不排水条件下对应

于任意广义剪应力增量 dq 的解不唯一或不存在，即

判定静态液化触发。值得注意的是，式（17）成立同

时对应于 Nova[10]给出的三轴应力下不排水剪切加载

路径可控性丧失的条件。 
同样从加载路径是否可控的角度，Buscarnera 等[9]

推导了复杂加载控制条件下岩土材料发生失稳时塑性

模量所需满足的临界值的广义形式： 
T

e e e 1 e( ( ) )F QH D D D D    
  


  

      
。 (18) 

式中  F 为屈服函数；Q 为塑性势函数； e
ijD 为弹性刚

度矩阵的子矩阵（i，j= ， ）， eD 联系应变增量d 
与应力增量 d  ， eD 联系应变增量 d  与应力增量

d  ，其中  和  作为加载时所控制的应力和应变

分量，  和  为对应的响应应力和应变分量。当塑

性模量等于式（18）给出的临界值时，则在给定的加

载控制路径下塑性乘子的取值不唯一或不存在。当以

体应变为零和广义剪应力（或某一特定剪应力分量）

单调递增作为控制条件时，式（18）具体化为静态液

化触发时塑性模量的临界值。三轴条件下，以广义剪

应力 q 和体应变 v 为控制变量，对应的广义剪应变 q
和有效平均应力 p 为响应变量，相应的失稳模量就退

化为式（17）的形式。对于常中主应力比和常主应力

旋转角扭剪试验，其所控制的剪应力分量 z 与 q 同时

达到峰值，因此可以继续使用式（17）判定静态液化

的触发。对单剪路径判定静态液化时，由于b 不是常

数，Lode 角变化的影响不能忽略，因此需要直接以剪

应力 z 和体应变为控制变量，此时失稳模量可表示为 

e 2ijkl
ij kl z z

F Q F QH D G
    

   
  

   
  ， (19) 

式中，G 为弹性剪切模量， e
ijklD 为弹性刚度矩阵。 

下文中，笔者将具体分析基于塑性模量临界值的

判定方法对复杂路径下静态液化失稳的预测效果，以

及其与笔者提出的基于弹塑性刚度矩阵对称部分行列

式进行判定的异同。 
 

3  Toyoura 砂静态液化模拟及判别 
本文使用 Toyoura 砂单元体试验的数据来验证本

构模型重现复杂应力路径下砂土静态液化的能力。为

此需要标定两类材料参数。前一类描述水平沉积砂土

在三轴压缩路径下的基础力学特性（表 1 中左侧四

列），而后一类则控制主应力方向偏离沉积方向时以及

中主应力比变化时土体力学特征的改变（表 1 中第五

列）。对于前一类参数，本文采用了 Li 等 [28]基于

Verdugo 等[22]进行的三轴试验所标定的参数。Toyoura
砂各向异性材料参数则基于 Yoshimine 等[13]进行的空

心圆柱扭剪试验获得（如图 1 所示）。具体标定过程可

参考文献[17，28]。 
表 1 Toyoura 砂模型参数 

Table 1 Model parameters of Toyoura sand 

弹性 

参数 

临界状态

参数 

剪胀 

参数 

硬化 

参数 

各向异性

参数 
G0=125， 
 =0.05

 

Mcs=1.25， 

eг=0.934， 

λc=0.019， 

ξ=0.7 

d0=0.88， 

m=3.5 

 

h1=3.15， 

h2=3.05， 

n=1.1 

Δ=0.214， 

Kг=0.13， 

kd=1.8， 

kh=0.9， 

c=0.75， 

x=0.5， 

3.1  常规不排水三轴压缩试验 

不排水三轴压缩试验下，实测与模拟的 Toyoura
砂的有效应力路径和应力–应变关系如图 2（a）和图

2（b）所示。从图 2 中可见，模拟曲线与试验曲线吻

合较好。初始有效平均应力 0p 较大的两组试样均出现

静态液化现象，但 0p 为 100 kPa 的试样的不排水强度

单调上升。其原因是降低初始围压导致砂土初始状态

在 e–p 平面上向临界状态线靠近，抑制了液化现象发

生。图 2（a），（b）还表明当塑性模量等于失稳模量

时（即 pK H ），广义剪应力达到峰值，即静态液化

触发。而且，静态液化触发后下一增量步对应的二阶

功非正。另一方面，弹塑性刚度矩阵对称部分行列式

等于零要早于（见 0p 为 1000 kPa 的试样）或同于（参

见 0p 为 2000 kPa 的试样）静态液化触发。当液化现象

越弱时（峰值强度后的强度软化越弱时），两者的差别

趋于增大。对 0p 为 100 kPa 的试样，弹塑性刚度矩阵

方法判定存在潜在失稳的可能性。即吕玺琳等[6]定义
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的潜在失稳区。这意味着在当前应力状态下存在一条

潜在的应变路径使得土体丧失稳定性，但这条路径并

非试验控制条件下的路径。 

 

图 2 不排水三轴压缩路径下试验与模拟结果对比 

Fig. 2 Comparison between measured and simulated responses in  

undrained triaxial compression tests  

3.2  定中主应力比或定主应力方向的不排水空心圆

柱试验 

不排水定主应力方向剪切试验的实测与模拟结果

如图 3 所示。不排水定中主应力比剪切试验的实测与

模拟结果如图 4 所示。上述对比表明所使用的本构模

型可以较好反映主应力方向和中主应力比对砂土静态

液化的影响，具体表现为随着主应力方向逐渐偏离沉

积方向和中主应力比的增大，静态液化更易被触发。

从不同判定准则的应用效果看，失稳模量方法可以预

测广义剪应力峰值（即静态液化触发点），且失稳点后

一增量步的二阶功非正。然而，弹塑性刚度矩阵对称

部分行列式取值为零或同于（=60°，b=0.5，e=0.828；
=45°，b=0.5，e=0.855 和=45°，b=0.75，e=0.849
的试样）或早于（=75°，b=0.5，e=0.823；=45°，

b=0，e=0.853 和=45°，b=1，e=0.861 的试样）广义

剪应力峰值点，且预判早于实际失稳的倾向随着液化

现象的减弱而加强。另外，对于未出现静态液化的三

组试验（=15°，b=0.5，e=0.825；=30°，b=0.5，
e=0.824 和=45°，b=0.5，e=0.821），行列式方法也

判定出有失稳的可能。  

 

图 3 不排水定主应力方向剪切试验的试验与模拟结果对比 

Fig. 3 Comparison between measured and simulated responses in 

undrained shear tests with fixed directions of principal stresses 

3.3  空心圆柱单剪试验 

图 5，6 分别表示本构模型针对等向固结和 0K 固

结（ 0K =0.5）不排水单剪试验的模拟和试验结果。不

同判定方法对静态液化触发预测的效果与之前分析的

剪切路径大致相同。需要特别注意的是在单剪试验中

1 3  的峰值与判别的失稳点不再重合，这种不重合

现象在 0K 固结单剪中更为明显。这是因为单剪路径所
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控制的是剪应力分量 z （定义见图 5），因此该路径

下静态液化触发的标志是 z 达到峰值，而非最大主应

力差 1 3  。后者是剪应力 z 和中主应力比 b 的函

数，因而只有当b 固定时， z 与 1 3  才同时取到峰

值。在等向固结单剪试验中 z 达到峰值之前中主应力

比基本稳定，所以静态液化失稳点与 1 3  峰值近似

重合。但在 0K 固结单剪试验中 z 在加载初期即达到

峰值，此时中主应力比还在快速下降，因此判定失稳

点与 1 3  峰值有显著差异。 

 

图 4 不排水定中主应力比剪切试验的试验与模拟结果对比 

Fig. 4 Comparison between measured and simulated stress paths  

     in undrained shear tests with fixed intermediate principal  

stress ratios 

图 5 等向固结单剪试验与模拟结果 

Fig. 5 Comparison between measured and simulated stress paths  

in undrained hollow cylindrical simple shear tests  

following isotropic consolidation  

 

图 6 K0固结单剪试验与模拟结果（K0=0.5） 

Fig. 6 Comparison between measured and simulated stress paths  

in undrained hollow cylindrical simple shear tests  

following K0 consolidation  

上述结果表明，复杂应力路径下二阶功和失稳模

量方法判定的静态液化触发对应于由加载控制条件所

决定的某一特定剪应力分量达到峰值。这是因为二阶

功和失稳模量的取值都是控制条件相关的，即二阶功

理论内含了当前的应变路径，而失稳模量理论则是基

于特定的控制条件推导得到的。相比之下，弹塑性刚

度矩阵对称部分行列式判定结果则与控制条件无关，

其考量的不是特定加载路径，而是是否存在任意一种

加载路径使土体丧失稳定性。 

4  静态液化失稳线  
失稳线作为 p–q 应力空间内静态液化触发所对

应应力状态的集合，定义了饱和砂土（特别是松砂）

在不排水状态下可发挥抗剪强度的上限。松砂剪缩特

性引起的不排水剪切下孔压的急剧上升，使砂土在发

挥出临界状态摩擦角之前便出现不排水强度下降，即

静态液化触发（见图 2（a））。因此，基于失稳线的稳

定性分析较传统的基于摩擦角的稳定性分析可更准确

地预判实际工程中岩土构筑物的失稳与破坏[25]。由第

3 节的分析可知失稳模量理论因考虑了静态液化现象

与加载控制条件的相关性，可较为准确地预测复杂路

径下静态液化的触发。本文应用失稳模量理论得到了

有效平均应力–广义剪应力空间内的静态液化失稳

线，并归纳了砂土密实度、有效平均应力、中主应力

比及主应力方向对静态液化失稳线的影响。 
静态液化失稳线是通过令塑性模量（可通过式（9）

联合屈服面一致性条件得到）等于失稳模量（即式

（17））得到。如图 7 所示，失稳线在有效平均应力小

于一定值时是不存在的（如e 等于 0.88 的例子），即

因砂土初始状态接近临界状态抑制了静态液化的发

生。另外，随着密实度的下降、b 值或 角度的增大，

失稳线会发生下移，且失稳线下限边界所对应的有效

平均应力降低，导致液化在低围压条件下也可发生。

除较难液化的砂的失稳线在起始段有较明显的弯曲之

外，失稳线可被近似考虑为直线。因而，失稳线的斜

率，即砂土发生液化失稳前可发挥的最大摩擦角，从

工程应用角度可考虑为不受有效围压影响，而仅随密

实度降低、主应力旋转及中主应力比增大而降低。 



第 1 期                     黄茂松，等. 复杂应力路径下饱和砂土静态液化失稳预测 

 

25

 

图 7 有效平均应力-广义剪应力空间内静态液化失稳线 

Fig. 7 Instability lines in space of effective mean normal stress and  

deviatoric stress 

5  结    论 
基于状态相关各向异性本构模型，本文研究了涉

及主应力方向旋转和中主应力比变化的复杂应力路径

下的砂土静态液化，重点讨论了现有判定准则对复杂

三维应力路径下静态液化的预测效果，并分析了密实

度、围压、主应力方向和中主应力等因素与静态液化

触发时应力状态的相关性，得到以下 4 点结论。 
（1）要真实模拟复杂应力路径下的静态液化现

象，需要在本构模型中考虑砂土状态相关特性和固有

各向异性。 
（2）基于二阶功和失稳模量的静态液化判别都显

式地考虑了加载过程的控制条件，因此在复杂应力路

径下失稳模量理论判别的液化失稳点与二阶功给出的

失稳位置相同，并与土体真实失稳点一致。 
（3）弹塑性刚度矩阵对称部分行列式判定方法与

控制条件无关，其考量的不是当前的加载路径，而是

是否存在一种加载路径触发失稳。故其判别结果同于

或早于真实静态液化失稳点。 
（4）失稳时已发挥的最大土体摩擦角主要受材料

密实度、中主应力比和主应力方向影响，而对有效围

压不敏感，材料密实度越小、中主应力比越大或主应

力方向旋转角越大，液化时土体已发挥的摩擦角越小。 
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