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超固结土中排水圆孔扩张弹塑性 UH 解 
武孝天，徐永福* 

（上海交通大学土木工程系，上海 200240） 

摘  要：目前超固结土中圆孔扩张排水解无法合理考虑超固结土的应力–应变关系和三维强度效应，因而其解答与实

际情况存在一定偏差。现有研究表明三维统一硬化（UH）本构模型可以合理描述超固结土的力学特性，基于该模型推

导了超固结土中柱孔和球孔扩张的排水半解析解。为得出该问题的精确解答，通过引入辅助变量并联合 UH 模型、应

力转换法和大应变理论等，将弹塑性圆孔扩张问题归结为非线性微分方程组的初值问题。解答中孔周无弹性区，所需

的岩土参数与剑桥模型相同。通过与基于修正剑桥模型的解答相对比，详细研究了圆孔扩张过程中孔周超固结土应力

场和体积的变化规律。结果表明，预测结果合理模拟了超固结土的剪缩和剪胀、峰值强度、超固结比和潜在强度的衰

化以及三维强度效应等特性，因此可以广泛应用于超固结土地区的扩孔工程分析。 
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Elasto-plastic solution for drained cavity expansion in over-consolidated soil 
incorporating three-dimensional unified hardening model 

WU Xiao-tian, XU Yong-fu 
(Department of Civil Engineering, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China) 

Abstract: The current solutions to cavity expansion cannot properly consider the stress-strain relationship and 

three-dimensional strength of the over-consolidated soil, thus there is some discrepancy between the solution and the practical 

situation. The existing researches show that the three-dimensional unified hardening (UH) model can well describe the 

mechanical properties of over-consolidated soil. Therefore, the model is used to develop a rigorous semi-analytical approach for 

drained cylindrical and spherical cavity expansion problems in over-consolidated soil. By introducing an auxiliary variable and 

combining the UH model, stress transform method and large strain theory, the cavity expansion problem is converted to solving 

a system of nonlinear differential equations as an initial value problem. There is no elastic zone around the cavity in the solution 

and the geomaterial parameters needed for the solution process are the same as for the Cam clay model. Compared with the 

modified Cam clay model-based solutions, the predicted results capture the stress–strain relationships, shear dilatancy, 

attenuation of over-consolidated ratio and potential failure stress ratio and three-dimensional stress states of the 

over-consolidated soil surrounding the cavity reasonably. Therefore, the proposed solution can be widely applied to the 

geotechnical problems in over-consolidated soil areas, such as the cone penetration tests and the pile installation. 
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0  引    言 
圆孔扩张理论从理论上分析了孔周围的应力和应

变场。该理论已成为分析压力计测试[1-2]、贯入桩的承

载力和对桩周土的扰动[3-4]、注浆劈裂[5]和地下隧道施

工扰动[6]等问题的基本工具。然而，受理论及本构模型

的限制，早期解答大多基于理想弹塑性本构关系[7-10]，

这些解答可以在一定程度上模拟扩孔过程中土的剪胀

性，但无法合理描述土体的应变硬化或软化行为。随

后，以修正剑桥模型为代表的临界状态模型被广泛应

用于圆孔扩张解答[11-15]。基于该模型的解答可以合理

模拟正常固结土的剪切硬化，也可以在一定程度上模

拟超固结土的剪胀特性。然而，这些解答不能合理考
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虑扩孔时超固结土的峰值强度、特征状态和超固结比

衰减特性，同时对超固结土剪胀和剪缩的大小计算存

在较大偏差。近几年，为了考虑天然沉积环境下土体

的各向异性，许多学者基于各向异性改进的修正剑桥

模型分析孔周土体的应力场和应变场[16-18]。该模型可

以较好地模拟正常固结土在扩孔时的各向异性特性，

但在模拟超固结土中扩孔时依然存在 MCC 解答的上

述问题。可以看出，这些解答具有较大的理论意义，

但目前专门针对超固结土，可以合理考虑超固结土剪

缩和剪胀、特征状态、峰值强度、超固结比的衰减和

三维强度等特征的圆孔扩张解答很少。尤其在考虑排

水情况下，体变与应力互相影响，使得严格基于临界

状态模型的弹塑性解答更加难以得出，因此理论解答

与实际情况存在一定程度的偏差。 
本文针对超固结土中的柱/球孔排水扩张问题，采

用Yao等[19-21]提出的UH模型描述孔周土体的弹塑性力

学行为。现有研究表明 UH 模型对超固结土的应力–应

变关系有很好的预测能力，可以合理考虑超固结土剪

缩和剪胀、特征状态、峰值强度、超固结比的衰化和

三维强度效应等特征。本文通过引入辅助变量并结合

大变形理论，推导了孔周超固结土的弹塑性矩阵和控

制方程组，并通过数值解法得到了方程组的半数值半

解析解。本文解答为弹塑性模型求解圆孔扩张理论提

供了新思路、新方法，可广泛应用于超固结土或正常

固结土地区的排水扩孔工程问题。 

1  圆孔扩张计算模型 
本文考虑柱孔和球孔两种扩张形式，扩孔模型如

图 1 所示。在 UH 本构模型中，一旦开始加载，土体

立即屈服，因此孔周无弹性区，塑性区延伸到无限远

处。土体初始孔径为 a0，扩孔后至 a 半径处，此时扩

孔压力为 a 。孔周土体单元的径向应力表示为 r ，

切向应力表示为 θ ；无限远处土体的应力状态为原位

应力状态。在柱孔扩张中，径向和切向应力大小均为

h0 ，竖直方向应力为 v0 。在球孔扩张中，径向应力

为 r0 ，两小主应力均为 θ0 。由于孔周土体无临界状

态区（详见下文），因此孔周只存在塑性区。 
在排水情况下，孔周土体中总应力与有效应力相

同，因此在孔扩张的任意阶段，根据力学平衡原理，

孔壁土单元体都满足如下平衡方程： 
r θr 0m

r r
  

 


  ，         (1) 

式中， r 和 θ 分别为土单元的径向、切向有效应力；

m=1 表示在柱孔中扩张，m=2 表示在球孔中扩张。 

 

图 1 圆孔扩张模型 

Fig. 1 Expansion of a cavity 

2  应力变换和本构关系 
2.1  应力空间变换 

SMP 准则可以同时考虑 3 个剪应力的共同作用，

能够合理地考虑中主应力对土体三维强度特性的影

响，因此可以准确预测土体在三维应力状态下的屈服

与破坏[22]。空间滑动面准则表示为 

SMP 1 2 3

SMP 3

9
9

I I I
I





   ，         (2) 

式中，I1，I2和 I3分别为第一、二和三应力不变量。 
SMP 准则改进的屈服面模型在 平面上的形状

为曲边三角形，其半径随罗德角变化，而广义 Mises
准则在不同罗德角下半径相同，如图 2 所示。因此，

若要将 SMP 准则引入模型中，需做应力空间变换，

即将原应力空间在 π 平面上的曲边三角形转换为转换

应力空间中 Mises 准则的圆。原应力空间 ij 与转换应

力空间 ij 的关系为[23] 

( )ij ij ij ij
qp p
q

       


  ，        (3) 

式中， p 和 q分别为转换应力空间的平均主应力和偏

应力，q 为原应力空间中的偏应力，计算式为 

2

3 2 sin
cos2 2 sin

pq 






  。         (4) 

式（4）中，和为应力转换参数，可表示为 

1 2sin
9 3






 

    




  ，          (5) 

3/ 2
1 3

2 3/ 2
2

1 3 3 3cos sin
3 2 2 sin

J
J

 



         


 ，(6) 

式中， 2J 和 3J 分别为转换应力空间的第二和第三偏应

力不变量。 
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图 2 SMP 与 Mises 准则在 π 平面上的形状 

Fig. 2 Shape of SMP and Mises criterion on π plane 

2.2  UH 模型当前屈服面和参考屈服面 

UH 本构模型使用当前屈服面与参考屈服面之间

的关系来描述土硬化规律和超固结度衰化等特性，如

图 3。当前屈服面在转换应力空间中表示为[20] 
2

2 2
0 p

1( , ) ln ln 1 0ij
x

p qF F H H
p M p c


 

      
 

  
 

，(7) 

式中，cp=( -κ)/(1+e0)，和 κ 分别为等向压缩和回

弹线的斜率，e0为土体的初始孔隙比，M 为临界状态

应力比，H 称为统一硬化参数[20]，计算式为 
4 4

pf
v4 4d dMH H

M






 

 
  


  ，         (8) 

式中， fM 为潜在强度，表示当前孔隙比和应力条件

下土所具有的潜在抵抗破坏的能力[19]，表示为 

f 6 1M
R R R
        
   


     ，         (9) 

式中，  2 / 12(3 )M M   ， R 为超固结参数，该参

数反映了扩孔过程中扩孔应力的变化引起的上下屈服

面相似比的变化，表征土的超固结程度，表示为 
2

v
2 2

0 p

1 exp
p

r

p qR
p M p c

  
         

 
 

  。   (10) 

通过对式（8）变换有 
4 4

p
v 4 4

f

d dM H
M









 

 
  ，           (11) 

由于在加载时增量满足dH ≥ 0 ，故从式（11）可知：

当 0 M  时，塑性体应变 p
vd 0  ，此时土体剪缩

硬化；当 M  时 p
vd 0  ，土体处于特征状态，是剪

缩与剪胀的分界点；当 fM M   时，有 p
vd 0  ，土

体发生剪胀；当 fM M    时，土体达到临界状态，

此时 p
vd d 0H   ，当前屈服面与参考屈服面重合，

UH 模型退化为修正剑桥模型。 
参考屈服面对应正常固结土的屈服面，表示为 

2

2 2ln ln 1 0
r

p qF
p M p

 
    

 

 
 

  ，    (12) 

显然，参考屈服面的大小由硬化参数 rp 控制： 

p0
v

0

1
ln r

r

ep
p


 


 





  ，         (13) 

式中， 0rp 为超固结土的先期固结压力，  
2
0

0 0 2 2
0

OCR 1r
qp p

M p
 

   
 

 


  ，     (14) 

式中， 0p 和 0q 为超固结土在未加载时的初始平均主应

力和偏应力，OCR 为土体的超固结度。 
可以看出，UH 模型以当前和参考屈服面的关系

表示剪切时超固结土的塑性应变和超固结比的变化；

以当前应力比与临界状态应力比的关系来表示土体剪

缩与剪胀之间的转化；以潜在强度及其衰减来表示峰

值强度和软化现象；以转换应力空间考虑土体的三维

强度效应。此外，UH 模型与剑桥模型参数相同，可

通过常规固结和三轴等试验确定。 

 

图 3 p–q 平面上的当前屈服面和参考屈服面 

Fig. 3 Current surface and reference surface on p-q plane 

2.3  超固结土本构关系 

UH 模型在转换应力空间中采用相关联的流动法

则，因此有 

pd dij
ij

F
 









  ，           (15) 

式中， d 为塑性算子。结合一致性条件（dF=0）和

当前屈服面方程（7）有 
1d d ij

ij

F
A

 






 


  ，           (16) 

式中， 
4 4
f

p 2 2 2( )p
kl kl

MF H FA c
H p M


  

  
  

   

 
 

 ， (17) 

2 2 2

2 2 2

1 3( )
3 ij ij ij

ij

F M p q p
M p q p

  


  
      

   
   

。(18) 

将式（17），（18）代入式（16）中，塑性算子表

示为 
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2 2
2 2

p 4 4
f

d ( )d 2 dMc M p q
M


  


     
    

。 (19) 

将式（19）代入式（15）中，塑性应变增量以张

量的形式可以表示为 
22 2 2

pp
3 2 24 4

f

3( )d d
3
ij ij kl kl ij

ij ij

c M
p MM

    
 


 

    


 

，(20) 

式中，ηij=(ij-pij)/p。由于土体为弹塑性体，总应变

可分解为 
e pd d dij ij ij      。           (21) 

在柱孔扩张中，联合式（20）和胡克定律，应力

与总应变关系在 3 个主应力方向表示为 
2
1 1 2 1 3

2
2 1 2 2 3

2
3 1 3 2 3

1

d d
1d d

d d1

r r

z z

E E E

E E E

E E E

 

 
    

 
 

      
  

    

      
    
             
       

     
  





，

(22) 
式中  d r ，d  和 d z 分别为柱孔扩张时孔壁单元土

体在径向、切向和竖直方向上的应变增量； 1 ， 2 ，

3 和 变量为 
2 2

1

2 2
2

2 2
3

p
3 4 4

f

1 ( ) 3( ) 
3
1 ( ) 3( ) 
3
1 ( ) 3( ) 
3

 
( )

r

z

p M p

p M p

p M p

c
p M



  

  

  




      

      

     




  

  

  

  

 

，

，

，

。

     (23) 

土体弹性模量采用非线性形式： 
3(1 2 ) pE  







  ，          (24) 

式中，为土体的比体积（=1+e）。 
在球孔扩张中，应力与总应变关系表示为 

2
1 1 2

2
1 2 2

1 2 2d d
d d1 2

r rE E

E E
 


   

  
  

       
             




 ， (25) 

式（22）和式（25）即为超固结土中柱孔和球孔扩张

时孔周土体的本构关系。由于应力始终位于当前屈服

面上，一旦加载d≥0，进而产生塑性应变，因此孔

周无弹性区，本构关系式适用于孔周任意一点。 

3  柱孔扩张解答 
3.1  应变分析及控制方程 

在孔周的塑性区内，土体发生大应变变形，应变

采用对数表达，即 

0

lnr
r
r


 

    
  ，            (26) 

0

ln r
r

 
   

 
  ，             (27) 

式中，r 为 r0处土体发生径向的位移 ur后所在位置的

半径（r=r0+ur）。因此，对式（26），（27）变换： 
0e 1 rr u
r r

      ，            (28) 

0

0 0 0

( )
e 1 1 er rr r rr u u ur r

r r r r r
      
     
    

，(29) 

将式（28）代入式（29）中，可得孔周径向与环向应

变之间的关系： 
d

ln 1
dr r

r





      

 
  ，        (30) 

由式（30）可知 r 是  的函数，同时由式（27）可以

知，  是 r0/r 的函数，因此 r 也是 r0/r 的函数。在此，

引入辅助变量，令=r0/r，对数切向和径向应变可以

表示为 
ln( )    ，              (31) 

 0 0ln ln lnr v 

 
   

 
          
   

 ， (32) 

式中，为土体的比体积，由于考虑体积的变化，因

此在扩孔时其值随应力状态的改变而改变。对于柱孔

扩张来说，扩孔假定为平面应变问题（dεz=0）。将式

（31），（32）代入式（22），则方程组表示为 
11 12 11( ) dd r

d   


   


     ，   (33a) 

21 22 21( )d dd 
   


   


     ，  (33b) 

31 32 31( )d dd z
   


   


     ，  (33c) 

式中， 
2 2 2

11 2 2 3 31 2E E E              ，  (34a) 
2

12 21 1 2 3 2 3 3( ) (1 )E E E                    ，

(34b) 
2

13 31 1 2 3 2 2 3( ) (1 )E E E                    ，

(34c) 
2 2 2

22 1 1 3 321 E aE E              ，  (34d) 
2 2

23 32 1 2 3 1 2 3( )E E E                   ， 
(34e) 

2 2 2 2
1 2 3

1 [ 1 2 ( 1 )( ) ]+E
E


       


           

1 2 1 3 2 3  2 (1 )( )a            。  (34f) 

结合式（26），（32），有如下微分关系： 
0 0d

d
r
r




   ，                (35) 

对辅助变量微分，有 
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0 0 0
2

dd 1 1 1
d d

r r
r r r r r r





      ，     (36) 

将式（36）代入平衡方程式（1）可得 
0d dd 1 1 0

d d d
r rr r

r r r r r
      


  

       
 

    
。 

(37) 
将式（37）代入式（33a）～（33c）得到控制方程组： 

0

d
d

rr  
 



 

  
 

 
  ，          (38a) 

21 12 11 22 21

011

d
d

r       
   


 
  

    
  
 

  
，(38b) 

31 32 3112 11

011

d
d

rz       
   


 
  

    
  
 

 
，(38c) 

12 11

011

d
d

r    
   


 
 

  
  
 

 
  。     (38d) 

式（38a）～（38b）即为排水柱孔扩张应力分量

和比体积的控制方程。由于当前屈服面的假设，孔周

只有塑性区，控制方程适用于桩周土的任意一点。可

以看出，通过辅助变量变换，将排水性土中柱孔扩

张问题归结为含 4 个变量一阶微分方程组的初值问

题。但需在此注意的是：以上求解均是在转换应力空

间中进行，因此式（38）中的应力还需通过式（3）还

原到原应力空间，才可获得真实应力解答。得到柱孔

扩张的完整解答还需 3 个条件：①控制方程组的边界

条件；②如何将方程中各变量与辅助变量的关系转化

为与半径 r 的关系；③扩孔比 a/a0的取值。 
3.2  定解条件 

由于在孔周任意点均发生塑性形变，无扰动区域

的位移边界条件为 

0 1    。               (39) 

应力分量和比体积边界条件可表示为 

0 0 0 0(1) ,  (1) ,  (1) ,  (1) 1r r z z e                ，(40) 

由式（40）知，初始真实原位应力应先通过式（3）转

换到转换应力空间，才是控制方程组（38）的应力边

界条件。对式（36）变换，可得 

0

1 1d dr
r










  ，         (41) 

对式（41）两边积分，即可得到辅助变量与相应半

径 r 处的关系： 

( ) 0

1exp
a

r d
a











 
 

  
  
 

   ，       (42) 

式中，(a)=a0/a 为孔壁处的大小。 
3.3  应力比与剪应变的关系 

通过数值方法求解出控制方程中应力分量和体变

与半径比的一一对应的关系后，结合 
1/ 22 2 23 ( ) ( ) ( )

2( )
r r z z

r z

 



     


  

      
 

，(43) 

即可确定应力比 η 与的一一对应关系。结合式（19）
和（20），柱孔周土体的剪切应变可表示为 

s
1 2 3

1
0

d dd d
d / d 2

d d d d

2





  
     

   

 
 






        

   

     

 

 

r z

r

F
q

  

21 12 11 22 21
2

011

     


  


  
   

    
      

 r  

31 32 3112 11
3

011

r      


  


  
        

       

 
。(44) 

通过式（44）计算出每一步长下的 s ，即可确定 s 与

的对应关系。因此，每一步中同一对应的 η 与 s 的

关系即为柱孔扩张的 η– s 应力应变关系。 

4  球孔扩张解答 
4.1  应变分析及控制方程 

在球孔扩张的应变中，通过辅助变量变换，切向

应变与式（27）相同，对数应变表示为 

 0 0
v 22 ln 2ln lnr 

 
   

 
          
   

 ， (45) 

将式（27），（45）代入式（25），方程组表示为 
11 12 112d dd r

A A A
A A

 


 


     ，    (46a) 

21 22 212d dd
A A A
A A

 


 


     ，   (46b) 

式中各变量为 
2

11 21 2A E       ，          (47a) 

12 1 22 2A E       ，          (47b) 

21 1 2A E        ，           (47c) 
2

22 11A E     ，              (47d) 
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2 2 2
1 2 1 2

1 (1 2 ) (1 ) 2 4A
E

                ，(47e) 

将式（45）代入平衡方程式（1）有 
0

2

d dd 1 12 2 0
d d d

r rr r

r r r r r
      


  

       
 

，

(48) 
变换式（48），并代入式（46a）和（46b），可得 

0
2

2( )d
d

rr  
 



 

  
 

  ，          (49a) 

21 12 11 22 21

011
2

d 2( ) 2 2
d

rA A A A A
A A A

   
  


 
   

    
  
 

， 

(49b) 

  12 11

011
2

2 2d
d

r A AA
A A

  
 


 
  

  
  
 

  ，  (49c) 

式（49a）～（49b）即排水球孔扩张应力分量和比体

积的控制方程。 
4.2  定解条件 

由于在孔周任意点均发生塑性形变，无扰动区域

的位移初始条件与式（39）相同。应力和比体积初始

条件可表示为 
0 0 0(1) ,  (1) ,   (1) 1r r e            。 (50) 

类似柱孔扩张，构造微分： 

0
2

1 1d dr
r










  ，         (51) 

对上式两边积分，得到辅助变量与半径 r 的关系： 

( ) 0
2

1exp d
a

r
a











 
 

  
  
 

   。    (52) 

4.3  剪应力与剪应变的关系 

与柱孔扩张求解方法类似，但球孔周土体的剪切

应变计算式为 
s

1 2

1
0

d dd
2 2

d d d

2

r

r





 
  

  

 
 






   
 

   

     



 
 

21 12 11 22 21
2

011
2

2( ) 2 22 rA A A A A
A A A

 


  


  
         

       

。(53) 

联合式（53）和（43），与柱孔扩张类似，每一步

同一对应的 η与 εs的关系即为球孔扩张的 η–εs应力

应变关系。 

5  UH 控制方程中应力、应变、超固结

参数 R和潜在强度 fM 的关系 

圆孔扩张过程中产生塑性体变，从而影响了超固

结参数 R ，进而影响潜在强度 fM 的大小，在控制方

程中包含了潜在强度，所以 fM 的变化又对应力产生

影响。同时，由于应力的变化又产生了塑性体变，反

过来又影响了超固结参数 R 的演化规律。因此，四者

之间形成了一种动态循环的关系，相互影响、相互制

约，如图 4 所示。 

 

图 4 UH 控制方程内变量计算演化 

Fig.4 Internal variables evolution in UH governing equation 

因此这里需将潜在强度转换为一种显式的表达。

考虑体积变化，体变表示为 
e p

0( )              ，     (54) 

式中，弹性体变为 
e e

e
v0 0

0

d d ln
e ee pp

p p


    


       


 
  ， (55) 

将式（13）改写为 

0

1ln pr

r

p
p


 

  





  ，          (56) 

联合式（54）～（56），参考屈服面硬化参数表示为 
0

0
0

er r
pp p
p


   
 

 

 

  
 

 


  ，        (57) 

联合式（9）和（10）并将式（57）代入，将潜在强度

表示为 

 

1
2

1
f 2 212

1

12(3 )6 1 exp ln 1 1i i i i i i
i

i ir

M p q pM
M p pM p

  
   








             
      

  
 

，

(58) 
式中，i 表示当前步，i-1 表示前一步。控制方程（38）
和（49）计算过程为：由初始超固结度 OCR 值算得

初始潜在强度 0
fM ： 

1

0
f 2

12(3 ) 16 1 1
OCR

MM
M


 

    
 

   。   (59) 
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根据式（59）计算出第一步应力分量和比体积并储存。

之后 fM 依式（58）更新，计算该步应力分量和比体

积，其中 1ip  ， 1i  和  1i
rp  为上一步储存结果。如此

循环计算下去，其中一阶常微分方程组的计算可通过

Mathematica 软件编写 Runge-Kutta 法实现。至此，基

于 UH 本构模型的超固结土圆孔扩张排水解答已完整

得出。 

6  算例分析与讨论 
本文所采用的超固结土本构模型当 Mf=M 时退化

为 SMP 准则改进的修正剑桥模型（SMP-MCC）。若

M=Mf时本文解答与基于SMP-MCC模型的解答相同，

则可间接验证本文解答的正确性。同时，通过对比

M≠Mf时本文解答与基于 MCC 模型解答的异同，可体

现本文解答考虑超固结土剪缩和剪胀、特征状态、峰

值强度、超固结比的衰化和三维强度效应特性的优点。 
为比较和讨论本文结果的创新性，选取参照文献

[12]中黏土(Boston blue clay)的参数计算，表 1 总结了

本次计算所需参数。表中cs为 CSL 线在 e–lnp 空间

上 1 kPa 处与 e 轴的交点。 
表 1 柱孔黏土参数 

Table 1 Material properties for cylindrical cavity 

注： =0.15， =0.03， =0.278，M=1.2， cs =2.74。 

对于球孔扩张的情况，黏土的， 和 参数不

变，但球孔的两小主应力相同，因此初始应力和初始

孔隙比需重新取值。初始孔隙比计算式为 
0 cs 0( ) ln 2 ln p           

2
0

2 2
0

ln OCR 1
q

M p

 
  

   
   

。      (60) 

由圆孔扩张的自相似性[24]可知，扩孔比 a/a0取某

值时孔壁土体单元的各应力分量与辅助变量取相同值

时所对应的孔外某位置处土单元的应力分量相同。根

据表 1 和表 2 参数，通过控制方程计算柱/球孔扩张半

径与扩张压力之间的关系曲线如图 5 所示。 
表 2 球孔黏土参数 

Table 2 Material properties for spherical cavity 

从图 5 看出，孔壁径向压力随孔径比的增加而迅

速增大，其中球孔孔壁的扩张压力大于柱孔，随后压

力缓慢增长并逐步趋于定值，说明孔壁处土体逐渐接

近临界状态。然而计算结果中显示，随着扩孔比的增

大，孔壁土体无限接近但没有达到临界状态，因此孔

周无临界状态区，该结论与 Chen 等[13]相同。此外，

超固结比对扩张压力有明显的影响，压力值随超固结

比增大而明显增大。但当孔径比大于 2 时，不同超固

结比的土体径向应力都变化很小。为了与 Chen 等[13]

的解答对比，正常固结和弱超固结土中的孔径比 a/a0

取为 2，强超固结土中当孔径比大于 2 时应力还有少

许变化，为了观察其完整的变化，孔径比取值 8。 

 

图 5 扩孔压力与孔径比的关系 

Fig. 5 Variation of internal cavity pressure with cavity radius ratio 

6.1  柱孔扩张 

图 6 表示不同超固结比土中柱孔扩张后，应力分

量和体变的分布规律。图中横坐标是底数为 10 的对数

坐标。对于正常固结土（OCR=1），潜在强度 Mf=M，

本文解答退化为 SMP 准则改进的修正剑桥模型

（SMP-MCC）解答。由图可知，基于 MCC 的解答高

估了孔壁的径向应力同时低估了切向应力。对于轻超

固结土（OCR=3），扩张过程中土体依然表现为剪缩，

本文解体积变化量小于 MCC 解。在强超固结土

（OCR=10）中，扩孔过程中孔壁土体先剪缩，随后

呈剪胀趋势，最后再次剪缩，直至孔壁土体逐渐达到

临界状态。同样，基于 MCC 的解答高估了孔壁的径

向应力、竖直方向应力和体积变化量。 

 

OCR 0r  /kPa 0  /kPa 0z  /kPa K0 0  E0/MPa 

1 100 100 160 0.625 2.09 1.10 
3 120 120 120 1 1.97 1.05 

10 144 144 72 2 1.80 0.96 

OCR 0r  /kPa 0  /kPa K0 0  E0/MPa 

1 120 120 1 2.105 1.120 

3 120 120 1 1.970 1.050 

10 120 120 1 1.830 0.975 
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图 6 应力分量和比体积的分布 

Fig. 6 Stress components and volume distributions 

图 7 表示孔壁土体的应力路径 SP 和屈服面在

p–q 平面上的变化。图中，Y（Y）和 F（F）分别表

示 UH 屈服点（MCC 屈服点）和 UH 破坏点（MCC
破坏点）。在柱孔扩张中，不同初始状态土体的应力

Lode 角最终均收敛于 30°，而在该角度上的 SMP 强

度低于 Mises 强度，因此土体破坏时，基于 UH 解答

的临界破坏线位于 MCC 临界状态线的下方，应力比

Mθ=0.96。此外，由于剪切过程中土体 Lode 在不断变

化，经过应力空间转换后当前屈服面的形状随罗德角

不断改变。对于 OCR=1 的正常固结土，柱孔扩张过

程中孔壁土体应力路径向右移动并伴随初始屈服面

（IYS）扩张，当扩张至最终屈服面（FYS）时土体达

到临界状态。对于 OCR=3 的超固结土，初始应力各

向同性，同时初始应力点也是屈服点 Y，位于初始当

前屈服面上。柱孔扩张时孔壁土体的初始当前屈服面

（ICYS）和初始参考屈服面（IRYS）同时向外扩张，

而当前屈服面扩张速度更快，两屈服面接近，超固结

比不断衰减，直至两屈服面重合，土体达到临界状态。

由式（13）知，参考屈服面与 p 轴的交点向右移动表

明该过程孔壁土体表现为塑性剪缩。对于 OCR=10 的

强超固结土，剪切过程中孔壁土体应力比先 M  ，

随着应力比增大，应力路径穿过 CSL 时 M  ，此时

柱孔扩张为中性加载，参考屈服面位于扩大和收缩的

转换界限上并以 TYS 表示，土体由塑性剪缩转换为塑

性剪胀。随后 SP 右移并从 CSL 的上方向下再次穿过

CSL，孔壁土体再一次经历中性加载，土体由塑性剪

胀转换为塑性剪缩，最后 SP 从下方与 CSL 相交，破

坏点 F'位于 F 的右上方，土体在这一过程中当前屈服

面一直扩大而参考屈服面先扩大再缩小最后再扩大，

两屈服面不断接近，超固结比衰减。 

 

图 7 应力路径和屈服面 

Fig. 7 Stress paths and yield surfaces  

综合以上分析，基于 MCC 的解答低估了初始加

载阶段孔壁超固结土的体变，高估了初始阶段应力分

量的变化，同时高估了弹塑性应变过程中超固结土的

剪缩、剪胀和径向应力以及临界状态时平均主应力和

偏应力。 
6.2  球孔扩张 

图 8 表示球孔扩张后应力分量和体变的分布规

律。图 9 表示扩张过程中孔壁土体的应力路径 SP 以

及当前和参考屈服面在 p–q 平面上的演化规律。由于

两小主应力大小相同，因此扩孔过程的应力罗德角始

终为 0 度，该角度上 SMP 强度与 Mises 强度相同。在
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应力空间变换中，应力分量变化前与变化后相同，因

此土体屈服面始终为椭圆。 

 

图 8 应力分量和比体积的分布 

Fig. 8 Stress components and volume distributions 

对于正常固结土，本文解答与 MCC 解完全相同，

间接验证了本文解答的正确性。正常固结土和轻超固

结土的参考屈服面扩大，土体应变硬化，其中 MCC
解答中屈服点Y 恰好位于本文解的初始参考屈服面

上（IRYS）。强超固结土的塑性体变变化趋势与柱孔

扩张中变化趋势一致，先剪缩后剪胀最后再剪缩直至

孔壁土体逐渐达到临界状态。然而，在三维强度相同

的情况下，MCC 模型对加载过程中土体的剪胀和剪

缩，以及对临界状态时的径向应力、偏应力和平均主

应力估计依然偏大。 
6.3  超固结比和潜在强度的衰化 

由上文分析知，在剪切的过程中超固结土的当前

和参考屈服面不断接近，根据式（10）求出超固结比

沿半径的衰化曲线，如图 10 所示。从图中看出，由远

及近沿径向 OCR 的变化先慢后快再逐渐减缓，剪切

过程中土体应力状态不断向正常固结土接近，当土体

达到临界状态时，超固结比均减小至 1。 

图 9 应力路径和屈服面 

伀 ig. 9 Stress paths and yield surfaces  

图 10 超固结比的衰减 

Fig. 10 Attenuation rule for OCR  

UH 模型中潜在强度表征超固结土抵抗剪切应变

的能力，由于剪切过程中超固结土应力状态逐渐向正
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常固结土接近，因此抵抗剪切的能力不断衰减，根据

式（53）和（57）计算出剪切强度与剪切应变的关系

曲线，如图 11 所示。从图中看出，随着超固结比不断

增大，土体初始潜在强度增加，抵抗破坏能力增强。

孔扩张过程中潜在强度随剪应变增加不断衰减，直至

土体达到临界破坏状态，Mf=M。 

 

图 11 潜在强度随剪切应变的衰减 

Fig. 11 Attenuation rule for potential failure stress ratio 

7  结    论 
基于 UH 本构模型和应力空间变换，通过引入辅

助变量并结合大变形理论推导了超固结土中的柱（球）

孔扩张的排水半解析解，解答考虑了孔周土体的剪缩

和剪胀、峰值强度、超固结比和潜在强度的衰化、三

维强度等特性，因而可以合理模拟超固结土中的圆孔

扩张过程。 
（1）圆孔扩张过程中孔周围只有塑性区，而基于

MCC 的解答中超固结土弹性区的假设低估了初始加

载阶段土体体变，高估了初始阶段应力分量的变化，

同时高估了弹塑性应变过程中超固结土的剪缩、剪胀、

径向应力以及临界状态时平均主应力和偏应力。 
（2）超固结比对孔周土体应力及体变的影响较为

明显，对于正常固结土和轻超固结土，孔扩张过程中

土体剪缩；对于强超固结土，土体在扩孔过程中先剪

缩后剪胀最后再次剪缩。 
（3）土的超固结比越大，其潜在强度越大，抵抗

剪切应变能力越强，因此强超固结土中扩孔剪切过程

中孔壁出现明显的峰值强度。 
（4）圆孔扩张过程中超固结比衰减，进而潜在强

度不断衰减。计算超固结土中圆孔扩张的应力场和应

变场时，须考虑超固结比和潜在强度的衰化特性，否

则难以合理反映超固结土的软化，导致较大误差。 
（5）球孔扩张中应力罗德角不变，但柱孔扩张过

程中罗德角在不断改变，因此柱孔扩张需采用应力空

间转换方法以合理考虑孔周土体的三维强度效应。 
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