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摘  要：地下水在非饱和土体中的输运过程及渗流特性具有重要的研究意义。首先，从反常扩散方程的角度分析地下

水在非饱和土中的输运过程，引入 Conformable 导数，得到了一维情况下非饱和土空间分数阶渗流方程；其次，用全隐

式形式的有限差分法求解渗流方程离散格式，得到了求解的迭代矩阵；最后，根据已有论文的试验数据对渗流模型的

有效性进行了验证，并对公式中的参数进行了敏感性分析。结果表明，新模型能够较好地描述地下水在非饱和土体中

的输运过程，Conformable 导数具有较好的适用性。 
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Abstract: The transport process and seepage properties of underground water in unsaturated soil are of great research 

significance. Firstly, the transport process of underground water in unsaturated soil in an anomalous diffusion perspective is 

analyzed, and by involving the Conformable derivative, the space-fractional anomalous diffusion equation in one-dimensional 

situation is derived. Secondly, the discretization schemes of this seepage equation are derived by using the full-implicit finite 

difference method. The iterative matrix of numerical modelling is derived as well. In the end, the effectiveness of the numerical 

solution in the space-fractional anomalous diffusion equation is verified by comparing the numerical solution with the 

experimental data in the existing paper. In addition, the sensitivity of the parameters in the seepage equation is analyzed. The 

results show that the new model can well characterize the transport process of underground water in unsaturated soil, and the 

Conformable derivative is suitable for this method. 
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0  引    言 
地下水在土体中的输运过程及渗流特性对于研究

地下工程中污染物迁移、溶质扩散、水库边坡稳定及

高放废物处置等问题具有指导意义。在实际工程中遇

到的土体大多处在非饱和状态（地下水位以上），非饱

和土是固、液、气三相介质，其输运过程远比饱和土

（固、液两相介质）复杂[1]。1856 年，法国工程师 Darcy
根据水通过饱和砂的试验研究总结出了针对水在饱和

土体中输运过程的达西定律。但是达西定律并不能适

用于流体在非饱和土体中的输运问题。Buckingham 等

通过考虑非饱和渗流过程中土体渗透系数与吸力或吸

力水头的函数关系，将达西定律推广用于解决非饱和

液体流动问题[2-3]。Richards 等[4]结合土中液体非稳定

流或瞬态流控制方程，得到了著名的 Richards 方程，

根据适当的边界条件和初始条件来求解 Richards 方

程，可把吸力场表达为时间与空间的相关函数。考虑

到 Richards 方程与扩散方程形式上的相似性[5-7]，近年

来，很多学者从扩散现象的角度出发研究地下水在非

饱和土体中的输运过程，发现并不满足经典的 Fick 梯
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度扩散定律[8]，其均方位移（mean square displacement, 
MSD）与时间并不呈现线性关系，属于反常扩散过程。 

反常扩散过程本质上是一种非马尔科夫非局域性

运动[9]，必须考虑运动过程中的时间相关性和空间相

关性[10]。例如，在反常扩散过程中，空间中某点的通

量（流量）不仅与该点小范围内的浓度梯度（水头）

成正比，也与其他地方粒子的运移有关，即体现了运

动过程中的空间相关性（或非局域性）。由此可以在

Richards 方程中引入分数阶微积分，用分数阶偏微分

方程来处理。关于分数阶导数，最常用的定义有

Rieman-Liouville 定义和 Caputo 定义，尽管这些定义

在某些方面具有其优点，但并不满足普通导数定义的

性质，例如乘法规则、商法则、链式法则等[11]。对此，

Khalil 等引入了一种新的分数阶导数定义，具有普通

导数的运算规则，称为 Conformable 导数[12]。 
此外，由于分数阶偏微分方程形式的复杂性，难

以得到解析解，其数值解多用有限差分法求得。本文

通过在 Richards 方程中引入空间分数阶导数，结合全

隐式形式的有限差分法对空间分数阶 Richards 方程进

行了求解，并与试验结果进行比较。 

1  一维情况下的空间分数阶 Richards
方程 

对于非饱和土，考虑渗透系数与吸力水头的函数

关系得到应用于非饱和土液体流动的达西定律： 

( ) hq k h
x


 


  ，            (1) 

式中，q为流量（m/s），k(h)为渗透系数（m/s），h为
总水头（m）。 

按照链式法则，将式（1）用体积含水率表示为 

( ) ( ) ( )h hq k h k h D
x x x

 



   

     
   

 ， (2) 

式中， 为土体体积含水率（量纲为 1），D(θ)为非饱

和土的水力扩散系数（m2/s），且有 

( ) ( ) hD k 






  。          (3) 

由于非饱和土渗流过程是一种反常扩散过程，必

须考虑运动过程的空间相关性[13]，因此在应用于非饱

和土的达西定律中引入空间分数阶微积分，将式（3）
变换为 

( )q D
x



 





 


  ，           (4) 

式中， 为空间分数阶阶次，0< <1，Dα(θ)为广义水

力扩散系数（m1+α/s）。 
将式（4）代入土体瞬态流控制方程[3]： 

q
x t

 
 
 

  ，               (5) 

得到 

( )D
x x t



 

 
   

       。       (6) 
式（6）为一维情况下带有空间分数阶导数 的

非饱和土渗流方程。当分数阶阶次为 1 时，式（6）退 
化为用含水率表示的 Richards 方程[3]： 

( )D
x x t

 


           。        (7) 
式（7）中忽略土壤容量的变化及含水率在土中呈

现的滞后效应[13]。 

2  Conformable 导数定义下的分数阶偏

微分方程有限差分离散格式 
Conformable 导数的定义为[12] 

1

0

( ) ( )( ) lim f x t f tT f x


 








 


  。 (8) 
Conformable 导数与一阶导数的关系为 

1 d ( )( )
d
f xT f x x
x





  。          (9) 

令 ( )D A
x



 








，利用中心差分，则式（6）左

侧的离散格式为 
1 1

1 2 1 2
j j
i iA AA

x x

 
 


    ，       (10) 

式中，
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，利用 Conformable 导

数与一阶导数的关系，有 
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同理，有
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得到式（6）左侧的离散格式： 
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进而得到式（6）的离散格式： 
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根据有限差分法应用于非饱和土渗流的“滞后性”

原理[15]，Dα(θij+1)可近似表示为 Dα(θij)，则式（13）可

表示为 
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令
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1
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，则式（14）可简化为 
1 1 1

1 1( )j j j j j j j j
i i i i i i i i          

        。 (15) 
利用全隐形式的有限差分法对式（6）求解的原理

是，如图 1 定义求解区域为半无限大空间网格，横坐

标为位置 x，纵坐标为时间 t，边界条件 x=x0，x=xI及
t=t0时的含水率已知。用 θij+1表示 t=tj+1，x=xi含水率

的值，在任意 t=tj+1时刻，I-1 个未知量 θ1j
+1～θI-1j+1

可由前一行 t=tj时刻 I-1 个已知量 θ1j～θjI-1列出的 I-1
个方程求得。由于边界条件 t=t0时刻含水率已知，利

用上述关系递推即可求得含水率矩阵。 

 

图 1 隐式有限差分法示意图 

Fig. 1 Full-implicit finite difference method 

3  基于 MATLAB 的有限差分法求解分

数阶偏微分方程 
将式（15）用如下矩阵表示为 

A T b 
  

  ，              (16) 

式中， A

为系数矩阵，T


为含水率矩阵，b


为常数矩

阵。 

图 2 相同时间不同分数阶阶次 对于反常扩散的影响 

Fig. 2 Effects of fractional order   on anomalous diffusion  

under same time 

将式（15）中的位置变量 i从 2 变换到 I-1，可以

得到在 t=tj时刻的方程如下： 
1 1 1
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得到此时的含水率矩阵为

1
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1
3

1
4

1
1

2

j

j

j

j
I

I

T

















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常数矩阵为
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  
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结合公式（18），（19），得到系数矩阵为 
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4  分数阶阶次的敏感性分析 
通过改变分数阶阶次 得到的对同一时间不同

距离的含水率变化图，探究分数阶阶次对反常扩散过

程的影响。由图可知分数阶阶次对于反常扩散过程空

间相关性或非局域性的影响：由于水力扩散系数

D x  [14]，因而分数阶阶次越小（图中由下至上），

其对应的扩散速度越快，表明空间相关性效果更强，

使得其反常扩散过程比正常扩散（ =1 时）快，与经

典分数阶导数定义下（Rieman-Liouville 定义和 Caputo
定义）的反常扩散性质相符[9]。 

5  拟合结果 
El ABD[17]利用中子射线成像技术研究了水在烧

结砖体中的入渗现象，得到了体积含水率随时间与位

置变化的试验数据。 
通过引入试验中的初始边界条件 x=x0 时相对含水

率为 0.6，t=t0时相对含水率为及 x=xI时相对含水率为 0，
根据式（16），（18），（19）和（20）利用 MATLAB 对

试验数据进行拟合。试验数据和拟合结果见图 3，4。 
图 3 是拟合结果在三维图形中及分别在固定时间

t固定位置 x的显示。三维图中 x，y轴分别代表时间

与距离，z轴为相对含水率。由三维图中的趋势可知，

对于同一位置，随着时间增加含水率同时增加（时间

越久，非饱和土体越接近饱和）；对于同一时间，随着

距离的增加含水率逐渐减小（距离水源越远，相对含

水率越小）。三维图左边的二维图代表固定几个时间

（2，20，40，60，80，100，120，140，160，180，
200 min）下得到的含水率在此时刻随着距离的变化而

变化的规律。三维图右边的二维图代表着固定几个位置

（0，12，24，36，48，60，72，84，96，108，120 mm）

下得到的含水率在此位置下随着时间变化而变化的规

律。由图可知在初始位置相对含水率保持不变，其他位

置相对含水率随着时间增加而增加，最终将趋近饱和。 

 

图 3 含水率 θ随时间 t、位置 x变化图 

Fig. 3 Fitting results of changes of moisture content with time and  

displacement 

图 4 为 3 个不同时间下，固定时间 t得到的不同

位置上相对含水率的模型数值解与试验数据的对比，

通过对比图可知，空间分数阶渗流模型的数值解在中、

短时间的拟合结果与试验结果匹配程度较高，t 增加

时拟合结果出现了一定偏差。原因是本文中水力扩散

系数 D（由土水特征线[18]得到）采用的是幂律形式经

验公式（D=Aθr）[19]，当试件整体饱和度较高的时候，

此表达式不足以描述这一复杂情形，在已有研究中已

经体现了这一特性[20]。 

 

图 4 不同时间拟合结果与试验数据对比图 

Fig. 4 Comparison between fitting results and experimental data of  

changes of moisture content under different time 

图 5 是使用空间分数阶 Richards 方程与普通阶

Richards 方程关于同一组试验数据的拟合结果对比

图。由图可知，分数阶 Richards 方程比普通阶 Richards
方程的拟合效果更好，且因为在方程中加入了空间分
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数阶的效果，其渗流速度比普通扩散要快，与经典分

数阶导数定义下（Rieman-Liouville 定义和 Caputo 定

义）的反常扩散性质相符[9]。 

 

图 5 空间分数阶渗流模型与 Richards 方程拟合结果对比 

Fig. 5 Comparison of fitting results between space-fractional order  

and Richard's equation  

6  结    论 
本文通过针对非饱和土渗流过程的 Richards 方

程，从反常扩散的角度引入空间分数阶导数，结合

Conformable 导数与一阶导数的关系，得到了适用于

反常扩散过程的一维空间分数阶 Richards 方程，并对

空间分数阶 Richards 方程的数值解进行探讨，得到了

全隐式形式下的有限差分离散格式，在已有论文的试

验基础上将试验数据与用 MATALB 得到的数值解进

行对比。此外还分析了方程中分数阶导数的意义及对

渗流过程的影响，主要得出以下结论： 
（1）地下水在非饱和土中的渗流过程与反常扩散

过程具有相似性，从反常扩散的角度研究渗流问题是

可行的，二者可以看作同一物理过程的不同表现形式。 
（2）空间分数阶反常扩散模型具有广泛的适用

性：当分数阶阶次为 1 时，公式退化为 Richards 方程，

可以描述经典渗流过程；当分数阶阶次时，可以描述

考虑非局域性的渗流过程。 
（3）从数值解来看，相同条件下空间分数阶-反

常扩散速度比普通扩散速度快，这与经典分数阶导数

定义下理论求解的反常扩散性质相符。将这个结论应

用到渗流中，空间分数阶渗流比 Richards 方程描述下

的渗流速度要快。 
（4）基于 Conformable 导数定义下的空间分数阶

渗流模型能够较好地描述地下水在非饱和土中的输运

渗流过程，其有限差分方法具有较好的适用性。 
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