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土体等向固结曲线的 Logistic 模型 
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摘  要：基于非饱和土等向压缩试验和 Logistic 函数，提出了一种土体等向固结曲线的模型。首先，对目前土体体变方

程中常用的单对数和双对数线性模型的不足进行了分析；然后，借助 Logistic 函数，建立了各向等压条件下的土体孔隙

比和压力模型，并给出了模型中各参数的确定方法以及前期固结压力的解析表达；最后，通过与已有试验数据进行对

比，验证了该模型的有效性，分析了各参数随非饱和土中吸力的变化规律。 
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Logistic model for isotropic consolidation curve of soils 
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Abstract: Based on the isotropic compression tests on unsaturated soils and the Logistic function, a model for isotropic 

consolidation curve of soils is proposed. Firstly, the shortcomings of the single-logarithmic and double-logarithmic linear 

models commonly used in the volumetric behavior are analyzed. Then, with the Logistic function, the mathematical model 

between void ratio and pressure under isotropic compression conditions is established. The determination method for every 

parameter in the model and the analytical expression of the pre-consolidation pressure are given. Finally, the validity of the 

model is verified by comparison with the existing experimental data, and the influence of suction on each model parameter is 

analyzed. 
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0  引    言 
标志着现代土力学理论开端的剑桥模型将固结和

剪切有效的统一起来，成为广泛应用的土的弹塑性模

型。然而剑桥模型基于饱和土建立，如何将其推广到

非饱和土的弹塑性模型中去，已成为土力学理论的研

究热点之一
[1-9]

。在非饱和土本构模型研究的发展过程

中等向固结曲线，即孔隙比 e 或比体积( 1v e  )与平

均有效应力 p或平均净应力 p 的关系在建立非饱和

土本构模型中有着非常重要的作用。其中，净应力

ap p u  ，平均有效应力 rp p S s   ，基质吸力

a ws u u  ， au ， wu 分别为孔隙气压力和孔隙水压力。 
大量的试验表明，即使是没有经过超固结的非饱

和土，在常吸力条件下的正常固结线在孔隙比和对数

平均压力空间上为一条曲线
[4-5]

。目前描述土体等向压

缩线的方法中常用的有单对数线性模型
[6-10]

和双对数

线性模型
[4-5, 9]

。 
Roscoe 等

[10]
在饱和正常固结土和弱超固结土的

试验基础上，提出了各向等压固结中孔隙比或比体积

将会沿正常固结线（NCL）变化，并且近似满足： 
lne N p    ，               (1) 

式中，e， p分别为饱和土的孔隙比和平均有效应力，

N 为 NCL 在 1 kPap  时对应的孔隙比，为 NCL
在 lne p 平面的斜率。 

卸载和回弹过程的孔隙比变化和平均有效应力的

关系表示为 
lne p          ，        (2) 

式中， 为回弹线（SL）在卸载到 1 kPap  时对应

的孔隙比， 为 SL 在 lne p 平面的斜率。 
为了建立非饱和土的弹塑性本构模型，许多学者

[6-8]

将式（1），（2）直接进行了扩展，即各向等压曲线和 
回弹曲线分别为 
─────── 
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NCL：      ( ) ( ) lne N s s p      ，      (3)  
SL:       ( ) ( ) lne s s p          ，      (4) 

式中， ( )N s ， ( )s ， ( )s 和 ( )s 的含义与式（1），
（2）相同，但均为基质吸力 a ws u u  的函数。式（3），
（4）表示的 NCL 和 SL 在 lne p 平面如图 1 所示。 

图 1 单对数线性模型[7] 
Fig. 1 Single-logarithmic approach[7] 

与式（1），（2）类似，相同基质吸力 s 条件下，NCL
和 SL 上孔隙比与平均有效应力或平均净应力的对数

成线性关系，然而这种近似有诸多不合理之处
[11]

。如

式（3）表示在等向压缩条件下，孔隙比的变化量与前

期固结压力无关，只与压力的变化范围有关；式（4）
表示的回弹线 SL 上，当 p增加到一定值后，孔隙比 e

将成为负数，并且当 0p  时，e ，在理论上和

实际上均不合理。为了克服 lne p 线性近似的不足， 
考虑饱和土 ln lne p 为双对数线性关系式： 

w
vp vp vp

w w

ddd(ln ) d(ln )
upe p

p u p u
      

 
，  (5) 

式中， wp p u   为 Terzaghi 有效应力， vp 为饱和土

NCL 的斜率。 
SHENG 等[5,12]采用双应力变量将式（5）扩展到

非饱和土，如图 2 所示给出了非饱和土的各向等压固

结曲线方程： 

vp vs
d dd(ln ) ( )p se s

p s p s
   

 
   ，  (6) 

式中， vp 是一个材料常数，与吸力无关， vs 则是一

个随吸力变化的参数，饱和时 vp vs  。该式把体积

变化划分为两部分：①净应力的改变引起的，②吸力

的改变引起的，两部分引起的变形会有所不同。类似

于式（6），SL 方程可写为 

vp vs
d dd(ln ) ( )p se s

p s p s
   

 
  ，   (7) 

式中， vs 为回弹曲线的斜率，与吸力有关，土体达到

饱和时 vp vs  。 
虽然双对数模型可以解决单一对数模型中存的许

多问题，但式（6），（7）中人为的将斜率或 分为 vp
或 vp 以及 vs ( )s 或 vs ( )s 两种情况，缺乏理论依据，

并且由于采用了双应力变量模型，无法直接从非饱和

土过度到饱和状态[13]。 

图 2 双对数线性模型[5] 
Fig. 2 Double-logarithmic approach[5] 

1  各向等压固结的 Logistic 模型 
土体的等向压缩线由于结构性和各向异性等原因

基本呈现平缓变化段和陡峭段两个阶段（图 3）。笔者

通过对大量试验数据的整理发现在等向压缩过程中

lne p 曲线符合 Logistic 函数。需要说明的是研究已

表明土体在弹性阶段，回弹曲线的斜率几乎不受吸力

变化的影响，但塑性阶段的斜率明显受吸力的影响，

但是在通过比较不同应力变量，净应力 lne p 和平均

有效应力 lne p 平面中的等向固结线的变化情况，

两者的变化趋势相同，因此本文均采用 lne p 表示。 
1.1  模型建立 

Logistic 函数是一种常见的 S 形函数，在预测种

群增长方面有着广泛的应用，其微分形式如下[14] 
d 1
d
N NkN
t b

   
 

  。          (8) 

式中  N，t 分别为所研究种群的数量和时间；k ，b 为

待定的模型参数。考虑到 Logistic 函数可以有效地描

述种群数量的增长起初阶段为指数增长，然后随着变

得饱和，增加变慢，最后达到成熟时增加停止的规律，

这与土体的正常固结曲线相一致。因此，在半对数坐

标系 lne p 中引入 Logistic 函数来描述土体的正常

固结特性，根据式（8）其微分形式可重写为 
d(ln ) 1
d( ln )

e ek
p b

     
    。           (9) 

可看出，当式（8），（9）中的1/ 0b  ，即为双对

数线性模型。虽然双对数线性模型中考虑了孔隙变化

与当前孔隙比的关系，但认为孔隙比的变化量仅仅与

压力的对数变化范围有关，而未考虑当前压力的大小。 
对式（9）进行积分并整理可得 

 1 exp ln( ) 1 k

b be
a k p ap  

   
   ， (10) 

式中， a为积分常数。 
对于卸载回弹线 SL，仍采用半对数线性模型，但

与 SHEN[7]不同，不再人为的将 SL 斜率分为 vp 和

vs ( )s 两种状态。实际上由于吸力对 SL 斜率影响很

小，因此考虑如下关系： 
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    d
d( ln )

e
p




    ，             (11) 

式中， 为卸载回弹线在 lne p 平面的斜率。 
式（10），（11）给出了含有 3 参数的等压固结线

Logistic模型及含有 1参数的卸载回弹半对数线性模型。 
1.2  模型参数确定 

通过对式（10）进行分析可以得到，当等向压力

0p  时，参数 0b e 即为土体的初始孔隙比。当等向

压力 1 kPap  时，参数 01

1 1

1
eb e

a
e e


   ，其中 1e 为

土体在 1 kPap  时的孔隙比。由于在压力较小时孔隙

比不容易准确测定，因此也可用拟合的方法确定。 
根据式（10）整理可得 

       ln ln lnb e a k p
e
    

 
。        (12) 

式（12）表明，在 ln b e
e
 

 
 

和 ln p平面内为线性

关系，且直线的斜率和截距分别为 k 和 ln a ，如图 4
所示，这样就可以很方便地确定模型中的参数 k 和 a
了。式（11）中 SL 斜率 亦可采用类似的方法获得。 

图 3 等压固结曲线示意图 

Fig. 3 Schematic illustration of isotropic compression line 

图 4 确定参数 a 和 k 示意图 

Fig. 4 Schematic view for determining a and k 

1.3  先期固结压力 

为了获得非饱和土各向等压固结线上的前期固结

压力 cp，采用与传统相类似的三步骤方法
[15]

，通过几

何关系确定出坐标点 B，C（图 3）。 
式（10）的一阶导数和二阶导数分别为 

 2

d exp( ln )
d(ln ) 1 exp( ln )

e kab k p
p a k p




  
   ，   (13) 

 
 

22

32

exp( ln ) exp( ln ) 1d
d(ln ) 1 exp( ln )

k ab k p a k pe
p a k p

   


  
。 (14) 

由式（14）可得到曲线的反弯点 B 点坐标为

(ln / , / 2)a k b ，将其代入式（13）中可得到曲线在 B
点处的斜率为 / 4kb 。 

则过 B 点的切线 BC 可表示为 

lnln
4 2
kb a be p

k
    
 

     。    (15) 

考虑 0e e b  ，且与切线方程式（15）相交，即

可得到交点 C 处的前期固结压力为 

c
4 lnln

2
a bp

k
         。       (16) 

2  分析与讨论 
为了验证本文提出的非饱和土等向固结曲线模

型，与 Sharma 等
[16]

、Bellia 等
[17]

、Burland 等
[18]

的试

验结果进行比对分析。图 5～7 为在不同基质吸力 s
条件下的试验数据和本文模型预测值的对比，图中并

给出了相应的模型参数。从图可看出，Logstic 函数可

以很好地描述土体在等向压缩固结条件下的孔隙比变

化趋势。对于非饱和土，模型（10）中的参数 a，k
以及前期固结压力 cp和土中基质吸力 s 相关。图 8
（a）～8（c）依次给出了与Sharma[16]

、Bellia[17]
和Burland

等
[18]

的试验数据相应的模型参数 lna，k 和 cp随吸力的

变化曲线。从图中可以看出，随着基质吸力 s 的变化，

参数 lna 和 k 并没有一个统一的规律，这与其它模型

的固结曲线斜率随吸力的变化结论相一致，而前期固

结压力 cp随着吸力的增大呈增加趋势。 

 

图 5 与 Sharma 等[16]的试验对比 

Fig. 5 Comparison between proposed model and experimental data  

of Sharma et al[16] 

采用Burland等[18]
的在基质吸力分别为0，400 kPa

时的试验数据，图 9，10 分别对本文提出的 Logistic
模型和 lne p 半对数模型以及 ln lne p 双对数模型

进行了比对。从图中可以看出 Logistic 模型较之可以
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更好地描述土体的等向固结行为。 

图 6 与 Bellia 等[17]的试验对比 

Fig. 6 Comparison between proposed model and experimental data  

of Bellia et al[17] 

 

图 7 与 Burland 等[18]的试验对比 

Fig. 7 Comparison between proposed model and experimental data  

of Burland et al[18] 

 

 

 
图 8 参数 a, k 以及前期固结压力 cp随吸力 s 的变化曲线 

Fig. 8 Variations of parameters a, k and pre-consolidation  
pressure cp with suction s 

 
图 9 与半对数线性模型比较 

Fig. 9 Comparison between proposed model and semi-logarithmic  

linear model 

图 10 与双对数线性模型比较 

Fig. 10 Comparison between proposed model and double-  

logarithmic model 

对于卸载回弹曲线 SL，采用 lne p 半对数线性

模型，即式（11）可以进行很好的描述。图 11 给出了

Sharma 等[16]的回弹数据与预测值的对比，可以看出非

饱和土中吸力对回弹曲线的斜率影响不大。 

 
图 11 卸载回弹曲线对比 

Fig. 11 Comparison between experimental data of Sharma et al[16]  

and Eq.(11) 
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3  结    论 
考虑到土体的体积变形量不仅与荷载的变化范围

有关，还与当前的荷载大小以及孔隙比大小有关，通

过引入 Logistic 函数，建立了土体在等向压缩条件下

的 Logistic 曲线模型，对于卸载回弹曲线，采用了半

对数线性模型。通过与已有试验数据的分析和对比，

发现本文提出的等向压缩曲线模型和回弹曲线模型可

以很好的描述非饱和土的体变特性，并且模型中的各

参数方便获取。 
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