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孔隙尺度下三维多孔介质扩散迂曲度的 SPH 计算 
饶登宇，白  冰

* 

(北京交通大学土木建筑工程学院，北京 100044) 

摘  要：多孔介质的扩散迂曲度是污染物在多孔介质中扩散速率的重要量度，研究扩散迂曲度对于研究污染物在多孔

介质中的运移规律具有重要意义。迂曲度作为反映孔隙结构的复杂程度的量化指标，其值的大小与孔隙结构关系密切；

而在常规宏观试验中难以实现对孔隙结构和试验条件的精准控制，因此有必要发展数值仿真试验技术对扩散迂曲度与

孔隙结构的关系进行机理性研究。基于光滑粒子流体动力学（SPH）方法对重构三维土柱进行仿真试验，再采用曲线拟

合可获取介质的扩散迂曲度值并确定有效扩散系数。分别采用颗粒流法（PFC）和蒙特卡洛方法随机生成三维球型颗粒

堆积土柱和不同倾角的三维片状型颗粒重构土柱用于仿真试验，并根据计算结果探讨了颗粒类型和片状颗粒片层倾角

对多孔介质扩散迂曲度的影响。计算结果表明：对片层状多孔介质，片层与浓度梯度方向的夹角对介质的扩散迂曲度

影响明显；扩散迂曲度随着片层偏角的增大而增大；当片层走向与浓度梯度方向一致时迂曲度甚至可能小于同孔隙率

的球状颗粒堆积体的迂曲度值。 
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Pore-scale SPH simulations of diffusive tortuosity in 3-D porous media 

RAO Deng-yu, BAI Bing 
(School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China) 

Abstract: The diffusive tortuosity is an important measurement of the diffusion rate of pollutants in porous media. Determining 

the diffusive tortuosity of porous media is of great significance for studying the migration of pollutants. Based on the Smooth 

particle hydrodynamics (SPH) method, the effective diffusion coefficient and the values of diffusive tortuosity can be obtained 

conveniently and accurately by simulating the diffusive experiment on 3-D reconstructed soil columns. The particle fluid code 

(PFC) and the Monte Carlo method are used to generate 3-D soil columns by stacking spherical particles and by filling random 

layered elements, respectively. The calculated results show that for the layered porous media, the angle between the layer and 

the concentration gradient direction has a significant influence on the diffusive tortuosity. The values of diffusive tortuosity 

generally grow with the increasing included angle. When the orientation of layers consists with the concentration gradient 

direction, the diffusive tortuosity is minimized and may even be less than the tortuosity value of the spherical particle packing 

media with the same porosity. 
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0  引    言 
迂曲度是多孔介质的重要属性，能够量化地反映

孔隙结构的复杂程度；确定多孔介质的扩散迂曲度对

理解污染物运移规律、评估污染物的环境影响并预测

其演化规律有重要意义。在岩土介质等多孔介质中，

颗粒交错的孔隙结构使得溶质的实际扩散方向偏离宏

观浓度梯度方向，从而减缓扩散作用。这使得溶质在

多孔介质中表现出更小的扩散系数，被称作有效扩散

系数。扩散迂曲度 τ 一般可被定义为溶质的分子扩散

系数 De与多孔介质中的有效扩散系数 Deff之比[1-4]： 

e eff/D D    。               (1) 
有些文献也把两扩散系数之比确定为迂曲度的平

方[2]或迂曲度平方与孔隙率之比[5-6]。这些等量关系在

本质上是相同的，区别主要在于对迂曲度的定义不同

以及对有效扩散系数求解的不同[1]。若孔隙填充度愈

高，孔隙率愈低，孔隙通道愈复杂，扩散路径越曲折，
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则对扩散作用阻碍效果更加显著，即表现出更小的有

效扩散系数和更大的扩散迂曲度。而在纯水中，溶质

扩散不存在阻碍，扩散系数即等于分子扩散系数，易

知迂曲度满足以下基本规律[2, 5]： 

1

1 
lim 1 
n







 
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              (2) 

 根据推导条件和适用性的不同，迂曲度大致可区

分为几何迂曲度、水力迂曲度、电力迂曲度和扩散迂

曲度[4,7]。一般认为，对同一多孔介质，扩散迂曲度大

于几何迂曲度，近似等于电力迂曲度，小于水力迂曲

度[4,7]。扩散迂曲度值作为迂曲度中的中位值，测算扩

散迂曲度可为其他迂曲度的取值提供参考。 
试验中常通过分别测定非活性溶质在自由溶液和

多孔介质中的扩散系数，再由式（1）确定介质的扩散

迂曲度值，但这类试验往往需要持续数周甚至数月[5-6]。

由于多孔介质性状复杂且易变，孔隙率、含水率、堆

积特征、土壤结构、土壤材质以及温度等因素的改变

即可能影响多孔介质对水和溶质的传导规律。常规宏

观试验难以实现对孔隙结构和试验条件的精准控制，

也难以具体分析多孔介质结构参数对其运移特性的影

响，因此，发展孔隙尺度数值仿真技术对推动多孔介

质传质研究和迂曲度研究意义重大。受限于孔隙结构

的复杂性，对多孔介质的输运过程进行孔隙尺度建模

研究在过去进展缓慢，20 世纪 70 年代前这甚至被认

为是不可能的任务[4]。而随着新型数值计算方法的兴

起和计算机计算能力的不断提升，数值法研究的关注

点也正逐渐从求解基于表征体元（REV）尺度的微分

方程，转向模拟计算基于孔隙尺度的实体介质。近年

来涌现出了一系列适用于介观尺度且易于并行计算的

数值算法，包括光滑粒子流体动力学（SPH），格子玻

尔兹曼方法（LBM）以及计算流体力学（CFD）等方

法已经被用于分析孔隙尺度的相关问题[8-9]。 
 SPH（光滑粒子流体动力学）是一种拉格朗日形

式的无网格粒子算法，目前已被广泛地应用于流体力

学和固体力学[10-12]。SPH方法在孔隙尺度多孔介质输

运方面已有一定的研究基础[12-18]。Zhu等[13]提出一种

模拟孔隙尺度饱和水动力扩散的SPH数值模型，通过

模拟对流过程计算了二维周期多孔介质的水力迂曲

度。Tartakovsky等[12,14]提出孔隙尺度下的SPH多相流

模型，并用于模拟研究多孔介质的异质性和各向异性

对多相流的影响以及溶质运移过程。Ryan等[15]将该模

型进一步拓展于孔隙尺度的溶质竞争吸附问题，并将

模拟结果与达西尺度下的数值解进行对比验证。Kunz
等[16]采用SPH方法模拟了二相流在孔隙结构中的排水

过程，并与模型试验进行比较。Sivanesapillai等[17]则

通过SPH模拟得到了孔隙尺度下非均质非饱和二维多

孔介质中的排水过程。在用于孔隙尺度问题研究时，

SPH方法与其他传统方法相比有一定优势。由于其无

网格特性，生成复杂孔隙空间的离散计算成本更低[17]，

且其拉格朗日框架可便捷生成复杂边界，并易于在物

质交界面处施加物理或化学作用[15]。 
本文采用SPH方法模拟了孔隙尺度下的扩散试

验，根据仿真结果可拟合得到重构三维多孔介质的扩

散迂曲度值。文中分别采用离散元法（PFC）和蒙特

卡洛法随机生成三维球体堆积土柱和三维片层状重构

土柱用于仿真试验，并根据计算结果探讨了片层颗粒 
的偏角对片状多孔介质扩散迂曲度的影响。 

1  SPH 计算方法 
1.1  SPH 方法基本原理 

SPH 方法基本思想是将问题域考虑为一系列粒

子，粒子兼具近似点和材料成分的功能。在求解控制

方程时，先需采用积分表示法近似场函数 f (x)[10,18]： 
( ) ( ) ( , )df x f x W x x h x



   
  

，       (3) 

式中，h为核函数的光滑长度，Ω为积分区域，W(xx′,h)
为光滑函数，可理解为点 x 处的函数值在 x′处的权重，

文献[10]中对核函数有详细介绍，文中核函数选用三

次 B-样条函数。  
再将式（3）进一步近似为粒子叠加求和的离散化

形式，则第 i 粒子点对应的粒子近似式为[10, 18]  

    
1
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式中，N 为 i 粒子的积分区域内其他粒子总数，xi，xj

分别为粒子点 i 和 j 对应的坐标，相应的 mj，ρj为粒

子点的质量和密度，定义 ij i jr x x  。 
1.2  SPH 扩散方程 

若不考虑对流和吸附，溶质的稳态迁移扩散用

Fick 第二定律描述，控制方程为[19] 
2

e
C D C
t


 

   
。             (5) 

Cleary 等[20]提出针对扩散方程的优化 SPH 公式，

并用于求解传热问题，该改进可确保在不连续材料中

热流传递的连续性。Bai 等[21]进一步研究验证了该方

程在各类边界条件下求解热扩散问题时的准确性，并

提出一种针对规则粒子排布形式的边界优化方法。 
参考文献[20，21]中对热扩散方程的离散形式，

可得到扩散方程的 SPH 近似表达式: 

e e

1 e e

d 4 1=
d

i jN
j iji

iji j
j j ijij

m WC D D C
t D D rr

 
 
   


 

 ， (6)
 



第 5 期                     饶登宇，等. 孔隙尺度下三维多孔介质扩散迂曲度的 SPH 计算 963 

 

式中， ij i jC C C  。由式（9）可知，若设定固体粒

子的溶质扩散系数 De为 0，则固体粒子项在流体粒子

的近似表达式计算中无累加值，因而固体粒子在溶质

扩散计算中可直接省去。 
对于扩散问题，时间步长需满足以下规则[20-21]： 

2

e

min ht
D
 

  
 

≤

  
，          (7) 

式中，  为计算参数，相关研究表明当  <0.15 时计

算是稳定的。时间积分采用具有二阶精度的改进 Euler
预测-校正方法计算[21]。在每个计算步开始前，计算

浓度预测值： 

d( ) ( )
d t

CC t t C t t
t

    

  
。      (8) 

在计算步结束后计算校正值： 

d d( ) ( )
2 d dt t t
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t t
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1.3  解析解 

对单向扩散问题，假定介质中溶液的初始质量浓

度为 C0，介质两端为浓度始终等于 0 的第一类边界条

件，则该问题可归结为以下一维定解问题： 
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采用分离变量法求解，可解出解析解为 
2 2

0 2
1
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式中，L 为介质厚度，D 为介质中的扩散系数，若将

多孔介质平均化为连续介质，采用扩散方程描述其孔

隙水中的扩散现象时，则 D 即为有效扩散系数。 
若求和级数的累加次数 k 取 20，再将式（11）中

的变量无量纲化：时间因数 Tv=Det / L2，定义位置因

数 X=x / L。并结合式（1）可得 

 
20

2 2 v

10

( , ) 1 cos π2 sin π exp π  
πk

TC x t k k X k
C k 

      
 

 。(12) 

由式（12）可知，对于等效的一维土柱试验，溶

质迁移演化程度仅与时间因数 Tv相关。由于常规溶质

在实际环境中扩散系数 De的数量级一般在 10-9 m2/s，
因此若要将溶质迁移推进到一定的时间因数需要消耗

大量时间，这也是造成有效扩散系数试验时间周期长

的主要原因。在仿真试验中，可通过选取合适的时间

步长来避免这一问题。 
1.4  仿真试验实施过程 

首先对计算模型做如下规定：①流场饱和；②多

孔介质骨架不发生变形；③孔隙水不流动；④溶质的

质量和密度忽略不计。 
以图 1 所示的介质为例：扩散场为二维正方形多

孔介质，厚度 L = 0.012 m，介质中填充为等尺寸且整

齐排布的圆形颗粒；流体粒子按间距 Δx = 0.0001 m 等

距布置，左右两侧设置边界粒子用于施加浓度边界条

件。图 1 中固体粒子已被省略，扩散域内流体粒子总

计 9344 个，孔隙率 n = 0.65。设定溶液中含有某溶质，

初始浓度为 C0，两侧边界粒子浓度始终为 0；设定溶

质的分子扩散系数 De = 1×10－9 m2/s。 

图 1 粒子化二维多孔介质 

Fig. 1 Discretization of 2-D porous media 

采用 SPH 计算该问题，首先需对粒子赋初值，

再计算相邻粒子对，最后根据扩散方程逐步计算并更

新每个粒子的浓度。计算中，光滑长度 h 选取为 1 倍

粒子间距，时间步长 Δt = 1 s，图 2 给出了 Tv = 0.1
（14400 计算步）时介质中的浓度分布情况。根据计

算结果，采用等坐标位置取平均值的方法计算介质中

不同深度处的平均浓度，得到图 3 所示的浓度分布。

采用式（12）对浓度分布曲线进行拟合，可得到扩散

迂曲度值，再由式（1）即可计算得到有效扩散系数。 

 

图 2 二维多孔介质浓度分布图 

Fig. 2 Concentration distribution of 2-D porous media 

为验证 SPH 计算扩散问题的准确性，并对比说明

多孔介质对溶质扩散的阻滞效果，计算中增设了孔隙

率 n = 1 的对照组（即扩散域完全填充为流体粒子，

粒子个数 14400 个），此时算例可以完全等效为一维分
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子扩散问题。计算结果见图 3，n = 1 的数值解与解析

解保持一致，说明 SPH 算法在求解扩散方程是准确

的。图 3 中对照给出了 Tv为 0.005，0.05，0.1 时，n = 
1 和 n = 0.65 两种算例的溶质浓度分布曲线。对比可

知，在时间因数相同时，由于多孔介质中存在颗粒交

错的孔隙结构，使得溶质的扩散方向偏离宏观浓度梯

度方向，明显减缓了溶质的扩散速度。 

图 3 浓度分布曲线 

Fig. 3 Distribution curves of concentration 

针对如图 1 所示的等粒径对齐圆形颗粒介质，

Rebecca 等[22]采用交错网格有限差分方法求解泊松方

程得到扩散迂曲度，并给出了孔隙率–迂曲度趋势线。

图 4 中将本方法所得孔隙率–迂曲度关系与 Rebecca
等[22]的结果进行对比。两者符合较好，进一步检验了

本方法计算所得扩散迂曲度值的准确性。 

图 4 等粒径对齐圆形颗粒介质的孔隙率–迂曲度趋势线 

Fig. 4 Tortuosity-porosity trends for in-line array of granules with 

uniform size 

2  三维介质的仿真试验 
2.1  三维多孔介质的生成 

（1）球状堆积多孔介质 
借助 PFC3D 软件可方便快捷地生成堆积多孔介

质：只需先生成一系列粒径随机的球体，再让其自由

落体至长方形柱体内。自然堆积完成后，在堆积体上

方施加向下运动的平板，以达到压实的效果并控制堆

积体的孔隙率。生成效果见图 5（a），图中球体颗粒

共 400 个，颗粒直径在 1.0～2.5 mm 随机取值，所截

取的土柱高度 L = 0.0175m，长宽均为 0.012 m。计算

中将土柱离散化，在柱体空间内规则设置 SPH 粒子，

粒子间距Δx = 0.0002 m；图 5（b）中流体粒子共 142973
颗（不含上下界面外的 3 层边界粒子），孔隙率 n = 
0.45。仿真试验步骤和其他参数的选取与 1.4 节相

同，图 5（c）为 Tv = 0.2（12250 计算步）时计算结果。 

图 5 三维球状堆积多孔介质示意图 

Fig. 5 Schematic diagrams of 3-D sphere packing porous media 

（2）片层状分布的重构多孔介质 
片层状重构多孔介质生成方法借鉴于岩体结构面

网格的计算机生成方式，即根据实测统计分析建立多

孔介质中片层分布的概率密度函数，并通过蒙特卡洛

法按该密度函数采样，从而得到与实际相接近的人工

随机介质。对于复杂问题甚至可根据需要生成四面体、



第 5 期                     饶登宇，等. 孔隙尺度下三维多孔介质扩散迂曲度的 SPH 计算 965 

 

图 6 层状重构多孔介质示意图 

Fig. 6 Schematic diagrams of layered reconstituted porous media 

 

图 7 层状重构多孔介质计算结果（Tv = 0.2） 

Fig. 7 Calculated results of layered reconstituted porous media (Tv = 0.2) 

八面体颗粒或“人”字、“X”型颗粒等。这里简单地

采用均匀分布生成随机变量，片层颗粒为片状长方体

（定义长高比和宽高比均大于 2 的长方体为片状）。 
为分析片层状多孔介质中层面倾角对扩散迂曲度

的影响，分别按照竖片（0°）、横片（90°）和斜片

（45°）3种方式生成片状多孔介质（图 6）。土柱整体

仍为长方体，尺寸为 0.012 m×0.012 m×0.0175 m，

均匀随机填充 720 个左右片层颗粒，颗粒长宽高分别

在 2.0～3.0，1.6～2.4，0.4～0.8 mm 中随机取值，孔

隙率均控制在 0.45。图 6 给出了 3 种层状多孔介质粒

子化图，图 7 给出了 Tv = 0.2 时的计算结果。 
2.2  三维多孔介质的扩散迂曲度 

由图 7 知，若片状介质中颗粒层面沿垂直于浓度

梯度的方向（横向，90°）分布，则其对溶质扩散的

阻滞作用最为明显，斜向次之，竖向最差。计算中，

随着计算步增加，4 种介质的扩散迂曲度均能趋于稳

定值（图 8，大致从 Tv = 0.2 开始稳定）；Tv < 0.6 时，

拟合优度 R2基本保持在 0.95 以上（图 9）。 

 

图 8 扩散迂曲度与时间因数 

Fig. 8 Diffusive tortuosity versus time factor 

图 9 中，竖片状分布在计算后期拟合优度出现了

明显下降，是由于该多孔介质中存在少量闭合孔隙结

构（见图 7（b）中虚线圈出的区域）。随着扩散进行，

整体溶质浓度不断降低而闭合孔隙结构中部分粒子点

仍然保持着高浓度，使得溶质分布曲线出现突变点，

影响了整体拟合效果，建议在计算溶质分布曲线时剔

除闭合孔隙粒子点。综合考虑，扩散迂曲度按|Δτ / ΔTv| 
< 1，R2 > 0.95 的时刻取值较为合理。类似地，在保证孔
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隙率相同的前提下分别生成斜片状 15°，30°，60°，

75°介质，并计算扩散迂曲度值。图 10 给出了片状介

质的扩散迂曲度随片层偏角的变化趋势。 

图 9 拟合优度与时间因数 

Fig. 9 R-squared versus time factor 

 

图 10 扩散迂曲度与片层偏角 

Fig. 10 Diffusive tortuosity versus layer angle 

由计算结果可知，在孔隙率相同时，片层偏角对

溶质的扩散迂曲度有显著影响，横片状多孔介质扩散

迂曲度最大，斜片状次之，竖片状最小；扩散迂曲度

将随着颗粒片层偏角的增大而增大。横片状介质的扩

散迂曲度可以达到竖片状介质的 3 倍以上，而竖片状

多孔介质的迂曲度值甚至小于球状堆积介质的迂曲度

值。本文计算得到球状堆积介质的扩散迂曲度值为

1.76，与 Davarzani 等[23]通过室内试验测得的玻璃球 
颗粒柱扩散迂曲度值的分布范围基本相符。 
2.3  多孔介质的扩散迂曲度与孔隙率 

多孔介质迂曲度与其孔隙率关系密切，二者变化

有明显的规律性。大量理论及试验研究表明[2,6]，不论

是何种迂曲度，其值均随孔隙率的增大而减小，1.4
节图 4 中计算结果也说明了这一点。 

通过改变片层颗粒算子个数，可得到不同孔隙率

的三维土柱。图 11 中给出了 45 组仿真试验的计算结

果，迂曲度均按照 Tv =0.2 时刻的浓度分布曲线拟合取

值。文献[2]中系统总结了扩散迂曲度与孔隙率的理论

及经验公式。考虑到算例中土颗粒尺寸较大，故采用

指数型公式 τ = (an1－b)c 对迂曲度与孔隙率的散点图进

行曲线拟合（a，c 一般取 1）。拟合曲线形态与计算结

果吻合较好，进一步检验了计算结果的合理性。 

 
图 11 扩散迂曲度与孔隙率 

Fig. 11 Diffusive tortuosity versus porosity 

 

3  结    论 
（1）本文基于 Fortran 编程采用光滑粒子流体动

力学方法（SPH）求解扩散方程，实现孔隙尺度下三

维土柱中溶质扩散的仿真试验，从而可通过拟合得到

介质的扩散迂曲度并确定有效扩散系数。SPH 方法求

解扩散方程的准确性得到了解析解验证。二维等粒径

圆形颗粒介质的计算结果与文献中结果符合较好。 
（2）文中采用颗粒流软件便捷生成三维球体颗

粒随机堆积的多孔介质，并提出一种采用蒙特卡洛随

机生成三维片层状重构多孔介质的方法，采用该方法

可按照特定的概率密度函数生成所需的片层模型。 
（3）根据土柱仿真试验的计算结果可知：对于

片层状多孔介质，当颗粒层面法向方向与浓度梯度方

向一致时，扩散迂曲度最大；随着片层与浓度梯度方

向夹角减小，扩散迂曲度逐渐减小；当片层与浓度梯

度方向一致时迂曲度最小，甚至小于同孔隙率的球状

颗粒堆积体的扩散迂曲度值。 
（4）本文进一步拓展了多孔介质迂曲度的数值研

究手段，尤其是在孔隙尺度。采用仿真试验的方式可

实现对孔隙结构和试验条件的精准控制，并可从细观

尺度下研究多孔介质结构参数对溶质运移特性的影

响。在今后的研究中，可继续采用 SPH 方法进行多孔

介质输运相关的机理性研究。 
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