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摘  要：从横观各向同性平面问题的基本弹性方程出发，利用扩展的瑞利–里兹法，将层状横观各向同性土体划分为多

层有限区域及无限区域，每层土体作为一个块体，构造泛函，依据最小势能原理，对泛函进行变分求其驻值，结合边

界约束条件，最终求得其近似解。求解过程采用高阶多项式及无穷坐标变换的方法实现了对无穷远处边界的高精度描

述，克服了传统有限元方法对无穷远处结构盲目截断的缺点，同时又具有解析法精确求解的优点。根据公式，编制了

Mathematica 计算程序，得到了非对称荷载作用下层状横观各向同性地基变形的解答，并分析了横观各向同性参数和层

状性质对地基变形的敏感程度，最后将其应用到某地连墙成槽施工引起的地层变形计算，研究表明该计算程序可快速

简便地求解地连墙成槽施工引起的地层变形，具有较强的工程实用性。 
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Abstract: This study starts with the fundamental elastic equations for transversely isotropic plane problems by dividing the soil 

strata into a multi-layered finite region and an infinite region using the extended Rayleigh-Ritz method. Each layer of soil mass 

is treated as a block, and a function is constructed. The stationary values of the function are sought via the variation method in 

accordance with the principle of minimum potential. Boundary conditions are considered to seek the approximate solution. The 

solving process adopts higher-order polynomials and the transformation of infinite coordinates, achieving high accurate 

description of infinity boundary and overcoming the weakness of blindly truncating the infinity structures by the traditional 

finite element methods. A Mathematical computation program is compiled based on the formula and the solution to the plane 

strain problems of layered foundation under asymmetric loading is obtained. The sensitivity of the transversely isotropic 

parameters and layered properties to the deformation of the multi-layered soils is analyzed. Finally, it is applied to the 

calculation of ground deformation caused by the construction of a diaphragm wall. The research shows that the proposed program 

can quickly and easily calculate the ground deformation during slurry trench excavation, and is of engineering significance.  
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0  引    言 
天然土体很多是自然沉积形成的，具有层状构造，

其平行于层理方向一般呈各向同性，垂直于层理方向则

因为沉积矿物成分及物理性质的差异而呈各向异性[1]。

在基础设计过程中，如果将土体假设为均质各向同性

介质，则很可能会误估建筑物的沉降，危害建筑物的

安全[2]。 
对于条形荷载作用下横观各向同性地基的应变状

态的求解，可简化为平面应变问题。平面应变问题是

三维空间问题的一种特殊情况，即假定 y 坐标轴方向

无位移。研究层状横观各向同性地基平面应变问题具

有一定的现实意义，如在层状横观各向同性地基中开

挖地连墙槽段，槽壁受侧向水土压力与泥浆压力的共

同作用，可简化为受三角形水平分布荷载作用的平面
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应变问题来求解地层的变形情况。 
目前对于层状结构变形的求解方法主要有[3]、柔

度矩阵法[4-5]、传递矩阵法[6-9]、精确的刚度矩阵法[10-11]

及解析层元法[12]等。在现有的层状结构求解的方法

中，传递矩阵法存在计算时溢出的问题，而刚度矩阵

法中的矩阵元素表达式复杂，不便于实际应用。 
本文从横观各向同性平面问题的基本弹性方程出

发，利用扩展的瑞利–里兹法研究层状横观各向同性地

基变形问题的近似解，并编制了Mathematica计算程

序，通过求解总体刚度矩阵的线性方程组，得到非对

称荷载作用下层状横观各向同性地基变形问题的解

答，并对该解的准确性进行验证，同时分析了横观各

向同性各参数及层状性质对地基变形的敏感性。最后

将其应用到某地连墙成槽施工引起的地层变形计算，

为类似工程的设计与施工提供参考。 

1  层状横观各向同性地基近似解析解

的推导 
1.1  求解思路 

已知横观各向同性体中参数 E1， 1 ，G1为水平向

的弹性模量，泊松比及剪切模量；E2， 2 ，G2为竖向

的弹性模量，泊松比及剪切模量； 1 1 1/ 2(1 )G E   ，

而 E2，G2， 2 无内在关联。 
瑞利–里兹法求解应变近似解析解的思路如下： 
（1）假定任一层状区域内任一点的水平位移 u(x, 

z)，竖直位移 v(x，z)的表达式。 
（2）构造泛函 

T T T T
v s

1 d d d
2

u LDL u u Lp u p B
  

       ，(1) 

式中， T T1 d
2

u LDL u


 为弹性体的应变能， Tu


   

T
v sd dLp u p B



   为外荷载的势能，u 为位移，L 为

微分算子矩阵，D 为弹性矩阵，表示应力应变关系， sp
是作用在上面的分布面力矢量， vp 是体积力矢量。 

（3）依据最小势能原理，对泛函进行变分求其驻

值，同时考虑边界条件的约束，求解待定参数。 
对于地表以下受水平非对称荷载作用的层状横观

各向同性土体，结构复杂，参数较多，使用传统的瑞

利–里兹法求解，积分难度较大，难以得出最终的结果，

所以为求解方便，节省计算时间，将层状横观各向同

性土体划分为多层有限区域及无限区域，有限区域及

无限区域位移均采用多次多项式假定，将每层土体作

为一个块体，利用扩展的瑞利–里兹法对其进行近似解

析解的求解，区域示意图如图 1 所示。 

 

图 1 横观各向同性地基分层示意图 

Fig. 1 Schematic drawing of transversely isotropic strata 

HFE 为有限区域，iHFE 为无限区域，模型右侧

边界一定深度内受荷载作用，其余深度土层右侧边界

受水平位移约束。左侧及下部边界为无穷远处。 
二维位移函数 

0 1 2 3w= C +C +C +C     ，       (2) 

经推导，可等价于 
 1 2 21 3 3 44( ) ( ) ( )w = N , w + N , w + N , w + N , w        ， 

(3) 
式中， 1

1 (1 )(1 )
4

N     ， 2
1 (1 )(1 )
4

N     ， 3N   

1 (1 )(1 )
4

   ， 4
1 (1 )(1 )
4

N     。 

1.2  有限部分推导 

为了提高假定的多项式精度，可增加待定系数的

个数，如： 
2 2 3

0 1 2 3 4 5 6w C + C + C +C + C + C + C +       
2 2 3

7 8 9     m m
nC +C +C +C        ，   (4) 

可等价地假定为 

( ),
n

i i
i=1

w = N w    。            (5) 

引入坐标变换，建立（x-z）与（ξ-η）之间的一

一对应的关系。有限区域的坐标变换如图 2 所示。  

 

图 2 有限区域坐标变换 

Fig. 2 Coordinate transformation 

满足两坐标系下的同号节点一一对应，则有 
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4

( ),i i
i=1

x N x  ；
4

( ),i i
i=1

z N z   ， (6) 

而对几何方程插值后得 
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借助链式法则有 
       
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  ，             (9) 

这样式（7）中 B 矩阵便可解出，将应变[ε]根据最小

势能原理代回可得节点位移矩阵： 
   T

1 1 2 2 6 6e u w u w u w    。  (10) 
经过多次调试，尽量平衡计算时间与计算精度，

本文中式（4）采用 8 次多项式假定。 
1.3  无限部分推导 

无限部分形函数与有限部分中一致，节点编号也

一致，但其坐标变换有所不同，如图 3 所示。 

 

图 3 无线区域坐标变换 

Fig. 3 Coordinate transformation 

可见，①，②，③，④围成的区域是内映射的，

而其他区域是外映射的，在坐标变换时，仅需①，②，

③，④点的坐标，无穷远处的坐标是不需要指定的。

为建模方便，可以形式上指定无穷远节点坐标，方便

查看，但实际计算不会受影响。 

2  验    证 
为验证近似解析解计算结果的准确性，本文采用

MIDAS/GTS中自带的正交各向异性–横观各向同性模

型进行验证。 

本文对水平向均布荷载作用下 3 层横观各向同性

地基进行求解，模型如图 4 所示。 

图 4 计算模型图 

Fig. 4 Computational model 

MIADAS 有限元地基模型的范围设置为 136 
m×136 m，左侧与底部边界受法向位移约束，右侧边

界上部受 x 向均布荷载 p 作用，p=10 kPa，作用深度

D=8 m，右侧边界下部受法向位移约束；而近似解计

算模型右侧边界约束条件同有限元模型，左侧及底部

边界为无限边界，为方便与有限元算法计算结果比对，

近似解计算程序模型范围为 136 m×12 m，有限及无

限区域的划分如图 1 所示，其中有限区域范围为 100 
m×8 m，有限元模型各层地基弹性参数如表 1 所示。 

表 1 各地层参数表 

Table 1 Soil parameters 
地层

编号 
E1 

/MPa 
E2 

/MPa 
G2 

/MPa 1  2  h/m 

① 20 10  8.00 0.3 0.25 3 
② 22 11  8.46 0.4 0.30 3 
③ 30 15 12.00 0.3 0.25 130 

将求解结果与 MIDAS/GTS 计算的结果进行比

对，如图 5，6 所示，各点吻合度较高，说明本计算程

序求解层状横观各向同性地基变形具有较高的准确性

和计算精度。 

图 5 层状地基验证例水平位移比对 

Fig. 5 Comparison of horizontal displacement  
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图 6 层状地基验证例竖向位移比对 

Fig. 6 Comparison of vertical displacements 

3  参数敏感性分析 
由上述分析可知，层状横观各向同性地基的性质

主要与 1 2/n E E ， 1 2/m G G ， 1 2/t   等横观各向同

性参数以及地基层状结构等因素相关。现采用单一变

量法分析在水平均布荷载作用下各因素对横观各向同

性地基变形的影响。 
3.1  横观各向同性参数的影响 

本算例模型尺寸及边界条件同前节，设置算例条

件为：E1=20 MPa， 1 =0.25，G1=8 MPa，E2=10 MPa，

2 =0.3。分别取 m=1，2，3 即 G2=8，4，2.6 MPa。计

算结果见图 7，8。 
m 越小，则表示土体竖直方向刚度越大，从图 7

中可以看出土体的竖向位移随着 m 的增加而逐渐增

加，从图 8 中看出，随着 m 的增加，最大水平位移也

逐渐增加。 
此外，经过比对可知，土体表面沉降随着 n 和 t

的增大而逐渐增大，但是随着 n 和 t 的增大，沉降量

受其影响会逐渐减弱，从计算结果来看水平位移随着

t 的增加而增加，但若只改变 n，对土体的水平变形无

太大影响。 

图 7 参数 m 对竖向位移的影响 

Fig. 7 Influences of m on vertical displacement 

图 8 参数 m 对水平位移的影响 

Fig. 8 Influences of m on horizontal displacement 

3.2  层状地基的影响 

综上可知，对于地层变形敏感度较高的参数为

E1，E2，所以本算例考虑层状横观各向同性地基在水

平荷载作用下每层弹性参数不同对地层变形的影响，

主要控制变量为各层 E1，E2。 
本算例模型尺寸及边界条件依然如前节，土体分

为 5 层，假定各层下列参数均相同：G2=3 MPa，

1 =0.25， 2 =0.3，横观各向同性参数 n=2，有限区域

各层地基 E1，E2及深度 h 如表 2 所示。各工况地层分

布如表 3 所示。 
表 2 各地层参数表 

Table 2 Soil parameters 
土层编号 E1/MPa E2/MPa h/m 

① 2 1 2 
② 6 3 2 
③ 16 8 2 
④ 25 12.5 2 
⑤ 30 15 4 

表 3 各工况地层分布表 

Table 3 List of soil strata 
工况一 工况二 工况三 工况四 工况五 

① ① ① ① ① 
② ② ② ② ① 
③ ③ ③ ② ① 
④ ④ ③ ② ① 
⑤ ④ ③ ② ① 

计算结果如图 9，10 所示。从图中可以看出深层

地基的非均质属性对于土体的水平及竖向变形的影响

较小，上层土的弹性模量对地基水平位移及竖向位移

的影响要大于下层土。此算例说明，在计算中考虑土

的分层特性十分有必要。 

4  工程实例应用 
如上所述，地连墙成槽开挖引起的地层变形问题 
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图 9 各工况水平位移 

Fig. 9 Horizontal displacements of various cases 

 

图 10 各工况竖向位移 

Fig. 10 Vertical displacements of various cases  

可以视为平面应变问题。以苏州某地连墙为例，应用

本计算程序计算泥浆护壁条件下地连墙成槽引起的地

层变形，并与现场实测变形数据进行比对，以验证本

计算程序的实用性。 
根据工程勘察报告，将成槽开挖段地层划分为 8

层，各层层高及弹性参数见表 4，取横观各向同性参

数 t=1。为简化计算，假定各层土重度相同 sat =17 
kN/m3，静止土压力系数 K0=0.35，泥浆重度 s =12 
kN/m3，地下水重度 w =10 kN/m3，地连墙开挖深度为

z=45 m。 
假定泥浆液面及地下水位线与地表平齐，在泥浆

护壁地连墙成槽过程中，泥浆压力从地表随深度 z 呈

三角形分布。p 为泥浆压力与侧向静止土压力的差值，

x 向为正值，下式所示： 

0 sat w w s( ) ( )p K z z         ，     (11) 
计算模型简图如图 11 所示，计算结果如图 12，13 所

示。 
从图 12，13 中可以看出近似解析解计算出来的结

果与实测的水平位移趋势相近，除土体表面 2 m 深度

内的比对误差略大，约为 23%。其余深度计算值与实

测数据误差均控制在 11%内，Mohamed 等 [13]结合

Clough 等[14]的现场实测及室内试验结果，分别给出了

地连墙成槽开挖过程中最大竖向沉降及槽壁水平位移

的建议曲线，文献[13]建议地连墙成槽长度大于 4.8 
m，深度大于 30 m 的正常工程应使用中限，文献[13]
同时给出了水平位移值的两条边界曲线，认为正常工

程中沟槽附近得测的位移值通常在下限和上限的边界

之间，与本算例计算结果基本吻合，近似解析解的计

算结果具有一定的可靠性。 

图 11 计算模型图 

Fig. 11 Computational model 

表 4 各地层参数表 

Table 4 Soil parameters 

地层

编号 E1/MPa E2/ MPa G2/ MPa 1  

( 2 ) 
h/ m 

①  0.30  0.15 0.03 0.3  2.90 
②  4.00  2.00 0.40 0.3  4.77 
③ 10.00  5.00 1.00 0.3  2.66 
④ 30.00 15.00 3.00 0.3  9.00 
⑤ 45.00 22.50 4.50 0.3  6.13 
⑥ 48.00 24.00 4.80 0.3 19.99 
⑦ 49.62 24.81 4.96 0.3  9.71 
⑧ 50.00 25.00 5.00 0.3 19.34 

 

图 12 地层水平变形比对 

Fig. 12 Comparison of horizontal displacements 

在本算例中近似解析解的计算结果略微偏大，分

析其原因，主要是土体材料本构极为复杂，往往呈弹

塑性，而且横观各向同性土体弹性参数大多由系数计
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算而得，与实际情况存在差异性。但从工程应用来看

近似解析解更为安全，本计算程序可在相关工况下，

快速简便地计算地连墙开挖引起的土体位移，为类似

工程的设计与施工提供参考。 

图 13 地层竖向变形比对 

Fig. 13 Comparison of vertical displacements 

5  结    论 
从横观各向同性平面问题的基本弹性方程出发，

利用扩展的瑞利–里兹法研究层状横观各向同性地基

应变问题的近似解析解，采用高阶多项式及无穷坐标

变换的方法实现了对无穷远处边界的高精度描述，克

服了传统有限元方法对无穷远处结构盲目截断的缺

点，同时又具有解析法精确求解的优点，并编制了

Mathematica 计算程序，程序计算结果具有较高的准确

性和计算精度。从前文分析可知： 
（1）横观各向同性参数和层状结构对地基变形有

着较大的影响，其中水平向与竖向弹性模量的比值对

于竖向位移，水平向与竖向剪切模量的比值对于水平

位移以及层状特性敏感性较高。 
（2）将地连墙成槽开挖简化为三角形荷载作用下

的平面应变问题，程序计算结果与实测数据变形趋势

一致，具有一定的可行性，本计算程序可在相关工况

下，快速简便地计算地连墙开挖引起的土体位移，为

类似工程的设计与施工提供参考。 
由于层状横观各向同性地基比均质各向同性地基

更接近土体真实的材料特性，所以在工程实际应用中

考虑土的横观各向同性性质与分层特性是十分有必要

的。 
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