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位移多点约束法在面板堆石坝精细模拟中的应用研究 
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摘  要：面板堆石坝数值模拟中为了兼顾计算精度和计算效率，可对混凝土面板划分精细网格，并与堆石体相对稀疏

的网格进行合理的连接过渡。基于自主研发的有限元执行平台，开发实现了基于位移多点约束的疏密网格过渡方法，

并应用于在建 200 m 级面板堆石坝工程数值模拟。通过方案对比，验证了该方法的精度，且面板精细网格与堆石体稀

疏网格之间变形协调。相较于传统模拟方法，面板精细模拟方法可细致表达面板内应力变化梯度，能够为跨尺度精细

模拟混凝土面板性状提供技术基础。该方法简便实用、易于数值实现，具有较好的推广应用前景。 
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Application of displacement multi-point constraint refinement method in           
simulation of concrete-faced rockfill dams 
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Abstract: In the numerical simulation of a concrete-faced rockfill dam, to consider the accuracy and efficiency of calculation, 

the concrete slab can be simulated using fine mesh and the rockfill can be simulated using relatively coarse mesh. Therefore, the 

proper algorithm should be established between the slab and the rockfill for transferring the load and displacement. An 

algorithm to connect the fine mesh and the coarse mesh is developed based on the multi-point constraint method. It is used to 

simulate a 200 m-high concrete-faced rockfill dam under construction. By comparing the results of the traditional simulation 

and the current method, it is shown that the proposed method has good precision, and the deformation is continuous at the 

interface between the slab and the rockfill. Compared with the traditional simulation, the simulation based on the displacement 

multi-point constraint refinement method can describe the stress gradient in the slab, which can provide a technical basis for 

simulating the local damage of the concrete slab. The proposed method is practical and easy to implement numerically, and it 

has a good future for application. 
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0  引    言 
近年来，面板堆石坝发展迅猛，世界上在建的多

座高坝已达 250 m 级[1]，由于缺乏相关设计和建设经

验，坝体应力变形控制面临严峻考验[2]。有限元方法

在面板堆石坝工程中应用广泛[3-4]，随着大坝工程规模

增大、建设难度增高，对数值模拟精度也提出了更高

要求。大型工程的计算模拟往往工作量大、时间进度

紧迫，研究人员应兼顾计算精度和计算效率。虽然近

些年计算机运算速度和容量大幅增长，但对于具有强

非线性、弹塑性特征的筑坝土石料来说，其静、动力

分析耗时仍然较长，所以数值模型的建立应重点关注

工程核心问题，几何模型尽量做到详略得当。对于混

凝土面板堆石坝来说，面板以及接缝构成的防渗体安

全是工程关心的重中之重，由于混凝土面板是薄板结

构，而常规网格剖分面板在长、宽方向和堆石体保持

同等尺寸，使得面板网格过于粗糙，且面板单元在长、
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宽方向的尺寸远大于厚度方向，导致面板模拟精度降

低。一般认为，面板单元尺寸应达到米级，对于面板

局部破坏、裂缝扩展等特殊问题单元尺寸可能需达到

厘米级，且三向尺寸差应尽可能小，常规方法中若要

保证面板足够计算精度，对于 250 m 级堆石坝及其附

近地基，离散后单元数量可能至数百万甚至千万，计

算成本大为增加。工程经验表明，筑坝堆石体因其应

力变形变化平缓，可设置相对稀疏的计算网格，而混

凝土面板应力变化梯度大，应布置精细网格[5]。因此，

在面板堆石坝数值模拟中对面板划分精细网格，而对

堆石体划分相对稀疏的网格，然后对两者建立合理的

过渡连接是行之有效的方法。 
目前，将疏密网格过渡的算法应用于混凝土面板

精细模拟的研究尚不多见，其中清华大学周墨臻等[6-7]

基于非线性接触力学的方法，模拟了堆石体、垫层、

面板之间的多体接触特性，该方法对面板、垫层采用

较密网格，堆石体采用相对稀疏网格，各体之间通过

接触力学算法实现荷载传递，应用于了天生桥一级面板

堆石坝应力变形性状模拟。孔宪京等[8]、邹德高等[9-10]

采用多边形比例边界有限元技术实现了面板坝结构跨

尺度精细化分析，该方法对混凝土面板划分精细网格，

并采用多边形比例边界有限元单元与相对稀疏的堆石

体单元连接，已应用于数座在建高面板坝工程。 
本文将位移多点约束法引入了面板堆石坝工程数

值模拟，在自主研制的 TOSS3D 有限元平台上开发实

现，并应用于了在建的 200 级面板堆石坝中面板与堆

石体的疏密网格连接，研究结果表明，该方法简单实

用、精度较高、疏密网格交界面位移协调能严格满足，

可为跨尺度精细模拟混凝土面板性状提供技术基础，

具有较好的应用前景。 

1  位移多点约束法基本理论 
位移多点约束法通过引入位移约束方程，实现位

移场函数在交界面连续传递。有限元中，在形成刚度

矩阵和荷载列阵时根据引入的位移约束条件消去受约

束的自由度，保证位移场在交界面精确传递[11]。 
本文采用钟红、林皋等人提出的基于矩阵运算的

多点位移约束方法[5]，引用文献[5]二维有限元案例进

行说明，图 1 中密网格单元 I、单元 II 与稀疏单元 III
在界面 6-4 上进行过渡，其中结点 5 为单元 I，II 共有，

与单元 III 无关。各结点自由度编号见图中括弧内，6-5
长度为 L1，5-4 长度为 L2，记 2L= L1+L2。单元 III 为
常规单元，其刚度矩阵、荷载列阵按常规有限元方法

处理。单元 I、单元 II 位移列阵可表示为 

 T1 2 3 12 12 1
, , , ,e    


       ，    (1) 

为了保证疏密网格界面处的位移协调，引入以下线性

插值约束条件： 
2 1

9 11 72 2
L L
L L

       ，          (2) 

2 1
10 12 82 2

L L
L L

      ，          (3) 

由式（2），（3）可以看出，结点 5 处自由度并不是

独立的，可由结点 6，4 表示，所以在形成刚度矩阵、

位移列阵、荷载列阵时应根据约束条件（2），（3）
将自由度 9，10 消去。此处自由度 9，10 并不是独立

的，且不会出现在最终的平衡方程中，称为“从自由

度”，其结点称为“从结点”。自由度 7，8，11，12
是完全独立的称为“主自由度”，其结点称为“主结

点”[5]。 
单元 I、单元 II 中独立自由度的列阵为 

 T'
1 2 3 7 8 11 12 10 1

[ ] , , ,..., , , ,e       


  ，  (4) 

由式（2），（3）可推导得 e 和 'e 存在以下转换关系： 
'

12 1 12 10 10 1[ ] [ ] [ ]e eA       ，        (5) 

式中，  12 10
A


为转换矩阵。 

 

图 1 多点约束法二维示例 

Fig. 1 2D example of multi-point constraint refinement method 

单元Ⅰ、单元Ⅱ刚度矩阵记为 012 12
K


，考虑到结

点 5 处的自由度可分别由结点 4，结点 6 表示，实际

上单元Ⅰ、单元Ⅱ中只有 10 个独立的自由度，所以刚

度  012 12
K


会缩聚为  10 10

K
 ，其转换关系见下式： 

       T 0

10 10 10 12 12 12 12 10
K A K A

   
   。   (6) 

将式（6）展开，可清晰看出其缩聚运算的物理意

义，式（6）实际上是将与自由度 9，10 相关的刚度矩

阵元素，根据插值关系（2），（3）分配，分别叠加

到自由度 7，11，8，12 对应的元素位置。 
相应地，单元 I、单元 II 荷载向量 12 1[ ]eR  也应进

行相应转换，如下式 
 T10 1 12 110 12

[ ] [ ]e eR A R
 
   。         (7) 

将式（7）展开，可看出该转换的物理意义在于将

自由度 9，10 处的荷载分量按照与式（2），（3）同

样的插值方式分配至自由度 7，11，8，12 元素位置，
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2 / 2L L 和 1 / 2L L 为荷载分配的权重。 
最后将转换后单元Ⅰ、单元Ⅱ刚度矩阵 10 10[ ]K  ，

荷载矩阵 10 1[ ]eR 
 叠加至整体刚度矩阵和荷载列阵，求

解得到位移列阵 10 1[ ]e 
 ，再根据式（5）求得结点 5

的位移。 
本文设计实现了位移多点约束法的三维情况，将

该方法推广至三维，如图 2，单元 e1和 e2是稀疏网格

单元，单元 e3为密集网格单元，可以得知，e3单元的

结点 o， p， q， r的 3 向位移均可由单元 e1和 e2

结点位移表示，其中结点o的三向位移 ou ， ov ， ow 

可由结点 i，j，m，n 的位移表达，q的三向位移可由

结点 m，k，l，n 的位移表示。以结点o为例，采用

等参单元插值方法，其三向位移可表示为 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

  

  

  

o i j m n

o i j m n

o i j m n

u N u N u N u N u

v N v N v N v N v

w N w N w N w N w







    


    
    

，

，

，

    (8) 

式中， 1N ～ 4N 为 i，j，m，n 平面局部坐标表示的形

函数，表达如下[12]： 

1
1 (1 )(1 )
4

N       ，       (9a) 

2
1 (1 )(1 )
4

N       ，..      (9b) 

3
1 (1 )(1 )
4

N       ，.  .    (9c) 

4
1 (1 )(1 )
4

N       ，..      (9d) 

式中， 和为结点o在 i，j，m，n 面上的局部坐标。

此时单元结点o，p，q，r的 3 向自由度均为“从

自由度”，结点 i，j，m，n，l，k 的 3 向自由度为“主

自由度”。 

 

图 2 多点约束法三维示例 

Fig. 2 3D example of the multi-point constraint refinement 

同样地，将密集网格单元 e3刚度矩阵、荷载矩阵

缩聚后，组装到整体刚度矩阵和荷载列阵，求解平衡

方程后，得到结点 i，j，m，n 处位移，再根据式（8）

反推出结点 o的位移。 
 

2  位移多点约束法的数值实现 
在常规有限元基础上易于实现位移多点约束法，

但仍需解决两个关键问题。 
2.1  三维空间中从结点局部坐标的确定 

对于二维问题，如图 1，结点 5 的局部坐标或插

值权重，可由结点 6 和 4 的相对位置很简单确定。对

于三维问题，从结点和主结点的空间相对位移可能比

较复杂。如何为每一个从结点搜索到其对应的主节点，

且确定其局部坐标是首先需要解决的问题，即图 2 中，

需要为o确定其主结点号 i，j，m，n，并求得其局部

坐标 和。本文采用如下方法： 
由于式（8）也适用于空间坐标插值，此时有 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

 

 

 

o i j m n

o i j m n

o i j m n

x N x N x N x N x

y N y N y N y N y

z N z N z N z N z







    


    
    

，

，

，

   (10) 

式中， o o ox y z  ， ， 为结点o空间坐标， i i ix y z， ， 为结

点 i 空间坐标， j j jx y z， ， 为结点 j 空间坐标，

m m mx y z， ， 为结点 m 空间坐标， n n nx y z， ， 为结点 n
空间坐标。不难发现，式（10）中 3 个方程中仅有 和
 共 2 个未知量，可以作简单的坐标系旋转，将结点

o，i，j，m，n 由整体坐标（X，Y，Z）换算至局部

坐标系（ ，， ）如下所示 

cos( , ) cos( , ) cos( , )
cos( , ) cos( , ) cos( , )
cos( , ) cos( , ) cos( , )

X Y Z X
X Y Z Y
X Y Z Z

   
   
   

     
        
         

。(11) 

由于 o，i，j，m，n 位于同一个空间平面内，坐

标变换后式（10）中第 3 个方程恒成立，此时联立前

2 个方程，求解可得到 和 ，由于该方程组是二次

的，方程根的取舍应根据条件： 

1      1 ≤ ， ≤   。         (12) 

若所有根均不能满足式（12），则说明 o并不位

于结点 i，j，m，n 形成的封闭区域内，本文研究根据

此判断条件，基于对稀疏网格界面分片判断的思路，

确定了所有从结点对应的主结点以及相应的局部坐

标。 
2.2  整体刚度矩阵的形成和存储 

常规有限元中整体刚度矩阵的有效非零元素根据

各单元内部相关自由度累加装配
[12]

，基于位移多点约

束法的整体刚度矩阵有效元素不但包含单元内部相关

自由度累加装配，还包括由于主、从自由度的插值联

系形成的单元外部自由度关联。 
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表 1 筑坝料“南水”模型参数 

Table 1 Parameters of “NHRI” model 

坝体分区 d /(g·cm-3) 0 /(°)  /(°) k  n  fR  cd/% nd Rd 

Part A/ Part B 2.30 47.8 6.3 789.6 0.25 0.67 0.61 0.54 0.65 

图 1中常规有限元方法中整体刚度矩阵元素 17K ，

18K 必然为 0 元素，因为结点 1 和结点 4 未通过任何

一个单元连接，所以无论是指示矩阵形成或者刚度矩

阵的压缩存储， 17K ， 18K 均不是有效元素。但是采用

了位移多点约束法后， 17K ， 18K 不再是 0 元素，这是

由于自由度 1 通过单元 I 与自由度 9，10 关联，而自

由度 9，10 是从自由度，其又和自由度 7，8 关联，这

样间接地自由度 1 也与自由度 7，8 关联。因此在指示

矩阵形成过程中应通过主面—从面几何模型信息判断

有效元素位置，整体刚度矩阵则依据指示矩阵进行装

配。 

3  算例验证 
本文基于 TOSS3D 有限元平台，开发实现了基于

位移多点约束的疏密网格过渡方法。TOSS3D 程序最

早由沈珠江院士主持开发，已先后应用于国内外数十

座大坝静动力性状模拟，近些年在地震动输入、动力

弹塑性模拟、接触模拟方面进行了一系列改进。 
本研究首先采用简化模型坝对程序进行验证，模

型坝几何尺寸如图 3，大坝被切分为 Part A 和 PartB
两部分，为验证算法的正确性采用了以下 2 个方案：

①采用常规有限元方法，Part A 和 PartB 网格连续，

如图 4（a）；②Part A 和 PartB 分别独立剖分网格，

交界面处网格不连续，采用本文开发的位移多点约束

方法进行连接过渡，如图 4（b）。 

 

图 3 简化大坝几何尺寸 

Fig. 3 Sizes of simplified dam 

整体坐标规定如下：X 轴为坝轴向，由坝左岸指

向右岸，Y 轴为顺河向，指向下游为正，Z 方向为垂

直向，向上为正。计算模型底边界结点施加 3 向约束，

坝轴向两侧面结点施加 X 向约束。坝料模型采用“南

水”模型[13]，材料参数如表 1。 
图 5 为简化大坝蓄水期坝体位移与主应力分布，

可以看出 2 个计算方案坝体变形大小分布规律基本一

致，顺河向位移极值两种方法误差在 4%以内，沉降

极值误差为 0.3%，坝体大、小主应力分布非常接近，

极值误差分别为 0.3%和 0.7%。图 6 给出了 2 方案蓄

水引起的坝体变形增量，可以看出，2 方案位移增量

基本吻合，这说明本文开发的算法能保证非连续网格

界面处位移和荷载高精度传递。图 7 给出了蓄水引起

的坝体网格变形，考察 Part A 和 Part B 界面处计算结

果可以看出，交界面处严格变形协调。 

图 4 简化坝计算方案 

Fig. 4 Calculation schemes of simplified dam 

4  工程应用 
4.1  工程概况 

在建的老挝 Nam Ngum 3 面板堆石坝，位于湄公

河左岸一级支流 Nam Ngum 河上，大坝最大坝高达

210 m，正常蓄水位高程为 723.0 m，典型断面材料分

区与填筑次序如图 8 所示。坝体填筑分Ⅲ期，坝体填

筑到顶后再进行面板浇筑，面板分Ⅱ期浇筑，Ⅰ期面

板顶高程为 650.0 m。图 9 为根据实际地形建立的面

板坝三维模型，离散后结点总数 257004 个，单元总数

207858 个，建模时对面板以及附近区域（面板、垫层、

接触面、止水接缝）进行独立加密剖分，垫层区与过

渡区交界面采用多点约束法连接，如图 10。防渗体及

附近单元数共计 154855 个，占总单元数的 74.5%，面

板单元最大尺寸小于 2 m。筑坝料采用“南水”模型，

参数如表 2。面板—垫层接触面、止水接缝模拟如文献

[14]，面板—垫层接触面模型如式（13），参数如表 3。 
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表 2 Nam Ngum 3 筑坝料“南水”模型参数 

Table 2 Parameters of “NHRI” model for Nam Ngum Dam 3 

坝体分区 d /(g·cm-3) 0 /(°)  /(°) k  n  fR  cd/% nd Rd 
垫层 2.27 50.8 7.2 1295 0.27 0.70 2590 0.52 0.53 
过渡 2.25 49.6 7.0 1001 0.27 0.69 2002 0.55 0.57 

主堆石 2.20 47.9 6.2 806 0.29 0.65 1612 0.84 0.46 
次堆石 2.17 46.4 5.7 616 0.34 0.68 1232 0.97 0.45 

 

图 5 连续网格和非连续网格应力变形计算结果 

Fig. 5 Calculated results of continuous and non-continuous mesh 

图 6 蓄水引起的坝体位移增量 

Fig. 6 Increments of dam displacement caused by water load  

 

图 7 蓄水引起的坝体网格变形 

Fig. 7 Deformations of dam grid caused by water load 

 

图 8 Nam Ngum 3 面板堆石坝材料分区与填筑次序 

Fig. 8 Material zoning and construction schedule of Nam Ngum  

Dam 3 
2

n f
t w

a n

1
tan

n
R

K k
p C
 


 

   
       

  ， (13) 

式中，k ，n，Rf为材料参数， w 为水的重度，C 和
为咬合强度与摩擦角，pa为大气压力。面板为 C30 混

凝土，按线弹性材料考虑，弹性模量取 30 GPa，泊松

比 0.167。 

表 3 面板/垫层接触面 Goodman 模型参数 

Table 3 Model parameters for Goodman interface element 
位置 K n Rf c/kPa φ/(°) 

面板/垫层 4800 0.56 0.74 0 36 
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图 9 Nam Ngum 3 面板堆石坝三维模型 

Fig. 9 3D model for Nam Ngum Dam 3 

 

图 10 Nam Ngum 3 面板堆石坝网格加密细部 

Fig. 10 Detailed view of mesh refinement of Nam Ngum Dam 3 

4.2  计算结果 

面板及附近区域采用精细网格对坝体堆石区应力

变形分布影响极小，本节重点讨论采用精细化模拟后

面板应力变形结果。 
图 11～14 给出了蓄水期面板挠度、轴向位移、轴

向应力、顺坡向应力计算结果。图中同时对比了面板

精细模拟与常规稀疏网格模拟（混凝土面板单元在长、

宽方向尺寸与堆石体相同）的差异，2 个模拟方案面

板应力变形极值如表 4。 
计算结果表明，2 个方案轴向位移极值大小相等，

挠度相差约 4.1%，总体来看，面板位移极值有一定差

异。考察面板应力可知，精细网格模拟方案的面板轴

向和顺坡向拉、压应力均大于稀疏网格模拟方案，其

中顺坡向应力增幅较大，压应力增加了 4.63 MPa，拉

应力增加了 1.0 MPa。图 15（a），（b）分别为 2 个方

案最大剖面处面板挠度、顺坡向应力的散点图，可以

看出，面板挠度差别较小，其中精细网格计算的面板 

表 4 精细模拟与常规模拟计算结果对比 

Table 4 Comparison of results of slab with and without refinement 
方案 精细网格方案 稀疏网格方案 

挠度/cm 36.9 35.4 
指向右岸 3.0 3.0 

轴向位移/cm 
指向左岸 2.6 2.6 
压应力 13.89 13.40 

轴向应力/MPa 
拉应力 2.15 1.95 
压应力 17.81 13.18 

顺坡向应力/MPa 
拉应力 2.12 1.12 

图 11 Nam Ngum 3 大坝蓄水期面板挠度 

Fig. 11 Deflections of slab during full storage period  

 

图 12 Nam Ngum 3 大坝蓄水期面板轴向位移 

Fig. 12 Axial displacements of slab during full storage period 
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图 13 Nam Ngum 3 大坝蓄水期坝面板轴向应力 

Fig. 13 Axial stresses of slab during full storage period 

 
图 14 Nam Ngum 3 大坝蓄水期面板顺坡向应力 

Fig. 14 Stresses of slab along slope direction during full storage  

period  

挠度略大于稀疏网格；顺坡向应力存在显著差异，精

细方案结果大于稀疏方案，这主要是由于稀疏网格对

单元应力的“平均效应”使得峰值应力被削减，稀疏

网格模拟结果对于工程而言是偏于危险的。从散点图

分布很明显地看出精细方案描述的面板应力变化趋势

更为详尽。 
图 16 为面板轴向应力在其极值部位的分布细部

图，可以看出，精细模拟方案能细致地描述单块面板

内应力变化梯度，单块面板压应力极值出现在竖缝附

近，这是由于竖缝两侧面板挤压的“应力集中”效应

所致，该结果与已有高面板坝面板挤压破坏实际现象

吻合。面板精细模拟法可为进一步跨尺度研究面板局部

损伤破坏、裂缝扩展等问题提供必要的技术基础[10]，以

本文 Nam Ngum 3 面板坝为例，若堆石体与地基和面板

同等精细剖分，则离散后结点数可达数百万至千万，普

通工作站无法胜任，采用本文方法后在普通工作站上即

可完成计算，耗时仅约 6 h，数值模拟效率大幅提升。 

图 15 蓄水期最大剖面处面板应力变形分布 

Fig. 15 Stresses and deformations of slab at maximum  

.cross-section 

 
图 16 面板轴向应力细部图 

Fig. 16 Axial stresses of slab 

需要指出的是，本文采用的疏密网格过渡方法虽

然可实现面板—堆石之间的疏密过渡，但堆石区网格

划分不宜过于稀疏，这样会降低堆石体计算精度，进

而影响面板计算精度。 

5  结    论 
基于自主开发的有限元执行平台，本文实现了位

移多点约束过渡算法，并将其应用于高混凝土面板堆

石坝精细模拟，结果表明： 
（1）位移多点约束过渡方法概念清晰、精度良好、

疏密网格交界面变形协调、易于数值实现，可以方便

的用于有限元局部区域精细加密。 
（2）混凝土面板、止水接缝组成的防渗体系及附
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近区域是面板坝工程关心的重中之重，位移多点约束

法用于精细模拟混凝土面板及附近区域能够为高面板

堆石坝设计、运行提供更为可靠的依据。 
（3）以在建的 210 m 高 Nam Ngum 3 面板堆石坝

为依托工程，算例表明，精细模拟方案面板压、拉应

力极值均大于常规模拟，这主要是由于稀疏网格产生

的“平均效应”，该效应对于工程实际而言是偏于危险

的。另外，精细模拟方法能较好反映面板内应力变化

梯度，可为进一步研究面板局部损伤、破坏、裂缝扩

展等问题提供技术基础。 
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