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摘  要：针对弹黏塑性本构模型将原始切面算法进行了修正。该弹黏塑性本构模型结合了修正剑桥模型和过应力理论。

首先对弹黏塑性本构模型的应力–应变关系式进行了调整，基于过应力理论给出了动态加载面硬化参数的演化方程。

其次，利用切面算法对整理后应力–应变关系式进行了数值实现。在弹性试算过程中，该算法假设黏塑性应变率为常

数，以此确保时间增量引起的当前应力点与动态加载面间的偏离。在塑性修正过程中，对动态加载面函数进行泰勒级

数展开，依此获得黏塑性应变率增量。再次，提出了一种自动分步方法，有效地稳定了大应变步情况下算法的计算精

度和收敛性。最后，对变应变率的固结试验和三轴剪切不排水试验进行了模拟，分析了修正切面算法的计算能力。 
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Abstract: The elasto-viscoplastic model can be regarded as a combination of the modified Cam-clay model and the overstress 

theory. Firstly, the stress-strain formulas for the model are rearranged, in which an evolution equation for the hardening 

parameter of dynamic loading surface is deduced based on the overstress theory. Secondly, the rearranged stress-strain formulas 

are numerically implemented by the cutting-plane integration scheme. In an elastic prediction process, the viscoplastic strain 

rate is assumed to be constant, which guarantees the deviation of the current stress state from dynamic loading surface due to 

time increments. In a plastic corrector process, a Taylor series approximation of the dynamic loading function is used to obtain 

the increment of viscoplastic multiplier rate. Thirdly, an adaptive substepping method is proposed to maintain the accuracy and 

convergence of the proposed algorithm at a large loading step. Finally, the performances of the modified cutting-plane 

algorithm are analyzed by the calculated results of step-changed oedometer tests and undrained triaxial tests. 
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0  引    言 
土的应力–应变关系具有明显的时间相关性，例

如蠕变、应力松弛、应变率效应等[1-4]。土的时间相关

性会引起地基的次固结沉降、长期强度降低等相关工

程问题。为了准确地描述土的时间相关性，研究者们

建立了适用于饱和土的弹黏塑性本构模型[5-11]，并利

用模型对与土的时间相关性有关的岩土工程问题开展

了模拟研究。当选取弹黏塑性本构模型开展有限元分

析时，需要根据每一高斯点的状态变量、应变增量和

时间增量确定应力增量。依据求解方法的不同，一般

弹塑性本构模型的应力积分算法可分为显式、隐式积

分算法。显式算法需要利用增量步起始点的应力计算

屈服面和塑性势函数的梯度，从而本构矩阵可直接给

出。因此，显式算法代码易编写，然而其计算精度较

低。隐式算法需要利用未知的应力来确定屈服面和塑

性势梯度，从而本构矩阵亦是未知的。因此，隐式算

法需要利用迭代法求解本构方程。迭代过程增加了数

─────── 

基金项目：中央高校基本科研业务费专项资金项目（2019JBM083） 
收稿日期：2019–07–07 
*通信作者（E-mail: zhenyu.yin@polyu.edu.hk） 

DOI：10.11779/CJGE202002006



254                         岩  土  工  程  学  报                                    2020 年 

值实现的难度。然而，隐式算法计算准确，全局收敛

速度快。 
Ortiz 等 [12]针对弹塑性模型框架提出了切面

（cutting-plane）算法，该算法属于半隐式算法。该算

法的计算步骤与一般的隐式算法一致，可分解为弹性

试算和塑性修正阶段。在塑性修正阶段，区别于隐式

算法，半隐式算法的试算应力的回归映射方向是已知

应力点的塑性势函数的梯度。这避免了迭代过程需要

利用屈服面函数、塑性势函数对应力、硬化参数的二

阶导数，降低了数值实现的难度。并且，半隐式算法

和隐式算法均具有二阶收敛的速度。 
对于率无关的弹塑性本构模型而言，需要利用一

致性条件确定塑性算子的大小。一致性条件亦成为隐

式算法中塑性修正完成的判据。然而，弹黏塑性本构模

型不需要一致性条件，塑性算子多基于过应力理论[13]

确定而得。由于两类模型框架间的差异，过去几十年

间不同学者针对弹黏塑性本构模型提出了不同类型的

积分算法。Katona[14]针对一适用于岩土材料的弹黏塑

性盖帽模型提出了单参数积分算法。参数 控制着显

式算法与隐式算法间的转换。当 =0 时，算法退化为

显式类型；当  =1 时，算法退化为基于 Newton- 
Raphson 迭代方法的隐式类型。其次，基于 Borja[15]

提出的最近点映射隐式算法，Stolle 等[16]对适用于软

黏土的弹黏塑性盖帽模型进行了数值实现。再次，

Ortiz 等[12]和Higgins等[17]将切面隐式算法扩展至弹黏

塑性本构模型。Yin 等[18]在高斯点尺度和有限元尺度

比较了上述典型的适用于弹黏塑性本构模型的隐式算

法的计算精度和收敛性。结果表明，切面算法虽然易

于数值实现，然而其计算精度和收敛性远劣于其他隐

式算法的。如果能有效地提高计算精度和收敛性，切

面算法将会很受欢迎。 
为此，本文旨在保留切面算法优势的前提下，针

对弹黏塑性本构模型提出一种结合自动分步方法的修

正切面算法。首先，对弹黏塑性本构模型进行简单介

绍。其次，从本构模型框架、弹性预测、塑性修正、

分步方法等方面提出修正切面算法的具体推导和细

节。最后，以变应变率的固结试验和三轴试验模拟为

例，分析修正切面算法的计算能力。 

1  弹黏塑性模型 
本文对一个具有代表性的简单弹黏塑性本构模型

进行数值实现。该模型根据 Yin 等 [5-6] 提出的

ANICREEP 模型简化而得，忽略了原有模型中考虑各

向异性和结构性的因素。简化的模型保留了原模型的

基本框架，即结合了修正剑桥模型和过应力理论[13]，

并可称之为基于修正剑桥模型的弹黏塑性模型

（ elasto-viscoplastic modified Cam-Clay model ，
EVP-MCC）。模型框架如下所述。 

总应变率张量  分解为弹性和黏塑性两部分，即 
e vp        ，             (1) 

式中，上标 e 和 vp 分别代表弹性和黏塑性部分。弹性

部分的表达式与修正剑桥模型一致。黏塑性应变率张

量定义为 
vp

d,f      。           (2) 
式中  为流变参数； 为过应力函数，与动态加载

面和参考面间的距离相关；fd 为过当前应力点的动态

加载面函数；  为有效应力张量，定义为      

wu  ；  为总应力张量； wu 为孔隙水压力；  为

Kronecker 符号； d,f  为动态加载面函数对应力张量的

导数。 
过应力函数定义为 

d r
m m( / )p p     ，           (3) 

式中， d
mp 和 r

mp 分别代表动态加载面 fd 和参考面 fr 的

大小，如图 1 所示，为应变率系数。参数和可根

据次固结系数 Cαe确定[5-6]。 

图 1 EVP-MCC 模型的动态加载面和参考面 

Fig. 1 Dynamic loading surface and reference surface of  

       .EVP-MCC model 

在 p–q 坐标系中，过当前应力点的动态加载面

fd具有椭圆形状（如图 1 所示），其表达式为 
2 2 d

d m/ 0f q M p p p       。     (4) 
其中，M 为三轴压缩条件下 p–q（平均有效应力–

偏应力）坐标系中临界状态线的斜率。参考面 fr具有

与动态加载面 fd相同的形状，其硬化参数 r
mp 的演化方

程，即硬化方程为 
r r vp
m m 0 vd [(1 ) /( )]dp p e        。  (5) 

式中  e0为初始孔隙比；和分别为正常固结线和回

弹曲线的斜率； vp
vd 为黏塑性体应变增量。 

2  修正切面算法 
2.1  原始切面算法的局限性 

率无关的弹塑性模型中假设对于每一个时间增

量，材料有足够松弛时间，塑性应变发生完全。这一

假设确保经松弛后的应力状态落在屈服面上。因此，
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率无关的弹塑性模型框架中，塑性应变增量的大小需

要根据一致性条件确定。并且，当前应力点位于屈服

面上是隐式算法中塑性阶段判断迭代完成的判据。 
对于弹黏塑性模型而言，应力松弛时间为真实时

间，塑性应变发生不完全。如式（2），（3）所示，黏

塑性应变率由过应力函数确定。这意味着即使在加载

阶段，当前应力点不须要位于参考面上。因此，弹黏

塑性模型的隐式算法的迭代完成判据不同于弹塑性模

型的。并且，弹黏塑性模型的隐式算法中须要考虑时

间的影响。由于弹塑性模型与弹黏塑性模型框架间的

差异，Ortiz 等[12]和 Higgins 等[17]提出了适用于弹黏塑

性模型的切面算法，本文将其称之为原始切面算法。 
同其他隐式算法算法一致，该算法亦分解为弹性

预测和塑性修正阶段。对于适用于率无关的弹塑性模

型的切面算法，在塑性修正阶段进行第 i 迭代步时，

须要对屈服函数 1if  进行泰勒级数展开。由于屈服函

数 f 的目标值是 0，因此假设 1 0if   。依据当前步屈

服函数取值 if 便可以计算修正塑性算子量，进而更新

应力和硬化参数。然而，对于弹黏塑性本构模型的原

始切面算法，在进行第 i 迭代步时，对过应力函数 1i 

进行了泰勒级数展开。对于给定的时间增量步， 的

目标值并不是 0。 的目标值随时间增量步的大小而

变，并且对于任一增量步而言不是已知条件。原始切

面算法中假设 1 0i   。该假设显然并不合理，并设

致使算法计算精度低，收敛速度慢[18]。 
2.2  应力–应变关系式 

对于切面算法而言，选取合适的函数对其进行泰

勒级数展开是提高适用于弹黏塑性模型的切面算法计

算能力的关键。在原始切面算法中，没有选取参考面

函数 rf 进行泰勒级数展开的原因是不能确定 rf 的目

标值；没有选取动态加载面函数 df 的原因是缺少描述

变量 d
mp 的演化方程。 

根据黏塑性应变率的定义式和过应力函数的定义

式，即式（2）和（3），黏塑性算子变化率可表示为 
d r
m m( / )p p        。     (6) 

根据式（6），变量 d
mp 可表示为 

d r 1/
m m( / )p p      。           (7) 

根据式（7）可以确定 d
mp 的演化方程。其后，对动

态加载面应用一致性便可以获得新的黏塑性算子的

表达式。 
2.3  弹性预测 

基于整理的 EVP-MCC 模型的应力–应变关系

式，可应用切面算法进行应力积分计算。在有限元计

算中对于每一高斯点而言，应力变量和状态变量是已

知的，应变增量  和时间增量 t 亦是已知的。需要

根据已知量计算应力  和硬化参数 d
mp 和 r

mp 。 

对于率无关的弹塑性本构模型而言，在弹性预测

阶段假设塑性应变增量 p 0  ，总应变增量 引起

弹性试算应力增量 tr ，进而造成试算应力点与屈服

面间的偏离。然而，对于弹黏塑性本构模型而言，在

弹性预测阶段假设 p 0  不再适用。这是由于对于

应力松弛路径，即 0  且 0t  时，该假设使得
tr 0  ，即试算应力点继续位于动态加载面上，其

暗示不需要进行塑性修正。这显然与实际情况不相符。

造成这个问题的原因是在弹性预测阶段忽略了 t 的

影响。  和 t 作为任一计算步的已知量，且影响着
vp ，需要在弹性阶段同时考虑两者的影响。 
为此，对于弹黏塑性本构模型而言，在弹性试算

阶段，假设黏塑性应变变化率 vp 0 。对于给定增量

步，塑性算子变化率的初值 0 及塑性算子增量的初值
0d 可表示为 

0 d,0 r,0
m m

0 0

( / )  

 

p p

t

 

 

 

  




，

。
        (8) 

式中，上角标 0 代表当前增量步的变量初值， t 为当

前增量步的时间增量。 
弹性试算应力 tr 可表示为 

tr 0 0 0
d,: ( )f      D      ， (9) 

d,tr
mp 和 r,tr

mp 可表示为 
d,tr d,0 0 0
m m
r,tr r,0 0 0
m m

 

 

p p

p p

 

 

   


  

，

。
         (10) 

式中，
d r r

d dm m m
r p p
m v v

f fp p p
p p p

 
 

   
 

     
， 。 

根据 tr 和 d,tr
mp 确定 tr

df 。当 tr d,0
d TOL mf F p  时，进

入塑性修正阶段；反之，更新应力和状态变量，计算

结束。其中， TOLF 为屈服面误差。屈服面误差 TOLF 的

典型取值范围为 10-6～10-9[19]。 
2.4  塑性修正 

在塑性修正阶段，动态加载面函数 1
d
if  的泰勒级

数展开式可表示为 
1

d d d, d,: : di i i i if f f f t
    D   

d d
m md, d,

d di i i i i i
p p

f f t        ，    (11) 

式中， d
m /p    。 df 目标值为 0，因此假设 1 0i

df
  。

则式（11）整理有 

d d
m m

d

d, d, d, d,

d
( : : )

i
i

i i i i i i
p p

f
f f f t f


  


  


D 

 。 (12) 

其后，利用塑性算子增量 d i 更新  ， d
mp 和 r

mp  
1

d,

d, 1 d, d, d,
m m m m

r, 1 r, r,
m m m

d :  

d d  

d  

i i i i

i i i i i i i i

i i i i i

t f

p p p p t

p p p t



   

 








    
    
   



 


，

，

。

D  

   (13) 
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根据更新后的  和 d
mp 确定 1

d
if  。当 1

d
if   TOLF   

d,0
mp 时，进入第 i+1 迭代步；反之，迭代计算结束。 

2.5  自动分步方法 

算法的计算精度、收敛性会随着计算步长的增加

降低。塑性应变增量与应力增加间的非线性关系是影

响算法计算能力的主要因素。为了提高算法的计算能

力，可将给定计算步划分为若干个子步，降低应力–

应变关系间的非线性程度[20-21]。 
对于黏塑性本构模型而言，计算步的大小不仅与

 相关，而且与 t 相关。为了同时考虑两者的影响，

可定义弹性试算应力增量的模为 
tr tr

d=        ，        (14) 

式中， d 为映射应力，对应初始应力在弹性预测调整

后的动态加载面上的映射点，并且 d 可表示为 
d,tr d,0 0

d m m( / )p p      。        (15) 

计算步的大小可表示为 
tr 0k       ，          (16) 

式中， k 为分步参数。为了维持算法的计算精度和收

敛性需要限制 k 的最大值。 
结合自动分步方法的修正切面算法的计算流程可

整理为：①设 1 1  ，j 代表分步与当前加载步大小

的比值，变化范围是 0～1，下角标 j 代表分步步数；

②利用j和jt 计算 tr
j ， d,tr

m, jp 和 r,tr
m, jp ，并根据 d,tr

m, jp
计算 d, j ；③比较 trd j 和 d, j ，如果 tr 0

d,d j j    
k ，则 0 tr

d, dj j j jk      ，并返回第②步；④利

用塑性修正步骤计算 j ， d
m, jp 和 r

m, jp ；⑤检查j 是

否等于 1，如果是，则计算完成，反之，j+1=1-j，

返回第②步并进行下一分步计算。 

3  数值计算 
为了分析修正切面算法的计算能力，选取

Saint-Herblain 黏土的变应变率固结试验和固结不排

水三轴剪切试验结果进行预测。对不同应变步长下修

正切面算法的计算结果进行了比较，并与不使用分步

方法的修正切面算法和原始切面算法的计算结果进行

了对比。Saint-Herblain 黏土的模型参数确定步骤见文

献[5]，其取值见表 1。此外，算法中 FTOL = 10-6，k = 0.1。 
表 1 Saint-Herblain 黏土模型参数和状态变量初值 

Table 1 Values of parameters and state constants of Saint-Herblain  

.clay 
r
m0p /kPa e0     M Ce 

39 2.26 0.2 0.038 0.48 1.2 0.034 

为了确定计算结果的相对误差，需要获得一组精

确解。可取应变步长为 0.0001%时的计算结果为精确

解。相对误差 E 定义为 

2 2( ) / 2p qE E E    ，         (17) 

且 

ex ex 2

1

ex ex 2

1

[( ) / ]  

[( ) / ]  

N

p i i i
i

N

q i i i
i

E p p p N

E q q q N






   



  






，

。

     (18) 

式中， exp 和 exq 为精确解，N 为比较应力点的个数。 
3.1  变应变率的固结试验预测 

对于变应变率固结试验，起始的竖向应力和侧向

应力分别是 10 和 4.9 kPa。试验过程中，土样先后以

0.02%/min，0.004%/min，0.02%/min 的应变率固结至

12%，15.5%，25%的轴向应变。固结试验中的竖向应

变步长的变化范围分别是 0.01%～1.0%。 
图 2 给出了不同加载步长下计算结果的比较。计

算结果表明修正切面算法可以处理固结路径下的变应

变率情况。图 3 给出了修正切面算法（modified 
cutting-plane，MCP）、不考虑分步方法的修正切面算

法（modified cutting-plane without stepping procedure，
MCP-w/o）和原始切面算法（original cutting-plane，
OCP）在不同加载步长下的计算精度和迭代步数。首

先，对比结果表明在变应变率的固结路径下，原始切

面算法的计算误差和总迭代步数远高于另外两种算

法。在比较的计算步长范围内，原始切面算法的计算

误差与另外两种算法的相差 1 个数量级；原始切面算

法的总迭代步数与另外两种算法的相差 1 至 2 个数量

级。其次，在较小加载步长情况，修正切面算法和不

考虑分步方法的修正切面算法的计算误差相近。然而，

随着应变步长的增加，后者的计算误差大于前者的。

再次，修正切面算法和不考虑分步方法的修正切面算

法的总迭代步数相近。最后，当步长大于等于 0.5%时，

3 种算法中仅修正切面算法仍收敛。不考虑分步方法

的修正切面算法和原始切面算法的计算收敛对应的步

长上限分别是 0.1%和 0.25%。 

 

图 2 变应变率固结试验计算结果 

Fig. 2 Calculated results of step-changed oedometer tests 
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图 3 3 种算法变应变率固结试验 

Fig. 3 Comparison of calculation errors and total iteration number  

    of three kinds of algorithms for step-changed oedometer tests 

3.2  变应变率的三轴试验预测 

对于变应变率固结不排水三轴剪切试验，土样的

起始应力状态与固结试验的一致。在试验过程中，土

样首先固结至轴向应力 86 kPa 和径向应力 77 kPa，时

长 24 h。其次，土样先后以 1%/h，0.1%/h，10%/h 和

0.1%/h 的应变率剪切至 2%，2.5%，4.7%和 6.3%的轴

向应变。三轴剪切试验中轴向应变步长的变化范围是

0.01%至 1.0 %。 
图 4 给出了不同加载步长下计算结果的比较。计

算结果表明修正切面算法可以处理三轴路径下的变应

变率情况。图 5 给出了修正和原始切面算法在不同加

载步长下的计算精度和迭代步数。值得注意的是，不

考虑分步方法的修正切面算法即使在应变步长等于

0.01%时亦不收敛，所以没有对其进行比较。三轴路

径下两种算法间计算精度和总迭代步数间的差异与固

结路径下的一致。在比较的加载应变步长范围内，原

始切面算法的计算误差与修正切面算法的相差 1 个数

量级；原始切面算法的总迭代步数与修正切面算法的

相差 1 至 2 个数量级。当步长等于 1.0%时，仅修正切

面算法仍收敛。 

图 4 变应变率三轴剪切不排水试验 

Fig. 4 Calculated results of deviatoric stress and pore-water  

  pressure for step-changed undrained triaxial tests 

图 5 两种算法变应变率三轴试验 

Fig. 5 Comparison of calculation errors and total iteration number  

of two kinds of algorithms for step-changed undrained  

triaxial tests 
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4  结    论 
本文分析了原始切面算法误差的来源，调整了弹

黏塑性本构关系表达式，结合切面算法和自动分布方

法对其进行了实现，并对比了修正切面算法、不考虑

自动分步方法的修正切面算法和原始切面算法在变应

变率试验路径下的计算能力。通过研究得到以下 4 点

结论。 
（1）原始切面算法中，选取过应力函数 进行

泰勒级数展开是不合理的。由于 的目标值随时间增

量步的大小而变，并且对于任一增量步而言不是已知

条件。因此，假设 1 0i   致使原始切面算法计算精

度低，收敛速度慢。 
（2）为了选取动态加载面函数 df 进行泰勒级数

展开，基于过应力理论给出了动态加载面硬化参数 d
mp

的演化方程，并根据动态加载面的一致性条件给出了

黏塑性应变率增量 vpd  的表达式。调整后的弹黏塑性

本构关系式是提出修正切面算法的基础。 
（3）对于弹黏塑性本构模型而言，在弹性预测阶

段须要同时考虑  和 t 对应力和硬化参数的影响。

因此，假设弹性预测阶段黏塑性应变变化率 vp 0 。

在自动分步方法中，利用分步参数 k 控制分步的大小，

以维持算法的计算精度和收敛性。 
（4）在变应变率的固结和三轴路径下，修正切面

算法的计算误差和迭代步数明显低于原始切面算法

的，相差 1 至 2 个数量级。并且，自动分步方法保证

了算法在大加载步情况下的计算能力。 
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