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基于等效时间的双屈服面三维流变模型 
胡亚元，丁  盼 

(浙江大学滨海和城市岩土工程研究中心，浙江 杭州 310058) 

摘  要：为了同时描述土体剪缩剪胀及流变特性，运用 Yin-Graham 等效时间法建立了双屈服面三维流变模型。首先，

以 Yin-Graham 三维流变方程作为反映剪缩机制的第一屈服面流变方程；其次，以 Matsuoka-Nakai 屈服准则作为反映

剪胀机制的第二屈服面，以黏塑性功为硬化参数，采用非相关联流动法则，借鉴 Mesri 建模思路构建应力–黏塑性功–

时间关系，利用等效时间法得到应力–黏塑性功–黏塑性功速率关系式，借助 Perzyna 过应力理论建立第二屈服面三维

流变方程；再次，按照双屈服面模型理论将以上两个流变方程结合起来，提出一个基于等效时间的双屈服面三维流变

模型，并利用经典的四阶 Rung-Kutta 方法编制差分计算程序，获得流变模型的数值解答；最后，利用加拿大膨润土及

香港重塑海相沉积土三轴固结不排水流变试验将预测值与实测值进行对比，以验证该模型在流变试验中的适用性。结

果表明：建立的流变模型可以较好地模拟不排水流变试验多级加载和单级加载发展过程以及土体剪缩剪胀特性。 
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Three-dimensional rheological model for double-yield surface based on    
equivalent time 

HU Ya-yuan, DING Pan 
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Abstract: In order to describe shear contractibility, dilatancy and rheological properties of soils, Yin-Graham’s equivalent time 

method is used to derive a three-dimensional rheological model for double-yield surface. Firstly, Yin-Graham's 

three-dimensional rheological equation is used as the first yield surface rheological equation reflecting the shear-contraction 

mechanism. Secondly, Matsuoka-Nakai yield criterion is used as the second yield surface reflecting the dilatancy mechanism, 

viscoplastic work is used as hardening parameter and the non-associated flow rule is adopted, the stress-viscoplastic work-time 

relationship is proposed using Mesri’s modeling idea, stress-viscoplastic work-viscoplastic work rate relationship is obtained 

according to the equivalent time method, and the second yield surface three-dimensional rheological equation is established 

under Perzyna’s over-stress theory. Again, according to the theory of double-yield surface model, a three-dimensional 

rheological model of double-yield surface is proposed by combining the two rheological equations. The classical fourth-order 

Rung-Kutta method is used to compile the difference calculation program, and the numerical solution of the rheological model 

is obtained. Finally, the predictions are compared with the measured values by using triaxial consolidation undrained 

rheological test data of Canadian bentonite and remoulded Hong Kong marine deposits to verify the applicability of the model 

in rheological tests. The results show that the model can simulate the development process of multi-stage and single-stage 

loading in undrained rheological tests, and can reflect dilatancy and shear contractibility of soils. 
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0  引    言 
土体的流变特性是影响地基长期强度和变形稳定

性的关键因素。在实际工程中，土体流变会导致严重

的工程事故，例如：20 世纪 50 年代兴建的上海某工

业展览馆地面因地基软黏土流变导致在建成当年就下

沉 60 cm，截至 1979 年其中央大厅平均沉降已经达到

160 cm，造成了巨大的经济损失[1]。为防止类似事故

再次发生，亟需建立更加合理的土体流变模型。 
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土体的流变可分为与土体体积压缩相关的压缩流

变和与土颗粒粒间错动相关的剪切流变[2]。压缩流变

会导致土体压缩，剪切流变会导致土体膨胀。以往学者

大多只考虑其中一方面，分别建立了反映体积压缩机制

的流变模型[3-9]和反映剪切膨胀机制的流变模型[10-13]。

双屈服面模型能够全面地描述土体剪缩剪胀特性，因

而得到广泛的研究。沈珠江[14]综合邓肯–张模型和剑

桥模型的优点，建立了能够反映特定应力路径的“南

水”模型。殷宗泽[15]提出椭圆–抛物线双屈服面模型，

能够较好地反映应力路径的影响和土体剪胀性。上述

模型简单、参数易于确定，在岩土工程中得到广泛的

应用，但没有考虑土体的时间效应。为了弥补这一缺

陷，国内外学者结合双屈服面模型的优点和土的流变

特性，建立了一系列双屈服面流变模型。Hsieh 等[16]

把加荷时间引入修正剑桥模型椭圆形屈服面和 Von 
Mises 模型圆柱形屈服面中，得到了黏性土的应力–

应变–时间双屈服面流变模型。Kong 等[17]以塑性剪

应变为剪切硬化参数，以各向同性先期固结压力为压

缩硬化参数，建立了粗粒土的双屈服面流变模型。詹

美礼等[18]将殷宗泽[15]弹塑性模型与 Merchant 模型相

结合，建立了双屈服面流变模型。张军辉等[19]结合广

义 Bingham 模型和椭圆–抛物线双屈服面模型，建立

了适用于连云港软土流变特性的双屈服面流变模型。

以上流变模型采用的均是真实时间，只要持续时间相

同，不同应力历史或应力路径条件下产生的流变变形

都是一样的，显然与真实情况不符。若要考虑应力历

史和应力路径对流变变形的影响，需要把应变速率引

入到流变模型之中[5, 9]。 
以往的研究[5, 13]表明，从应力–应变–时间关系

式出发，利用等效时间法将应变速率引入流变本构模

型中，是一种切实可行的方法。为了采用等效时间法

建立新的双屈服面流变模型，本文采用 Yin-Graham 三

维等效时间流变方程[5]作为第一屈服面流变方程；采

用 Matsuoka-Nakai 屈服准则[2]作为第二屈服面，根据

非相关联流动法则、黏塑性功硬化规律及等效时间法，

建立三维应力–黏塑性功–黏塑性功速率关系式，作

为第二屈服面流变方程。以第一屈服面反映黏塑性剪

缩变形，以第二屈服面反映黏塑性剪胀变形[20]，建立

双屈服面三维流变模型。通过 Fortran 语言编制数值计

算程序并在文中给出编程思路，用于模拟加拿大膨润

土和香港重塑海相沉积土三轴固结不排水流变试验。

结果表明预测值与实测值吻合得较好，说明本文的流

变模型在固结不排水流变试验中有很好的适用性。 

1  双屈服面流变本构模型 
根据 Perzyna 过应力模型理论，总应变速率可以

分成弹性应变速率和黏塑性应变速率： 
e vp e vp1 vp2

ij ij ij ij ij ij         
    

  ( 1,2,3i  , 1, 2,3j  )。(1) 

式中  e
ij


为弹性应变速率； vp1
ij


为第一屈服面对应的

黏塑性应变速率； vp2
ij


为第二屈服面对应的黏塑性应

变速率。 
弹性应变速率可以表达为 
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式中  p为平均有效应力， / 3kkp   （下标相同代

表张量求和）； ijS 为应力偏张量， ij ij ijS p    ；G 为

土体的剪切模量； 为 e– ln p坐标下的回弹指数；

0 01V e  为土体的初始比容， 0e 为初始孔隙比； ij 为

Kronecker 符号（当 i j 时， 0ij  ；i j 时， 1ij  ）。 
黏塑性应变速率可以由下式计算得到 

vp
ij

ij

QS








  ，            (4) 

式中， S 为尺度函数，Q为黏塑性势函数。 
1.1  屈服面方程及其黏塑性势函数 

在本文双屈服面模型中，采用修正剑桥模型椭圆

形屈服面来反映土体黏塑性剪缩变形，称之为第一屈

服面 1F ，屈服函数可表示为 
2

1 m2( , ) 0qF p q p p
M p

     


  。    (5) 

式中  mp 为等效平均主应力，如图 1 所示；M 为临

界状态应力比， 6sin /(3 sin )M     ， 为有效内

摩擦角； q为广义剪应力， 1/ 2(3/ 2 )ij ijq S S 。 
对于第一屈服面 1F ，采用相关联流动法则[5]，有

1 1( ) ( )Q p q F p q ， ， 。故第一屈服面黏塑性势函数为 
2

1 m2( , ) 0qQ p q p p
M p

     


  。     (6) 

采用Matsuoka-Nakai屈服准则来反映土体黏塑性 
剪胀变形，相应屈服面称之为第二屈服面 2F ，屈服函

数可表示为 
2 1 2 3 1 2 3( ) 0F I I I k I I kI  ， ， ，   。   (7) 

式（7）也可以用 p , q ,  形式表示为 
3 2 3

2
3 92 sin(3 ) 9 27 01 1F q p q p
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(8) 
其中， 

3
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式中，k 为屈服函数参数，  为应力洛德角， 2J 为应
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力偏张量第二不变量， 3J 为应力偏张量第三不变量。 
胡亚元[21]从耗散空间和真实空间关系角度出发，

证明了Matsuoka-Nakai屈服准则与塑性应变增量之间

必须服从非相关联流动法则。故对于第二屈服面 2F ，

采用非相关联流动法则，即塑性势面 2Q 与屈服面 2F
不一致。假定黏塑性势函数同屈服函数具有相同的形

式[22]，故第二屈服面黏塑性势函数为 

3 2 3
2

1 1

3 91 12 sin(3 ) 9 27 0Q q p q p
k k

           
   

，

(10) 
式中， 1k 为黏塑性势函数参数。试验表明，黏塑性势

函数参数 1k 与屈服函数参数 k 之间存在下列关系： 
1 9(1 )k Ak A     ，         (11) 

式中， A 为试验待测常数。 

 

图 1 双屈服面模型 

Fig. 1 Double-yield surface model 

1.2  第一屈服面三维流变本构关系 

Yin 等[5]以修正剑桥模型椭圆形屈服面为屈服面

函数，以体应变为硬化参数建立了基于等效时间的三

维流变模型，简称 Yin-Graham 模型，可以较好地反映

土体剪缩特性。本文第一屈服面流变方程沿用这一研

究成果，稍作变换，改用黏塑性体应变为硬化参数，

则第一屈服面对应的黏塑性体应变速率为 

vp1 vp1 mvp1 0
v vov

mo0 0

( )exp
pV
pV t

 
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
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  。 (12) 

式中  为 lne p 坐标下压缩指数； 为土体次压

缩指数； vp1
vo 为 m mop p  时对应的黏塑性体应变； 0t 为

参考时间； mp 为等效平均主应力，可由式（5）求得 
2

m 2
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M p

  


  。           (13) 

根据式（4），（6）可以得到第一屈服面 1F 对应的

黏塑性体应变速率 vp1
v


和黏塑性剪应变速率 vp2
s


： 
vp1 1 11
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将式（14）代入式（12）中，可以求得 
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(16) 
将式（16）代入式（15）中即可得到与第一屈服

面对应的黏塑性剪应变速率： 
2

vp1 vp1 mvp1 0
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2 /( )exp
2

pV q M
pV t p p
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(17) 
1.3  第二屈服面三维流变本构关系 

第二屈服面 2F 采用黏塑性功硬化规律。当不考虑

时间因素时，黏塑性功退化为塑性功。这时硬化规律

可表示为 
p( )k H W   。            (18) 

研究表明[22]，当 k 值超过某一值 tk 时， t( )k k 值

与塑性功可近似表示为双曲线关系，其表达式为 
p

t p

Wk k
a bW

 


  。         (19) 

式中， tk 为试验待测常数。加拿大膨润土试验资料[23]

表明 tk 为略大于 9 的常数， i1/a E ， t ult1/( )b k k  。

各参数含义如图 2 所示。 

图 2 t( )k k 与 pW 关系图 

Fig. 2 Relationship between t( )k k  and pW  

根据式（19）可以求出塑性功 pW 与 tk k 关系式： 

 p t

t
i

t ult

( )1
( )

k kW
k k

E
k k




   

  。        (20) 

式（20）就是忽略时间因素时，黏塑性功与应力

之间的关系式。为了考虑土体流变特性，需要将时间

因素加入到式（20）中。参照 Mesri[10]建立土的剪切

应力–应变–时间关系模型的思路，得到 

e rvp2 t

rt
i

t ult

( )1
( )

mt tk kW
tk k

E
k k

  
       

  ，  (21) 

式中， rt 为参考时间， et 为蠕变时间。 

式（21）为应力–黏塑性功–蠕变时间关系式，

需要通过流变试验来证明其合理性。Yin 针对加拿大
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膨润土做了一系列三轴不排水流变试验[23]，可以根据

试验数据绘出 vp2ln( )W 与 r e rln[( ) / ]t t t 之间的关系，

如图 3 所示（取 rt =24 h）。 

 

图 3 vp2ln( )W 与 eln[(24 ) / 24]t 关系图 

Fig. 3 Relationship between vp2ln( )W  and eln[(24 ) / 24]t  

从图 3 中可以发现： vp2ln( )W 与 r e rln[( ) / ]t t t 之

间呈线性关系，由此证明式（21）是合理的。 
对式（21）两边关于时间进行求导，可以得到 

1
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结合式（21），（22），可以得到 
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
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根据式（21）又可得 
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将式（24）代入式（22）中得 
1

1t
vp2 vp2

t
ir

t ult
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m
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m
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m k kW WEt k k

 
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  

  。 (25) 

注意到在上述推导过程中，与文献[5，9]类似，

黏塑性功速率式（25）是以蠕变时间 et 为桥梁间接获

得的。鉴于 et 在获得黏塑性功速率表达式过程中的作

用，与文献[5]一样，把它称之为等效时间。 
根据式（23）变换得 

vp2

e rvp2

mWt t
W

    。          (26) 

式（26）表明：当黏塑性功及黏塑性功速率给定时，

等效时间 et 会随着参考时间 rt 选取的不同而发生变

化，不利于模型参数在不同参考时间之间的转化，限

制了流变模型在实际工程中的运用。为了弥补这一不

足，需要引入绝对等效时间的概念[13]，本文将等效时

间 et 与参考时间 rt 之和定义为绝对等效时间 at ，可写

为 
a e rt t t    。             (27) 

将式（27）代入到式（26）中得 
vp2

a vp2

mWt
W

    。            (28) 

式（28）表明：绝对等效时间与黏塑性功速率成一一

对应关系，绝对等效时间不会随着参考时间选取的不

同而不同。由于绝对等效时间具有这一优点，在数值

求解和实际工程中，相比于以一般等效时间建立的方

程，以绝对等效时间建立的流变方程应用时更加方便。

这也是文献[13]把 at 称为绝对等效时间的原因。本文

第二屈服面等效时间示意图如图 4 所示。 

 

图 4 等效时间线示意图 

Fig. 4 Schematic diagram of equivalent time line 

将式（27）代入式（21）中，得到 

avp2 t

rt
i

t ult

( )1
( )

mtk kW
tk k

E
k k

  
       

  。 (29) 

式（29）为应力–黏塑性功–绝对等效时间的唯一性

关系方程。 
根据式（4），（10），可以得到第二屈服面 2F 对应

的黏塑性体应变速率 vp2
v 和黏塑性剪应变速率 vp2

s ： 

vp2 2 2 2 22
v

1 1

3 99 1 81 1QS S q p
p k k


                   

 （ ） （ ）  ， 

(30) 
1/ 22 2

vp2 2 2 2
s

1Q Q
S

q q 




                
 （ ）  

1/ 22
2 2 2 2

1

3= 6 sin(3 ) 18 1 [6 cos(3 )]S q p q q
k  

          
    

（ ） 。

 (31) 
黏塑性功速率等于应力与应变速率乘积： 

vp2
vp2 vp2 vp2 vp2 vp2

v v v cos( )  ij ijW p S e p q  
          

     

 2 2 2Q Q
S p q

p q
      

（ ）    。 .          (32) 

式中  vp
ije 为黏塑性应变偏张量； vpj

  ( 1  2j  ， )分别为

两个屈服面对应的应变增量洛德角，可以用  来表
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示： 

vp

1sin cos
arctan   ( 1  2)

1cos sin
j

j j

j j

Q Q
q q jQ Q
q q

 




 


 



 



  
    

  
   

 ， 。

(33) 
结合式（10），（32），得到 

vp2 2 3 2 3

1 1

3 91 16 sin(3 ) 27 81W S q p q p
k k

            
    

 （ ）

2
23S Q （ ）   。   .                       (34) 

将式（25）代入式（34）中，可以求得 
1

t 1
2 vp2

t
i2 r

t ult

1 ( ) ( )13 ( )

m
m
m

k k
m k kS W

EQ t k k

 
        

（ ）  。 (35) 

将式（35）代入式（30），（31）中即可得到与第

二屈服面对应的黏塑性体应变速率及黏塑性剪应变速

率： 
1

1
vp2 vp2t
v

tr
i

t ult

( )
( )1

( )

mm
mk km W

k kt E
k k


         

  

 

2 2

1 1

3 2 3

1 1

3 91 13 27

3 91 12 sin(3 ) 9 27

q p
k k

q p q p
k k

        
   

         
   

，(36) 

1
1

vp2 vp2t
s

tr
i

t ult

( )
( )1

( )

mm
mk km W

k kt E
k k


         

   

1/ 22
2 2 2

1

3 2 3

1 1

316 sin(3 ) 18 [6 cos(3 )]

3 91 16 sin(3 ) 27 81

q p q q
k

q p q p
k k

 



 



         
    
         
   

。

(37) 
1.4  双屈服面三维流变本构关系 

按照双屈服面模型理论，将以上第一屈服面三维

流变方程与第二屈服面三维流变方程结合起来，建立

双屈服面三维流变本构关系。 
根据土的应力应变特性 [24]，应力偏张量主值

iS ( 1  2  3i  ，， )可由式（38）求出；主应变速率 i  
( 1  2  3i  ，， )可由式（39）求得 

2 (4 2 )πsin     ( 1,2,3)
3 3i

iS q i
    

 ， (38) 

vp
v

m s
(4 2 )πsin   ( 1,2,3)

3 3i i
ie i




   

       

   ， 

(39) 

式中， ie ( 1  2  3i  ，， )为应变偏张量主值， m 为平均应

变。 
根据式（1），（2），（39）可以求得一点主应变速

率表达式： 

vp1

vp1
vp1v

1 1 s
0

1 2πsin
3 2 3 3

p S
V p G 

  
         

   

vp2

vp2
vp2v
s

2πsin
3 3


    

 

    ，            (40) 

vp1

vp1
vp1v

2 2 s
0

1 sin( )
3 2 3

p S
V p G 

  


    
 

    

vp2

vp2
vp2v
s sin( )

3 


  

    ，                 (41) 

vp1

vp1
vp1v

3 3 s
0

1 2πsin
3 2 3 3

p S
V p G 

  
         

    

vp2

vp2
vp2v
s

2πsin
3 3


    

 

    。           (42) 

由式（40）～（42）可以求得 1 ， 2 ， 3 ，分别

对时间进行积分，可以得到 1 ， 2 ， 3 ，然后由下式

（43）、式（44）即可分别求得 
v 1 2 3       ，            (43) 

 2 2 2
s 1 2 2 3 3 1

2 ( ) ( ) ( )
3

             。 (44) 

式（40）～（42）适用于主应力方向恒定加卸载

时的任何应力状态。对于常规三轴试验，应力满足 

2 3  ，有 π/6   ，由式（33）求得 vp1 vp2 
     

π/6 。此时对式（38）进行求导，得到 
2 π (4 2 )πsin     ( 1,2,3)
3 6 3i

iS q i     
    。 (45) 

将式（45）及 vp1 vp2 π/6  
       代入式（40）～

（42）中，得到常规三轴试验应力条件下主应变速率

表达式： 
vp1 vp2

vp1 vp2v v
1 s s

03 3 3 3
p q

V p G
 

  
   

            
      ， (46) 

vp1 vp2
vp1 vp2v v

2 s s
0

1 1
3 6 3 2 3 2

p q
V p G
    

               

      ， 

(47) 
vp1 vp2

vp1 vp2v v
3 s s

0

1 1
3 6 3 2 3 2

p q
V p G
    

               

     。

(48) 
由式（46）～（48）可求得常规三轴试验应力条

件下双屈服面流变模型的体应变速率 v 和剪应变速

率 s 为 
vp1 vp2

v v v
0

p
V p


  


  

    



58                         岩  土  工  程  学  报                                    2020 年 

1 2 2 2
m

0 1 1

3 9= (2 ) 9 1 81 1p S p p S q p
V p k k
                      

 （） （ ） 。

 (49) 
vp1 vp2

s s s3
q
G

    
    

(1) (2) 2
2

1

2 36 18 1
3
q qS S q p q
G M k

          
  


 。(50) 

式中， 1S（）及 2S（ ）分别由式（16）及式（35）求得。

将式（49），（50）对时间进行积分即可求出 v , s 。 

2  模型参数确定 
从以上公式中可以看出，双屈服面三维流变模型

的参数包括有效内摩擦角 ，泊松比 ， lne p 坐

标下压缩指数、回弹指数 ，次压缩指数 ，比容

0 0 0( 1 )V V e  ，第一屈服面参考时间 0t ，第一屈服面

应力初值 mop ，黏塑性应变初值 vp1
vo ，黏塑性指数m ，

第二屈服面参考时间 rt ，剪切硬化功参数 t ult( )k k ，

iE ，剪切塑性势参数 A ，这些模型参数均可以由常规

试验求得。 
首先，以无侧限压缩试验确定泊松比 ，以三轴

固结排水剪切试验确定有效内摩擦角 。 
其次，根据三轴等向压缩流变试验确定与第一屈

服面相关的模型参数 0t ，， ， ， 0V ， mop 和 vp1
vo 。

在三轴等压应力状态下 0q  ，只有第一屈服面引起的

黏塑性应变而无第二屈服面引起的黏塑性应变。此时，

双屈服面三维流变模型退化为 Yin-Graham 流变模型，

由此可以确定与第一屈服面相关的模型参数 0t ，，

 ， ， 0V ， mop 和 vp1
vo ，具体确定方法可以参照文

献[5]。Yin 等[5]研究后认为，这些参数与常用土工力

学参数具有相似性，若无三轴等向压缩流变试验数据，

可以参照常规 24 h 固结试验确定的压缩系数 cC 、卸载

/再加载系数 rC 、次固结系数 eC 、先期固结压力 cp及
相应应变 vp

vc 按如下公式近似确定： 

cr

vp1 vp
mo c vo vc

e
0 24

,    
ln10 ln10

,       

,      
ln10

CC

p p
C

t t

 

 



  
   

 


。

          (51) 

最后，根据三轴剪切流变试验确定与第二屈服面

相关的模型参数 rt ，m ， t ult( )k k ， iE 和 A 。在三轴

剪切流变试验中，试验测定的是总应变，它包含弹性

应变、第一和第二屈服面对应的黏塑性应变三项。弹

性应变可以根据弹性应变公式（2）确定；第一屈服面

黏塑性应变根据上述第一屈服面对应的模型参数按照

式（12）及式（17）计算得出。总应变减去弹性应变

和第一屈服面对应的黏塑性应变，即可得到第二屈服

面对应的黏塑性应变。按照黏塑性功公式可以获得每

一时刻的黏塑性功 vp2W ，根据黏塑性功随时间变化数

据确定第二屈服面相关的模型参数 rt ，m ， t ult( )k k ，

iE 和 A 。具体确定方法如下： 
对式（21）适当进行变形得 

vp2 vp2 a
o

r

ln ln ln
t

W W m
t

    ，     (52) 

其中， 

vp2 t
o

t

t ult

( )1
( )i

k kW
k kE

k k




   

  。     (53) 

对式（53）适当变形得 

vp2
o t t ult

1 1
( )

i
i

E
E

W k k k k
 

 
  。   (54) 

根据上述黏塑性功随时间变化数据，在 a rln( / )t t - 
vp2ln( )W 坐标系中绘制数据点，根据式（52）通过线

性回归获得m 及 vp2
oW 。如图 5 所示，不同剪应力 q可

以获得不同截距值 vp2
oln( )W 。 

 

图 5 vp2ln( )W 与 a rln( / )t t 关系图 

Fig. 5 Relationship between vp2ln( )W and a rln( / )t t  

然后根据式（54），以 t1/( )k k 为自变量， vp2
o1/W

为因变量进行线性回归，获得回归直线斜率 iE 及截距

i t ult/( )E k k ，由此可以得到模型参数 iE 及 t ult( )k k 。 
在三轴试验中，根据流动法则，可以得到 
vp2 2 22
3 2 1 1 3 1 1 3

3

d d [ ( ) ]d
Q

S t S I I k t    



    


（ ） （ ） ， 

(55) 
vp2 2 22
1 2 1 3 1 3 3

1

d d [ (2 ) ]d
Q

S t S I I k t   



   


（ ） （ ） 。(56) 

在三轴压缩状态下，依据试验测定的 vp2
1d 和

vp2
3d ，定义黏塑性泊松比 vp 为 

vp2
vp 3

vp2
1

d
d





    。            (57) 

将式（55），（56）代入式（57）中，可以得到 
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vp
2 1 3 1

1 vp
3 1 3 3

( )(1 )
( )

I I Ik  
    
 

 


  。   (58) 

在计算出 1k 值后，可由式（7）求出 k ，可以发现

1k 与 k 是一一对应的。试验资料表明塑性势函数参数

1k 与屈服函数参数 k 存在线性关系，如式（11）所示，

可以由此求出土样对应的 A 值。 

3  Fortran 程序编制 
通过目前广泛应用的 4阶 Rung-Kutta 方法将本文

建立的双屈服面三维流变模型中微分公式用差分公式

形式表示，接着利用 Fortran 语言在计算机中编制计算

程序，用于获得数值解。双屈服面三维流变本构模型

程序在 Fortran 中编写思路如图 6 所示。 

图 6 Fortran 程序框图 

Fig. 6 Flow chart of Fortran 

4  算例验证 
上文建立了双屈服面三维流变模型并给出了模型

参数确定方法及数值计算程序编写思路，本节将通过

加拿大膨润土及香港重塑海相沉积土三轴固结不排水

流变试验来验证模型的合理性。 
4.1  加拿大膨润土流变试验 

Yin [23]针对加拿大膨润土（Canada bentonite，简

称 CB）进行了一系列常规三轴固结不排水流变试验。

试样初始有效围压为 2460 kPa，剪应力加载方式为多

级加载。试验土样主要物理力学性质见表 1。部分模

型参数 Yin[23]已给出，见表 2。 
表 1 试样的物理特性指标[23] 

Table 1 Physical properties of sample 

土样 
重度

/(kN·m-3) 

含水

率/% 

饱和

度/% 

土粒相

对密度 

比容

V0 

泊松

比  

CB 16.46 22.3 99.4 2.70 1.609 0.3 
表 2 部分模型参数[23] 

Table 2 Part of model parameters  

 /(°) 
0/V  0/V  0/V  mop /kPa t0/h vp1

vo  

15 0.05 0.025 0.0025 1900.77 24 0 

当不考虑第二屈服面时，本文双屈服面流变模型

退化为 Yin-Graham 模型，图 7 给出了试验实测值、双

屈服面流变模型预测值及 Yin-Graham 模型预测值之

间的对比。 

图 7 实测与预测结果对比 

Fig. 7 Comparison between measured and predicted results 

从图 7 中可以发现，在三轴剪切流变试验中，当

剪应力较大时，Yin-Graham 模型预测的剪应变普遍偏

小，并且剪应力越大，模型预测值与实测值之间差别

越大，这是由于 Yin-Graham 模型缺少反映剪胀机制的

第二屈服面导致的。为了弥补这部分变形的缺失，本

文在 Yin-Graham 模型基础上增加反映剪胀机制的第

二屈服面，对应的模型参数m ， t ult( )k k ， iE 和 A 可

以按照第 2 节介绍方法确定。 vp2ln( )W - a rln( / )t t 关系

见图 3，参数 m 取图 3 中 3 条直线斜率平均值 m = 
0.02018。其余参数值为： t ult( )k k =0.7685，A =0.42，

iE =0.0317。第二屈服面对应模型参数如表 3 所示。 
表 3 模型参数 

Table 3 Model parameters 

m (k-kt)ult
 Ei A tr/h 

0.02018 0.7658 0.0317 0.42 24 

在求出模型参数后，按第 3 节介绍方法利用

Fortran 语言编制程序进行数值计算，对上述固结不排
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水剪切流变试验进行模拟，模拟结果如图 8，9 所示。 

 

图 8 剪应变与时间关系图 

Fig. 8 Relationship between shear strain and time  

图 9 p– q 空间有效应力路径图 

Fig. 9 Effective stress paths in p– q  space 
从图 8 中可以看出，剪应变随着剪应力的增加而

增加，当剪应力较大土样接近破坏时，剪应变增长速

度明显加快。当剪应力给定时，在试样达到破坏前，

剪应变在剪应力施加初始阶段内迅速增加，但随着时

间的增长剪应变增加速度明显放缓。从图 8，9 中可以

看出，无论是剪应变与时间关系还是 p– q空间有效

应力路径，基于等效时间的双屈服面三维流变模型都

可以较好地拟合试验数据。图 7 也给出了本文所建立

的双屈服面三维流变模型预测值，并与 Yin-Graham 模

型预测值及实测值进行对比。从图 7 中可以发现，当

剪应力水平较低时两种模型预测结果都较好；当剪应

力水平较高土体接近破坏时，双屈服面三维流变模型

因充分反映了剪应力对流变发展过程的影响，故拟合

的更好，这是 Yin-Graham 流变模型没能体现的。 
4.2  香港重塑海相沉积土流变试验 

Zhu[25]针对香港重塑海相沉积土（remoulded Hong 
Kong marine deposits，简称 RHKMD）进行了一系列

三轴固结不排水流变试验，试验围压为 400 kPa，剪应

力加载方式为单级加载。土样主要物理力学性质见表

4。按照第 2 节介绍的方法确定模型参数，见表 5。 
图 10 为剪应变实测值与模型预测值对比图，图

11 为实测及模型预测 p– q关系对比图。从图 10，

11 中可见，模型预测结果与实测结果较为吻合，说明

基于等效时间的双屈服面三维流变模型能够较好地模

拟单级加载三轴固结不排水剪切流变试验，进一步验

证了本文所提模型合理性。 
表 4 试样物理特性指标 

Table 4 Physical properties of sample 

土样 
含水

率/% 

饱和

度/% 

土粒相

对密度 
比容 V0 

泊松

比  

RHKMD 48.3 98 2.66 2.216 0.3 
表 5模型参数 

Table 5 Model parameters  

0/V  0/V  0/V  mop /kPa t0/h  vp1
vo  

0.0793 0.018 0.0025 15.2 24 0 
  m t ult( )k k  Ei A tr/h 

31.5° 0.0328 4.003 0.2565 0.58 24 

图 10 剪应变与时间关系图 

Fig. 10 Relationship between shear strain and time 

图 11 p– q 空间有效应力路径图 

Fig. 11 Effective stress paths in p– q  space 

5  结    论 
本文以 Yin-Graham 三维流变方程作为第一屈服

面流变方程，以新建立的三维流变方程作为第二屈服

面流变方程，将二者相结合建立了双屈服面三维流变

模型，得到以下 3 点结论。 
（1）以 Matsuoka-Nakai 屈服准则为第二屈服面，

根据非相关联流动法则，以黏塑性功为硬化参数，借

鉴 Mesri 建模思路构建应力–黏塑性功–时间关系，
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利用等效时间法得到应力–黏塑性功–黏塑性功速率

关系式，以便考虑应力历史及应力路径的作用。然后

采用 Perzyna 过应力理论建立了反映土体剪胀特性的

第二屈服面三维流变方程。 
（2）根据双屈服面模型理论，以 Yin-Graham 三

维流变方程为反映剪缩的第一屈服面流变方程，以本

文新建立的三维流变方程为反映剪胀的第二屈服面流

变方程，建立了双屈服面三维流变模型。新的双屈服

面流变模型考虑了黏塑性应变速率效应，克服了以往

基于真实时间流变模型无法考虑应力历史及应力路径

的缺陷；并且考虑了土体剪缩、剪胀特性，克服了单

一屈服面流变模型只能考虑剪缩（或剪胀）的缺陷。 
（3）按照经典的 4 阶 Rung-Kutta 方法，通过

Fortran 语言，编制了本构模型计算程序。在固结不排

水条件下，应用计算程序数值分析了常规三轴试验多

级加载和单级加载的流变发展过程，并把计算预测值

与两种不同场地的软土流变试验实测值进行了对比分

析。结果表明，双屈服面三维流变模型能够较好地反

映土体的流变特性。特别是可以较好地反映较高应力

水平下土体接近破坏时的流变现象。 
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