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摘  要：为克服材料软化导致的有限元网格敏感性难题，提出了一个压力相关隐式梯度塑性模型来模拟土体软化条件

下条形基础地基承载力。通过引入微应变作为附加运动学变量，推导了包含高阶广义应力的微力平衡和经典动量方程，

并基于热力学第二定律，将附加的微力平衡转化为宏观等效塑性应变与微应变耦合的 Helmholtz 方程。进一步建立能耦

合位移和微变量的有限元算法，并通过软化材料双轴压缩试验模拟，验证了该算法在应变局部化数值模拟中的适用性。

将建立的方法用于条形基础地基承载力特性模拟，并通过与理想弹塑性模型计算结果对比表明，土体软化将导致地基

承载能力降低，破坏模式表现为失稳区域变小且塑性应变幅值增大。 
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Numerical simulation of bearing capacity of a strip footing on strain-softening             
soil ground 
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Abstract: To overcome the mesh sensitivity induced by strain softening, an implicit gradient plasticity model is put forward to 

simulate the bearing capacity of a rigid strip foundation on strain-softening soil. A micro-variable is introduced to serve as the 

additional kinematic variable, and a micro-force balance containing higher-order generalized stresses together and the classical 

balance of momentum equation are derived. Based on the second law of thermodynamics, the additional micro-force balance is 

converted into a Helmholtz equation that couples the effective plastic strain and micro-strain. Furthermore, a finite element 

procedure coupling both displacements and micro-strain is implemented. The applicability of the proposed methodology to 

capture strain localization is verified by the plane strain compression tests. Finally, the established methodology is used to 

simulate the bearing capacity of a rigid strip foundation on strain-softening soil, and compared to the calculations from perfectly 

plasticity model. The simulations show that the strain softening induces a decreasing bearing capacity. The resulted failure 

mode shows a smaller instability range and a larger maximum deformation magnitude. 
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0  引    言 
应变软化是密砂、超固结土等的一种典型特性，

其发生将导致工程结构承载力显著降低[1]。土体软化

常伴随着剪切带发生，常被看作是连续介质的变形分

叉现象。 
当前应变局部化理论预测已取得显著成果，但应

变局部化扩展过程模拟目前还没有得到较好的解决。

由于经典连续介质模型没有引入材料长度参数，因而

在模拟土体软化阶段力学响应数值模拟时存在网格敏

感性。为克服这一难题，积分非局部理论[2]、梯度塑

性[1，3]等方法被用于模拟应变局部化问题。这类方法

在连续介质力学框架下考虑宏观内变量的梯度或不相

容微观变形场，并通过引入材料特征长度体现剪切带

厚度，从而克服剪切带对网格尺寸[2]。Aifantis 等[4]最

早将显式梯度理论引入应变软化数值模拟中。为克服

显式梯度理论物理意义不够明确且要求形函数 C1 连

续性带来的数值难题，Engelen[5]提出了隐式梯度理论
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模拟软化材料应变局部化问题。Peerlings 等[6]进一步

解决了梯度塑性理论的边界条件问题。 
地基承载力分析是岩土领域经典问题，工程中常

通过刚塑性理论求解极限承载力。Etezad 等[7]基于刚

塑性理论研究了软土地基破坏模式变化规律。由于刚

塑性理论无法分析应力应变关系与变形规律，存在局

限性。基于有限元数值方法被用于地基承载力分析， 
Lee 等[8]基于理想弹塑性模型，研究了各向同性地基

在环形基础下的承载特性，但未考虑应变硬化/软化特

性。Lu 等[9]基于偏硬化本构模型，获得应变硬化土体

的地基破坏模式。然而，目前还鲜有针对应变软化土

体的地基承载特性分析。 
为克服软化材料数值模拟存在的不足，本文提出

一种考虑压力相关的隐式梯度塑性本构模型。首先根

据广义微型态方法建立了热力学一致性框架，进而建

立了应变软化梯度塑性本构模型。通过对平面应变试

验进行网格敏感性验证分析。最后引入到地基承载力

分析中，并与理想塑性模型的分析结果进行对比分析。 

1  应变软化隐式梯度模型的建立 
1.1  热力学理论框架 

基于广义微形态方法，自由能密度函数为[10] 
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式中   ，Q， k 为 应变率  ，微应变率 p 及其梯

度 p  的共轭应力， it 和T 为常规面力和高阶面力。

根据虚功原理， in exP P ，将式（2）代入可得宏观应

力平衡方程及微力平衡方程：  
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根据热力学第二定律，耗散功率 in 0D P   ≥ 。

根据标准 Coleman-Noll 方程，可得以下应力分量： 

e








  ，               (4) 

p p
p ( )Q h

 



  


 


  ，       (5) 

p
p

2hl
 




 


 


  ，        (6) 

以及热力学力分量： 
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利用应力分量（5）和（6），可将微力平衡方程

（3）转换为 Helmholtz 方程 
p p 2 p2l        。          (9) 

1.2  压力相关本构模型 

根据所述应力分量，提出耦合微应变与等效塑性

应变的屈服函数 
tan ( )F q c p         ，    (10) 

式中，
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根据应力回射算法，可得到雅可比矩阵为 
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2  有限元数值模拟 
由于引入了不相容微变形场，因而需对额外的微

力平衡方程进行求解。控制方程（3）的弱形式为 
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式中， iw 和 为权函数。 
对式（12）与（13）进行线性化，最终得到刚度

矩阵为 
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3  平面应变压缩试验模拟 
首先对双轴试验进行模拟，验证正则化效果。模

型和边界条件如图 1 所示，试样尺寸为 20 mm×15 
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mm，试样底部固定，顶部受位移加载。采用四节点

四边形单元生成网格，由 1200 和 4800 个单元生成的

网格。材料参数为：弹性模量 E= 6.0×104 kPa，泊松

比 v= 0.3，黏聚力 c= 20 kPa，摩擦角 φ= 20°，硬化

模量 h= 5.0×103 kPa，h = -1.0×104 kPa，材料特征长

度为 l=1.0 mm。 

图 1 计算模型及边界条件 

Fig. 1 Schematic graph of geometry and boundary conditions 

常规模型计算结果如图 2 所示，当单元数增加时，

剪切带宽度减小，且带内等效塑性剪应变集度增加，

计算结果存在明显网格敏感性。梯度模型计算结果如

图 3 所示，随着单元数增加，剪切带宽度和带内塑性

应变几乎不变。从力–位移曲线（见图 4）对比可看

出，常规模型峰后响应随网格细化变化，无法得到稳

定解，而梯度模型所得结果并不随网格细化明显变化。 

图 2 常规软化模型等效塑性应变云图 

Fig. 2 Distribution of effective plastic strain obtained by  

conventional softening model 

图 3 梯度塑性模型等效塑性应变云图 

Fig. 3 Distribution of effective plastic strain obtained by strain  

gradient softening model 

4  条形基础地基承载力分析  
将建立的模型用于条形基础地基承载力分析，计

算模型如图 5 所示，尺寸为 30 m×15 m，底部固定，

水平变形受到约束。在 5 m 承载区域施加位移荷载，

并约束承载区水平向位移。使用 1800 和 7200 个平面

应变单元生成的网格。材料参数为：弹性模量 E= 4.0
×104 kPa，泊松比 v= 0.3，黏聚力 c= 40 kPa，摩擦角

φ= 20°，塑性硬化模量 h= 1.0×103 kPa， h = -2.0×
103 kPa，材料特征长度 l=1.5 m。 

 

图 4数值模拟得到的力–位移曲线 

Fig. 4 Force-displacement curves obtained by simulation 

 

图 5 计算模型与边界条件 

Fig. 5 Geometry and boundary conditions 

通过理想弹塑性模型和梯度塑性软化模型计算

的等效塑性应变分布如图 6，7 所示。相对于理想弹塑

性模型，软化模型得到的破坏范围较集中。计算得到

的地表变形曲线如图 8，9 所示，土体软化导致基础附

近有更大竖向隆起和水平位移，但地表变形影响范围

却较小。产生这种现象的原因在于：随着地基沉降增

加，基础附近土体先进入软化状态，屈服应力降低导

致抵抗变形能力减小，并产生更大地表隆起和水平位

移。距离基础较远土体软化程度较小，当该处土体流

动之前，地基整体已达到残余极限状态。极限承载力

随基础沉降变形曲线如图 10 所示，理想弹塑性模型得

到的最大极限承载力大于软化条件下的值。 

 

图 6 理想塑性模型等效塑性应变云图 

Fig. 6 Countours of effective plastic strain using perfectly  

.plasticity model 

 

图 7 梯度软化模型等效塑性应变云图 

Fig. 7 Countours of effective plastic strain using gradient softening  

model 
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图 8 不同模型地基表面竖向变形曲线 

Fig. 8 Vertical deformations along foundation surface using  

.different models 

图 9 不同模型地基表面水平变形曲线 

Fig. 9 Horizontal deformations along foundation surface using  

..different models 

图 10 不同模型极限承载力变化曲线 

Fig. 10 Curves of bearing capacity using different models 

 

5  结    语 
为克服土体软化导致的数值模拟结果网格敏感

性，提出了压力相关的应变软化梯度塑性模型，对土

体渐进破坏过程进行模拟，主要得出的结论如下： 
基于广义微形态学热力学一致性框架，在考虑摩

擦项的屈服函数中引入微应变及梯度，建立了压力影

响的隐式梯度塑性模型。建立了可耦合位移和微应变

的有限元算法。平面应变试验模拟表明，梯度塑性模

型能有效正则化应变软化边值问题，保证计算结果的

网格客观性。地基承载力分析结果表明，应变软化导

致地基失稳破坏范围相比理想塑性模型的小，靠近基

础附近土体产生更大变形，土体极限承载力先增加后

减少最后达到稳定。 
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