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基于粒子群与 Markov 优化的 PMIGM（1,1）模型 
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摘  要：高速公路路基沉降的准确预测对高速公路病害预防和治理有着极其重要的指导意义。以往的路基沉降预测模

型多为单一模型或简单改进模型，提出了一种基于粒子群与 Markov 优化的 PMIGM（1,1）预测模型。首先，基于灰色

理论，提出了改进的 IGM（1,1）预测模型；然后，利用 Markov 理论对 IGM(1,1)预测模型的相对残差序列进行修正，

使得该模型能反映数据的波动特征，得到了 MIGM（1,1）预测模型；在此基础上，采用粒子群算法对残差序列参数进

行白化，建立了 PMIGM（1,1）预测模型。将该预测模型应用于云南保施高速公路高填方路基，分析结果表明该模型可

提高预测模型的精度。 
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Abstract: Accurate prediction of subgrade settlement of expressways is of great significance to their disease prevention and 

treatment. The previous prediction models for the subgrade settlement are mostly single models or simple improved models. A 

PMIGM(1,1) prediction model based on the particle swarm optimization (PSO) and Markov optimization is proposed. Firstly, 

based on the grey theory, an improved GM(1,1) prediction model is put forward. Then, according to the theory knowledge of 

Markov chains, an MIGM(1, 1) model is built to correct the relative residuals of IGM(1, 1) model, which can reflect the 

volatility characteristics of the data. Based on the principle of PSO, an optimization of PMIGM(1, 1) model is set up, which 

crystallizes the parameters of grey interval. The forecasting model is applied to a high-fill subgrade of Baoshan-Shidian 

Expressway in Yunnan Province. The analysis results show that the proposed model can improve the accuracy of the 

forecasting model.  

Key words: grey theory; Markov Chain; particle swarm optimization; subgrade settlement; PMIGM(1,1) model 

0  引    言 
云南的复杂地质环境和高山地貌造成了大量的高

填方路基，高填方路基的沉降控制对于高速公路的安

全和运营非常重要[1]，而准确预测高速公路路基沉降

是沉降控制的前提和关键。目前，沉降预测的方法可

分为：①基于土力学理论的预测方法：主要有分层总

和法、有限元法、有限差分法等，该方法一般存在几

何条件、边界条件或本构模型与工程实际不一致的弊

端[2]，从而影响预测结果的准确性；②基于监测数据

的预测方法：主要有 Asaoka 法、双曲线法、三点法、

沉降差法、遗传算、神经网络法等，该类方法普通存
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在建模所需的数据量较大、样本数据需要呈规律性分

布的弊端。 
鉴于灰色预测理论所需的数据样本小的优势，该

理论自邓聚龙提出以来，其在沉降预测方面开展了较

多的研究，并获得了一些成果和认识。柳治国等[3]建

立了非等步长灰色时变参数预测模型。李洪然等[4]构

建了参数累积估计的灰色沉降预测模型。Guo 等[5]提

出了一种新的多变量灰色自记忆耦合预测模型。韩晋

等[6]建立了一种基于非等时距加权灰色模型和神经网

络的组合预测算法。上述这些模型没有考虑残余误差

的波动性，而实际工程中，由于监测数据受多种因素

的影响，其残余误差的波动性对监测结果影响比较大。 
本文基于灰色理论，提出改进的灰色 IGM（1,1）

预测模型；结合 Markov 链理论，对残差序列进行预

测，建立了基于 Markov 优化的 MIGM（1,1）模型，

该模型能考虑原始序列的波动性特征；在此基础上，

通过粒子群优化算法白化模型的参数，建立 PMIGM
（1,1）预测模型。以云南省某高速公路高填方路基的

沉降监测数据为例，采用不同预测模型进行对比分析，

验证了 PMIGM（1,1）模型的可行性。 

1  改进的灰色 IGM（1,1）模型 
1.1  传统的灰色 GM（1,1）模型 

通常，对原始数据进行累加可得到指数型增长序

列，然后采用 GM（1,1）模型进行建模，获得的数据

累减得到原始数据的预测值。 
设原始数据为 
      (0) (0) (0) (0)( ) ( ) ( )( 1 , 2 , , )X X X X n   。 (1) 

    累加得到 
 (1) (1) (1) (1)( ) ( ) ( )( 1 , 2 , , )X X X X n   ，  (2) 
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由此， (1)X 满足微分方程： 
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鉴于数据序列的离散性，将式（3）进行离散化处
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将式（3）的 X(1)视为 X(1)(k)，用 X(1)(k)和 X(1)(k-1)
的权重 μ 的加权值 Z(1)(k)来表示，  0,1 ， 
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结合式（4），（5）可得 
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记： T( , )ˆ a  。 

基于最小二乘法可得 
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其中，Bμ 的下标 μ 表示 Bμ 与参数 μ 相关。 
1.2  基于残差序列优化的 IGM（1,1）模型 

记 a 为 a， 为  ，求得 a 和  ，得微分方程

式（3）的解为 
 (1)ˆ /e a tX c a

      ，          (8) 

其中， (1) (0)(1) 1ˆ ( )X X ，将式（8）具体展开，得 
 (0) (1)(1) (1ˆ /)ˆX X c a      ，     (9) 
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要寻找合适的 c 值使残差序列的平方和最小，以

使预测模型的精度最高。设实际值与预测值的残差平

方和为 S，  
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用式（13）求得的 *c 代入式（10），（11），即可

确定式中的  值，并将其用于预测。 

2  基于 Markov 优化的 MIGM（1,1）模型 
灰色预测模型反映了数据呈指数型变化的特点，

鉴于预测值受到较多因素的影响，其预测误差具有波

动性，可通过 Markov 理论进行优化。基于模型的相

对误差，有 
   (0) (0)( ) ( ) /1 ( )    ˆ )   ( 1,2,3, ,x i x i i i n     。 (14) 

根据 (1) ，…， ( )i ，…，确定 ( 1)n  ，在 1k n 
情况下，考察式（14）， (0)ˆ ( )1x n  为式（4）外推的预

测值，若能求出 ( 1)n  ，则用式（14）的 (0) ( )1x n  作
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为其预测值。 
Markov 优化的基本思路，对原始序列的残差

(1) ， (2) ， (3) …， ( )n 设定为 l 个状态，一般等

间距划分为 l 个状态区间， ( 1,2,3 , )iS i l ， ，记第 i 个
状态的上限为 u

iS 和下限 l
iS ，求得残差序列的状态转

移矩阵 p，根据状态转移矩阵 p 对残差进行预测。 
一步状态转移矩阵为 
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式中  /   , 1,2, ,ij ij iP N N i j l  ； ； ijP 表示由状态 iS 转

移到状态 jS 的概率； iN 为状态 iS 出现的次数； ijN 为

由状态 iS 转移到状态 jS 的次数。 
设 k n 时的状态为 

 1 2 3( ) , ,( ), , ln p p p p     。       (16) 
当 ( ) in S  时， ip 为 1；当 ( ) in S  ， 0ip  ，

1,2, ,i l  。 
则 1k n  时的状态为 

1 2
1 1 1
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i i i i i in
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     。 (17) 

根据式（17）确定相应状态的概率，从而确定残

差的预测值。 
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确定基于 Markov 优化的 MIGM（1,1）模型的预

测值。 

 0 0 1 1ˆ ˆ( ) (1 1
2

)
u l
k k

MGM
S S

x k x k  
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式中， 1
u
kS  ， 1

l
kS  为表示 1k  时残差序列所处区间的

上、下界限值。 

3  基于粒子群的 PMIGM（1,1）模型 
粒子的速度与位置按式（20），（21）更新： 

1
1 2( ) ( )i i i i i i

kd kd kd kd gd kdv v c h x c h x         ， (20) 

 1 1i i i
kd kd kdx x v     。               (21) 

式中  1 2( , , )kd k k kcx x x x  为第 k 个粒子的位置；

kdv  1 2( , , )k k kcv v v 为第 k 个粒子的速度，限定在区间

min max( , )v v 内； 1 2( , , )kd k k kch h h h  为第 k 个粒子的历史

最优点； 1 2( , , )gd g g gch h h h  为领域内所有粒子经过

的历史最优点； 1c ， 2c 为分别为认知加速系数和社会

加速系数，一般情况下，  1 0,4c  ，  2 0,4c  ，可取

1 2 2c c  ； ，  为伪随机数，  0,1U ，   
 0,1U ；为惯性权重，适当地选取可改变粒子群

的搜索能力，当 1  ，称作基本粒子群算法。 
为了提高粒子群的搜索效率，避免采用单一的惯 

性权重使搜索陷入局部优化，本文提出了使用动态 
的惯性权重 iter ： 

 max min
iter max iter

itermax

N
N

 
 


     。   (22) 

式中  
maxiterN 为模型的最大迭代次数； iterN 为迭代次

数， iter iter(0 )
max

N N ， ； max 为最大的惯性权重，取为

1.0； min 为最小的惯性权重，取为 0。 
基于 PSO 优化的 PMIGM（1,1）预测模型的计算

流程如图 1 所示。 

图 1 PSO 优化的 PMIGM（1,1）预测模型的流程示意图 

Fig. 1 Flow chart of PMIGM(1,1) prediction model optimized by  

PSO algorithm 

4  案    例 
云南保施高速公路是杭瑞高速的纵向连接线，保

施高速具有工程量大、地形地质条件复杂、施工难度

大等特点。保施高速多处路基位于“V”形冲沟中，

路基填方厚度高达 29 m，于 2017 年 8 月—2018 年 7
月对其进行监测，其检测见表 1 所示。按照本文建立

灰色 PMIGM（1,1）预测模型。PSO 优化的参数设置

如 下 ： 粒 子 群 数 量 200m  ， 最 大 迭 代 次 数

maxiter 200 ，粒子速度  0.2,0.2v  ，粒子位置

 2,2y  ， 1 2 2c c  。通过粒子群优化算法得到不

同状态的白化权函数为 1 0.4334a  ， 2 0.1892a  ， 3a   
0.2751。将 PMIGM（1，1）预测模型与 MIGM（1，
1）预测模型、IGM（1，1）预测模型、灰色 Verhulst
预测模型（GVM）及 GM（1,1）模型进行对比。把

2017 年 8 月—2018 年 7 月的监测数据作为已知数据，

分别用以上几种建模方法建立模型来预测 2018 年 8
月—2019 年 1 月的沉降量，表 1 给出了不同预测模型

的预测结果。 
根据式（23）计算不同预测模型的绝对误差，在

此基础上，按式（24）计算其平均相对误差，按式（25） 
计算均方根误差。 

 (0) (0)ˆ( ) ( )       ( 1, 2, , )x i x i i n       ，  (23) 

 (0) (0) (0)
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    ，      (24) 
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1 ( ) ( )
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ˆ
n
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S x i x i
n 

       。     (25) 

式中  (0)ˆ ( )x i 为表示各月的沉降量预测值； (0) ( )x i 为 
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表 1 不同预测模型对保施高速高填方路基沉降量预测值及其误差分析表 
Table 1 Predicted settlement values and error analysis of high-fill subgrade of Baoshan-Shidian Expressway by different prediction models 

GM(1,1) GVM IGM(1,1) MIGM(1,1) PMIGM(1,1) 
年份 月份 (0) ( )X k  (0)ˆ ( )X k    (0)ˆ ( )X k    (0)ˆ ( )X k    (0)ˆ ( )X k    (0)ˆ ( )X k    

8 月 17.6 17.6 — 17.6 — 17.60 — 17.67 — 17.57 — 
9 月 17.1 17.51 2.38 17.04 0.33 17.42 1.87 17.25 0.89 17.18 0.47 
10 月 16.6 16.65 0.32 16.46 0.87 16.63 0.18 16.72 0.72 16.62 0.14 
11 月 15.9 15.84 0.38 15.84 0.36 15.81 0.57 15.90 0.01 15.81 0.56 

2015 年 

12 月 15.3 15.07 1.53 15.2 0.63 15.23 0.46 15.41 0.69 15.39 0.57 
1 月 14.8 14.33 3.18 14.54 1.73 14.50 2.03 14.65 1 14.63 1.12 
2 月 13.7 13.63 0.51 13.87 1.21 13.65 0.36 13.68 0.12 13.61 0.69 
3 月 13.1 12.96 1.04 13.18 0.57 12.96 1.07 13.02 0.64 12.94 1.21 
4 月 12.3 12.33 0.25 12.48 1.42 12.38 0.65 12.38 0.65 12.31 0.07 
5 月 11.7 11.73 0.24 11.77 0.61 11.76 0.51 11.78 0.64 11.71 0.07 
6 月 10.9 11.16 2.35 11.07 1.54 11.03 1.19 10.99 0.86 10.95 0.43 

2016 年 

7 月 10.4 10.61 2.03 10.37 0.29 10.56 1.54 10.46 0.54 10.41 0.12 
   1.18 0.80 0.87 0.60 0.47 
S  0.22 0.13 0.15 0.09 0.09 

注：预测值单位为 mm；  与  的单位为%。 

为各月的沉降量实测值；n 为数据总和， 12n  。 
表 1 与图 2 表示不同预测模型的相对误差、平均

相对误差以及均方差误差，GM（1,1）、GVM、IGM
（1,1）以及 MIGM（1,1）模型的平均相对误差分别

为 1.18%、0.80%、0.87%以及 0.60%，PMIGM（1,1）
的平均相对误差为 0.47%，表明了 PMIGM（1,1）预

测模型的有效性。采用 PMIGM（1,1）模型预测该填

方路基沉降量如表 2 所示。 

 
图 2 不同预测模型的绝对误差对比图 

Fig. 2 Contrast of absolute errors by different prediction models 

表 2 基于 PMIGM（1,1）模型的高填方路基沉降量预测 

Table 2 Predicted settlements of high-fill subgrade based on  
..PMIGM(1,1) model                        (mm) 

日期 2018-08 2018-09 2018-10 2018-11 2018-12 2019-01 
预测值 10.07 9.58 9.11 8.67 8.11 8.02 

5  结    论 
（1）由于 PMIGM（1,1）模型源于灰色理论，而

GM（1,1）模型适用于呈指数型规律的数据，故 PMIGM 
（1,1）预测模型对指数型规律的数据序列适应性较好。 

（2）结合灰色理论、Markov 链以及粒子群优化

理论，建立了 PMIGM（1,1）预测模型，对云南省保 
施高速公路高填方路基进行预测，研究分析表明，

PMIGM（1,1）预测模型优于 MIGM（1,1），IGM（1,1）， 

GVM 以及 GM（1,1）预测模型，表明本文提出的 
PMIGM（1,1）模型的有效性。 
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