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摘  要：目前基于贝叶斯结合马尔可夫链蒙特卡罗（MCMC）的参数识别方法仅在某些传统的简单本构模型的参数识

别上得到了验证。鉴于此，提出了一种效率更高的基于差分进化算法的过渡马尔可夫链蒙特卡罗方法（DE-TMCMC），

并基于此提出了一种高效的贝叶斯参数识别方法，应用于高级土体本构模型的参数识别。为了验证其稳健性和有效性，

选取丰浦砂的常规室内试验结果作为目标试验来识别考虑临界状态的砂土本构模型的参数。通过对比原始 TMCMC 方

法在参数识别上的表现，突显了 DE-TMCMC 在识别砂土高级本构模型参数方面的能力。 
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Abstract: The parameter identification using Bayesian approach with Markov chain Monte Carlo (MCMC) has been verified 

only for certain conventional simple constitutive models up to now. An enhanced version of the differential evolution 

transitional Markov chain Monte Carlo (DE-TMCMC) method and a competitive Bayesian parameter identification approach 

for use in advanced soil models are presented. The DE-TMCMC, enhanced through implementing a differential evolution into 

TMCMC to replace the process of proposing a new sample, is proposed. To verify its robustness and effectiveness, the triaxial 

tests on Toyoura sand are selected as objectives to identify the parameters of the critical state-based sand model SIMSAND. 

The original TMCMC is also used as a reference to compare the results of DE-TMCMC, which indicates that the DE-TMCMC 

is highly robust and efficient in identifying the parameters of advanced soil models. All the results demonstrate the excellent 

ability of the enhanced Bayesian parameter identification approach in identifying the parameters of advanced soil models from 

both laboratory and in situ tests. 
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0  引    言 
本构模型参数的准确性会显著地影响其在工程

应用中的模拟效果，进而会导致不准确的预测[1-2]，因

此参数识别是本构模型从岩土工程理论到实践的关键

问题之一。尹振宇等[3]总结出 3 种常用的参数识别方

法：解析法、经验法和反分析法。不同于其他两种方

法，反分析法所识别的参数相对客观，不受主观因素

干扰，完全基于所采用的观测数据，即使对那些没有

直接物理意义的模型参数也是如此，因此得到广泛的

应用[4-7]。常见的反分析法可以分为两类：①确定性方

法，比如基于优化方法的参数识别，确定性方法侧重

于寻找一组与观测数据相吻合的最优解[3, 8-9]，而不考

虑土的变异性和不确定性对模型参数带来的干扰；②

基于概率的不确定方法，比如采用贝叶斯方法的参数

识别，考虑了土的变异性，对于天然土来说所识别的

模型参数更合理，更适合于工程预测。目前基于贝叶

斯的参数识别法备受欢迎，并被广泛应用于不同的领
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域[10]。在贝叶斯方法中，所要识别的参数被视为多变

量的联合随机分布，以此来表示土体模型参数的不确

定性。然而到目前为止，这类应用只涉及到某些传统的

简单本构模型，如线弹性模型[11]、一维弹塑性模型[12]、

硬化土模型[13]等，而对于高级本构模型（如临界状态

模型）却鲜有报道。 
在进行贝叶斯参数识别时，马尔可夫链蒙特卡罗

（MCMC）模拟方法可以有效地得到后验分布而被广

泛应用。所采用的 MCMC 方法在一定程度上决定所

识别的精度和可靠性。总的来说，MCMC 抽样（例如

Metropolis–Hastings 算法[14]）所产生的样本在统计上

不是相互独立的，这样可能会降低统计估计的效率，而

且当变量数目很大时，该类方法的效率会变得很差[15]。

为解决此类问题，Ching 等[19]针对高维问题提出了一

种过渡马尔可夫链蒙特卡罗算法（TMCMC）。虽然这

种方法提高了 MCMC 的性能[16-18]，但使用 TMCMC 估

计的后验分布在求解特殊问题的时候会趋向于局部收

敛[15]。由于土体本构模型的高度非线性以及参数的耦

合效应问题，有必要对 TMCMC 做进一步的改进以适

用于高级本构模型参数识别。 
因此，本文旨在通过对 TMCMC 方法的改进，提

出一种高效的高级土体本构模型的贝叶斯参数识别方

法。为此，首先介绍了贝叶斯参数识别的原理；接着，

为了提高 TMCMC 的性能，引入差分进化来替换

TMCMC 中利用高斯分布生成新样本的方法，得到了

改进的过渡马尔可夫链蒙特卡罗算法；最后，应用此

方 法 来 识 别 考 虑 临 界 状 态 的 砂 土 本 构 模 型

（SIMSAND）参数，以验证改进 DE-TMCMC 在识别

参数上的有效性。 

1  基于改进方法的贝叶斯参数识别 
1.1  贝叶斯参数识别的框架 

根据 Yuen[10]的研究，贝叶斯方法可以使用后验概

率分布函数来更新模型参数和描述不确定性。按照贝

叶斯公式[10]，假设观测数据和模型预测满足预测误差

方程，观测可表示如下：由于各区域粒径进行了放大，

需要按照尺度关系调整颗粒材料参数，以保证不同区

域相应的物理力学特性的一致性。 

obs num ( )U c U  b   ，          (1) 

式中  b为模型的参数向量；c~N (1， 2
 )为均值为 1

且符合高斯分布的随机变量； 2
 表示预测误差的方

差；除土体本构模型参数向量 b外， 2
 也为一个待识

别的参数。 
参数的不确定性可以用后验概率分布函数

（PDFs）来评估，基于数据 D 的后验概率分布函数

（PDFs）可表示为 
( ) ( )

( )
( )

p p D
p D

p D


 
   ，           (2) 

式中   ,  b ，为待识别参数； ( )p  为参数 的

先验概率分布函数，可以根据使用者的经验来决定；

( )p D  为表示数据拟合程度的似然函数。如果不同测

量数据的预测误差在统计上是独立的，则似然函数可

按下式计算： 

2 2
2( ) (2π ) exp ( ; )

2

N

g
Np D J D






  
  

 
b  ， (3) 

式中  N 为测量数据点的数量； ( ; )gJ Db 为表示数据

拟合程度的拟合度函数。 
通常对似然函数取对数来保证数值的稳定性和

计算的简单性。对数似然函数可以表示为 
2

2ln ( ) ln(2π ) ( ; )
2 2 g
N Np D J D






   b  。 (4) 

在土力学中，变形和强度是反映土体特性的两个

非常重要的指标。土体室内试验通常包含两种曲线：

应变–应力和应变–体积变形，如三轴排水试验曲线

a–q 和a–e，和三轴不排水试验曲线a–e 和a–u 
（其中a为轴应变，q 为偏应力，e 为孔隙比，u 为超

孔隙水压力）。因此，在计算数据拟合程度时需要同时

包含这两个指标，即同时需要计算应力和变形的拟合

度，因此最终的拟合度为这两个指标的线性组合。金

银富等[8-9]认为误差应与不同变量（如 q，e 或者 u）
的数值绝对大小无关，应该采用归一化拟合度函数，

其表达式为 
0

2

obs num

1 10 obs

1( ; )
i iN N

g i
j i

j

U U
J D

N N U 

  
   
   

 b  ， (5) 

式中，N 为测量值的个数，N0为一次测试的曲线数，

obs
iU 为点 i 的测量值， num

iU 为点 i 的计算值。 
对于多个不同类型的观测值，每个观测的似然值

须组合为最终的总体拟合度[16]。当目标试验数据中包

含 M 组试验结果时，似然函数表示为 

1

ln ( ) ln ( )
M

i
ip D p D



    ，       (6) 

式中，M 为试验次数， ( , )ip D C 为第 i 次试验对应

的似然数。 
由于土体模型涉及高度非线性函数，无法采用解

析的方法得到其后验分布，必须使用数值评估的方式

得到后验概率分布函数 ( )p D ，比如用 MCMC、

TMCMC 方法。这也是本文中重点关注的地方，即提

出一个更高效的改进马尔科夫链蒙特卡洛方法。在实

际工程应用中，常常采用最大后验估计 MAP 所对应

的参数作为土体模型参数 的精确估计。MAP 参数向
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量 MAP 可以按以下公式计算： 

MAP
( ) ( )

arg max ( ) arg max
( )

p p D
p D

p D


 
  。(7) 

1.2  改进的过渡马尔可夫链蒙特卡罗方法 

TMCMC 方法最早是由 Ching等[19]
将粒子滤波法

和 MCMC 法结合而发展起来。该方法从先验分布

( )p  开始，通过对每一轮样本的优化，逐步过渡到后

验分布。TMCMC 的关键思想是建议概率密度函数，

这种建议概率密度对应于第 j 轮确定的抽样 ( ) jp  如

下所示： 

( ) ( ) ( )
q j

jp p L D     ，         (8) 

式中  qj∈[0, 1]且 q0=0< q1<…< qm=1（ j=0, 1, …, 
m），表示从先验分布到后验分布的状态水平； 0( )p  为

j=0 时先验分布 ( )p  的值； ( )mp  为 j=m 时后验分布

( )p D 的值。当 qj=1 时，所对应的分布即为后验分

布。 
本文仅概述 TMCMC 算法的部分关键步骤，原始

TMCMC 法的详细信息及其 MATLAB 代码可以参阅

Ching 和 Chen[19]的论文中查阅到。 
（1）计算 qj，如果 qj>1，则令 qj=1。 
（2）对所有样本 k=1, 2, …, Ns计算加权系数 ,j kw  

1

( , ) ( 1, )( ) j jq q

j k j kw L D 

   
 

 。  
 

(9) 

（3）计算加权系数的平均值 
s

( , )
1s

1 N

j j k
k

S w
N 

    。          (10) 

（4）计算高斯建议分布的协方差矩阵 

 1, 1,
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其中 
s
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, 1,( )1 ( )
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



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θ
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（5）令

c
( , ) ( 1, )j l j l  ，其中 l∈[1, 2，…, Ns]。然

后对于 k=1, 2, …, Ns，做以下 MCMC 抽样： 
a）使用序列重要性采样法（SIS）从集合[1, 2, …, 

Ns]中选出序号为 l 的样本，其中每个 l 被赋值
s

, ( , )( ) 1j l j n

N

nw w
 。

 
b）从正态分布 N（ ( , )

c
j l ， j ）中抽取一个新

样本得到 c 。 
c）余下的步骤等同 Metropolis 算法。 
（6）如果 qj=1 则停止迭代，否则令 j=j+1，并

返回步骤（1）。 
从上述步骤可以看出，新样本的生成是一个关键

步骤，高斯分布的均值和协方差决定了样本的范围，

协方差的取值变化会影响 TMCMC 的收敛性质，为此

好多学者从改进协方差的取值上对原始TMCMC进行

了一定程度上的改进[15, 17]。为提高原始 TMCMC 的性

能，本研究尝试采用 Vrugt[20] 提出的差分进化

(differential evoluation，DE)马尔可夫链算法以代替（b）
步提出高斯分布抽样过程，可表示为 

,
new c
( , ) ( , ) ( )j lj l j l d      ，          (13) 

其中 

       
best c

, , , ,(1 ) ( ) ( )jj l j l j a j bd                 ， 

(14) 
式中   

new
,j l 为新样本；  

c
,j l 为当前样本；

best
j 为与当

前迭代中的最大权重相对应的样本；d 为 的维数；

 ,j a 和  ,j b 为当前样本中的两个样本，其中 a 和 b 
∈[1,…, Ns]，为样本种群的下标； 2.38 / 2 d  ，

为跳转率；表示用于  ,j ld 的马尔科夫链的链数，根

据  Vrugt[20]
，默认值取=3，这里类似差分算法的

“DE/rand-to-best/1”模式。和的采样分别且独立地

从均匀分布[–c，c]和正态分布 N(0，c*)中抽取。在本

次研究中，根据 Vrugt [20]
的提议，令 c=0.1 和 c*=10-12

。 
在利用差分公式生成样本之后，利用二项式交叉

算子（crossover）对样本作进一步的选择，形成最终

的样本如下： 

 
 

 

new
rand,new

, c
,

,  if rand(0,1) CR or 

,  otherwise
j l

j l
j l

l l  


≤



，(15) 

式中  rand(0, 1)为[0，1]内的一个随机数；lrand=rand(int 
(1，d))，为从 1 到 d 的一个随机整数；交叉概率 CR
∈[0，1]，本文中取 CR=0.9。 

为了简单起见，在后续的描述中，原始 TMCMC
被称为“O-TMCMC”，而改进的基于差分算法的

TMCMC 则称为“DE-TMCMC”。 

2  DE-TMCMC 的性能 
为了评估 DE-TMCMC 方法对高级本构模型参

数识别的有效性，本小节分别采用 O-TMCMC 和

DE-MCMC 针对室内试验数据对 SIMSAND 砂土模型

的参数进行识别，对比两个方法的表现，以验证改进

方法的适用性。 
2.1  丰浦砂的室内试验结果 

本文所选取的目标试验为日本丰浦砂的系列三轴

排水试验结果（Verdugo 等[21]）。丰浦砂为亚圆至亚角

颗粒组成的均匀细石英砂，平均颗粒尺寸 d50=0.17 
mm，均匀系数 Cu=d60/d10=1.7，最小和最大孔隙比分

别为 emin=0.597 和 emax=0.977。 
表 1 为所选试验的初始孔隙比和试验围压。为了

方便识别，对每组试验都进行了编号（1～14），并如
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图 1 所示。为了更全面地反映砂土的力学特性，根据

金银富等[9]建议，选择三组三轴试验，如一组排水试

验（试验 2 为松砂试验结果）和两组不排水试验（试

验 7 为密砂试验结果和试验 12 为中密砂试验结果），

作为参数识别的目标试验。其余的试验用于检验所识

别参数的准确性和合理性。 
表 1 丰浦砂三轴试验汇总 

Table 1 Summary of triaxial tests on Toyoura sand 
试验编号 1 2 3 4 5 6 

e0 0.996 0.916 0.831 0.959 0.885 0.809 

p' / MPa 0.1 0.1 0.1 0.5 0.5 0.5 

试验编号 7 8 9 10 11 12 13 14 

e0 0.735 0.735 0.735 0.735 0.833 0.833 0.833 0.833 

p' /MPa 0.1 1 2 3 0.1 1 2 3 

注：试验编号为 1～6 的试验为排水试验，编号为 7～14 的试

验为不排水试验。 

由于砂土的泊松比变化范围不大且对模拟影响不

大，故本文将泊松比 设为 0.2。此外，SIMSAND 中

的弹性参数可基于一维压缩试验确定 K0=130 和

n=0.50 [8]，没有必要作为待识别参数。因此，除弹性

参数（K0，n）和泊松比（ ）外，其它的 SIMSAND
参数和不确定度均被视作待识别参数，并用

DE-TMCMC 结合贝叶斯方法进行识别。 
2.2  结果和讨论 

为了避免结果的随机性，每个识别过程均独立重

复 10 次。此外，为了证明所提出的 DE-TMCMC 在识

别砂土模型参数方面的有效性，同时采用优化方法[3,4]

对相同参数进行识别以作对比，优化方法所识别的参

数汇总在表 2 中。虽然基于优化方法的参数识别没有

考虑土的不确定性，但是所得结果可被视为是一组用

来评估 DE-TMCMC 有效性的真实值，优化所得的解

与 MCMC 的 MAP 解之间的距离越近，则表明所获得

的参数就越可靠，也就证明了所提出的 DE-TMCMC
的有效性。 

 

图 1 丰浦砂的三轴试验结果 

Fig. 1 Results of triaxial tests on Toyoura sand 

表 2 所有参数的先验概率分布函数边界、真值、MAP 平均值和后验概率分布函数标准差 

Table 2 Bounds in prior PDF, true values, mean MAP values and standard deviations in posterior PDF for all parameters 

eref    kp Ad np nd 
参数和边界 

[0.5, 1.5] [10-3, 10-1] [0.1, 1.0] [20, 50] [10-3, 10-1] [0.1, 2] [0, 10] [0, 10] [0, 1] 
MAP 

O-TMCMC 
0.909 

(0.0038) 
0.015 

(0.0052) 
0.83 

(0.0406) 
30.7 

(0.42) 
0.0027 

(3.18×10-4) 
0.67 

(0.103) 
3.92 

(0.738) 
4.83 

(0.387) 
0.21 

(0.01) 
MAP 

DE-TMCMC 
0.900 

(0.0012) 
0.008 

(6.63×10-4) 
0.97 

(0.02) 
32.01 
(0.16) 

0.0036 
(1.77×10-4) 

0.50 
(0.0406) 

1.80 
(0.194) 

4.04 
(0.276) 

0.051 
(0.0038) 

真值(优化) 0.920 0.0131 0.78 32.40 0.0030 0.50 1.60 4.10 — 
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图 2 使用 O-TMCMC 和 DE-TMCMC 多次计算下 SIMSNAD 各参数的均值及不确定度的比较 

Fig. 2 Comparison of mean values of each parameter and uncertainties for O-TMCMC and DE-TMCMC 

图 2 比较了在多次计算下两种方法所得各个参数

的平均值。可以看出基于 DE-TMCMC 方法所识别的

参数有轻微波动，基本上保持稳定。相反，O-TMCMC
的结果则不太令人满意，多次计算所得结果的波动较

大，特别是对于摩擦角，因此 O-TMCMC 的稳健性

较差。除了 3 个与临界状态线有关的参数（eref，和）
外，DE-TMCMC 所识别的参数都非常接近于优化值，

而 O-TMCMC 所得结果则相差较远。而导致这 3 个参

数识别不准确的原因是所采用的目标试验的应力水平

均较小，无法准确描述该砂土在整个应力空间下的临

界状态特性。综上，结果表明基于 DE-TMCMC 的贝

叶斯参数识别方法在识别 SIMSAND 的参数上具有稳

健性和高效性。 
图 3 比较了两种方法在多次计算中所得参数的标

准差值。标准差的较大波动表明后验概率分布函数

（PDF）的不稳定性。此外，标准差较大也意味着生

成的样本分布在很大的范围内，表明计算极有可能存

在局部收敛。从图 3 可以看出 DE-TMCMC 每一次计

算所得的分布基本稳定，而 O-TMCMC 每一次计算所

得到的分布就比较分散，这表明基于 DE-TMCMC 的

贝叶斯方法在识别参数上具有很强的稳健性。 
对粒状材料来说，摩擦角是影响材料强度的关

键参数。而 SIMSAND 的塑性模量 kp和剪胀相关参数

Ad和 nd是与材料变形有关的重要参数。考虑到强度和

变形是描述砂土特性的重要指标，因此参数，kp，

Ad和 nd的准确性可以用来评估 DE-TMCMC 有效性。

选取 jq =1 的 O-TMCMC 和 DE-TMCMC 最终阶段具

有较大标准差值的计算作为范例，来对比 4 个参数的

后验分布情况。第 6～9 次计算的参数和 kp的后验

分布比较如图 4 所示。第 7～10 次计算的参数 Ad 和

nd 后验分布比较如图 5 所示。对于 DE-TMCMC，参

数的分布逐渐从先验均匀分布逐渐收敛到较窄的范

围。然而，O-TMCMC 的识别结果则陷入了局部收敛，

从而导致了丰浦砂的，kp，Ad和 nd值的不合理[4, 19]。
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图 3 使用 O-TMCMC 和 DE-TMCMC 多次计算下 SIMSNAD 各参数的标准差及不确定度的比较 

Fig. 3 Comparison of standard deviations of each parameter and uncertainties for O-TMCMC and DE-TMCMC 
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图 4 不同 O-TMCMC 与 DE-TMCMC 计算下和 kp 联合后验分布的比较 

Fig. 4 Comparison of evolution of samples between O-TMCMC and DE-TMCMC at final stage for and kp 

 

图 5 不同 O-TMCMC 与 DE-TMCMC 计算下 Ad 和 nd 联合后验分布的比较 

Fig. 5 Comparison of evolution of samples between O-TMCMC and DE-TMCMC at final stage for Ad and nd 

相比之下，DE-TMCMC 克服了这种情况，所得的参

数分布更合理。这些结果表明，本文提出的

DE-TMCMC 算法具有较强的稳健性，能够较好地克

服高级土体模型参数识别的局部收敛性问题。 
表 2 总结了由 O-TMCMC 和 DE-TMCMC 所识别

的对应最大后验概率分布（MAP）的参数平均值和标

准差。可以看出使用 DE-TMCMC 所识别的参数 MAP

值与 Taiebat 等[22]以及金银富等[8]所得到的参数更接

近，表明 DE-TMCMC 得到的参数比 O-TMCMC 的更

合理。此外，除了 MAP 值，贝叶斯方法不同于确定

性方法的另一特点就是可以识别出参数的不确定性，

并可以用来预测工程问题的不确定性。因此，这里采

用所得后验分布中的 2000 个样本，对目标试验 2，7
和 12 进行了模拟，模拟结果以误差图的形式绘制于图
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6，以此来比较两种方法在预测不确定性上的表现。从

图示结果可以看出，与本文提出的 DE-TMCMC 相比，

O-TMCMC 似乎夸大了参数不确定性而导致过大的模

拟不确定性，可以 DE-TMCMC 在参数识别的可靠性

方面比 O-TMCMC 更有效。最后为了验证由

DE-TMCMC 所识别的 MAP 参数准确性，使用

SIMSAND 模型对目标试验之外的其他试验进了模

拟。如图 7 所示，预测与试验结果的一致性表明了基

于 DE-TMCMC 贝叶斯方法进行参数识别的合理性。 

 

图 6 使用所有后验分布中的参数模拟目标试验 2，7，12 的结果 

Fig. 6 Simulations using parameters of final state for objective  

..tests 2, 7 and 12 

 

 

 

 

图 7 丰浦砂三轴试验结果和模拟的比较 

Fig. 7 Comparison between simulations and experiments of  

.triaxial tests on Toyoura sand 

3  结    语 
为了识别土体本构模型参数的同时考虑其不确定

性，本文提出了一种基于改进的 DE-TMCMC 的贝叶

斯参数识别法。通过在 O-TMCMC 中引入差分进化算

法以取代高斯分布抽样来生成新样本提出了改进

DE-TMCMC 方法。 
利用基于 DE-TMCMC 的贝叶斯方法对高级砂土

模型 SIMSAND 参数进行了识别，并与 O-TMCMC 的

结果进行了对比。为了避免结论的随机性，每种方法

对应的计算均独立进行 10 次。然后从稳健性、有效性

和参数的准确性方面对所得结果进行了分析，所有结

果表明基于 DE-TMCMC 的贝叶斯方法在识别砂土高

级本构模型参数方面具有较高的可应用性。 
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