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非饱和地基上多层矩形板稳态响应解析研究 
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摘  要：采用积分变换法和消元法求得了非饱和地基受任意竖向简谐荷载作用下的稳态响应积分变换解。同时对四边

自由多层矩形薄板提出了带有补充项的双重余弦级数通解，并与地表竖向位移的级数展开式相结合，建立了地基和矩

形板的协调方程，再联合矩形板的控制方程和边界条件，构成了非饱和地基上四边自由多层矩形薄板稳态振动的解析

方程组。选取非饱和土体参数和矩形板参数，利用该方程组，求解了竖向稳态荷载作用下该地基板的接触压力幅值、

板挠度幅值以及板弯矩幅值，分析了非饱和地基参数对矩形板稳态响应的影响规律。 
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Analytical study on dynamic response of multi-layered plate in                     
unsaturated half-space 

WANG Chun-ling, ZHAO Lu-ke, LI Dong-bo 
(School of Science, Xi'an University of Architecture and Technology, Xi'an 710055, China) 

Abstract: The study on the dynamic interaction between plate and foundation is widely concerned. Especially, the dynamic 

response of plate on unsaturated foundation contains theoretical and practical values. The steady-state response of multi-layered 

rectangular plate on unsaturated half-space is investigated. Based on the governing equation proposed by the previous 

literatures, the integral solution for unsaturated half-space is derived by using the integral transformation and elimination 

method. Meanwhile, a double-cosine form function is proposed for the multi-layered rectangular plate so as to establish the 

compatibility equation between plate and foundation. Considering the governing equation, boundary conditions and 

compatibility equation of layered rectangular plate, the amplitudes of vertical displacement and bending moment are calculated. 

The parameters of foundation and multi-layered plate are selected, and some computed results for steady-state vibration of 

multi-layered plate are given. To further investigate how the factors of unsaturated soils influence the steady-state response of 

multi-layered plate, the specific numerical results of displacement of multi-layered plate are calculated, and the rules how the 

factors influence the deformation of plate are analyzed. 

Key words: unsaturated half-space; integral transformation; multi-layered rectangular plate; steady state response; analytical 

study 

0  引    言 
地基与矩形板的相互作用问题倍受关注。在以往

的研究中，基于各向同性弹性地基模型，李刚等[1]提

出一种弹性地基上矩形板的稳态振动的积分变换解。

王春玲等[2]则提出一种矩形板与各向同性地基接触问

题的解析方法，还深入研究了矩形板与成层横观各向

同性地基的相互作用[3]。此外，艾智勇等[4]采用解析

层元法计算成层横观各向同性地基上矩形板的沉降。

但这些研究均是基于单相介质地基展开的。 
自从 Biot[5]提出了饱和土波动方程后，饱和土与

基础板系统的动力响应研究也逐渐展开。但相对于饱

和土，非饱和土在实际工程中更加常见，而且非饱和

地基与矩形板相互作用的研究至今未得到解决，因此

该问题具有一定的研究价值。 
长期以来，基于不同理论，已经有多种非饱和土

控制方程[6-9]被提出。但徐明江在前人研究基础之上，

提出了更实用、更符合实际工程的控制方程[10-14]。该

方程能更好地符合广义 Darcy 定律，而且各个参数意
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义明确，便于实验获得，具有推广价值。基于该方程，

展开本文的研究。 
基于文献[10，12]给出的非饱和土的控制方程，

利用积分变换法，求解非饱和地基地面位移的稳态积

分变换解。同时结合文献[15，16]中多层矩形薄板理

论，构造了带有补充项的双重傅里叶级数通解来研究

非饱和地基上四边自由多层矩形薄板的稳态振动，分

析非饱和土参数对矩形板稳态响应的影响规律。 

1  非饱和地基稳态响应积分变换解 
基于连续介质力学和 Bishop 有效应力公式，文献

[10，12]提出了非饱和土的动力控制方程。在如图 1
所示的直角坐标系下，非饱和土受任意竖向简谐荷载

ie tF  激励时，其固体骨架位移和孔隙压力可以写为 
ie tu  ， ie tv  ， ie tw  ， l ie tp  ， g ie tp  ，i 为虚数单位。

此时，去掉时间变量，控制方程可简化为[10，12]  
l g

2
0 0 0 1 2 3

ε( ) 0p pu b b b u
x x x

  
  

      
  

，(1) 

l g
2

0 0 0 1 2 3
ε( ) 0p pv b b b v
y y y

  
  

      
  

，(2) 

l g
2

0 0 0 1 2 3
ε( ) 0p pw b b b w
z z z

  
  

      
  

，(3) 

2 l l g
11 12 13ε 0p b p b p b       ，    (4) 

2 g l g
21 22 23ε 0p b p b p b       ，    (5) 

式中， 0 和 0 为非饱和土体的 Lame 常数，    
u v w
x y z
  

 
  

为体积应变，
2 2 2

2
2 2 2x y z

  
   

  
，为

Laplace 算子。这里，非饱和土的动剪切模量按照文献

[10]给出的计算方法确定，其表达式为 0 s    
2 1

e e
s

2050 ln( 1 ) tanS S 


   ， 为黏土的内摩擦角， s

为非饱和土在完全饱和时的动剪切模量， s 为 V-G 模

型拟合参数。 eS 为有效饱和度，且 r w0
e

w01
S SS

S





， w0S

为剩余饱和度， rS 为饱和度。 lp 和 gp 分别为孔隙流

体压力和孔隙气体压力。另外， 
l 2 l 2
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s s s(1 )n   , l s r ln S  , g s r g(1 )n S   分别为土

骨架、孔隙流体和孔隙气体的相对密度， s ， l ， g

分别为土骨架、孔隙流体和孔隙气体的密度，ns 为孔

隙率， 0 b s1 /a K K  ， b 0 02 / 3K    ， sK 为土颗粒

的体积压缩模量， 为有效应力参数，取值为 rS  。

s r l l/lb n S g k ， g
s r g g(1 ) /b n S g k  ，g 为重力加速

度， lk 和 gk 分别为孔隙流体和孔隙气体的绝对渗透系

数 ， 且 有 ss 2
l l e e l[1 (1 ) ] /mmk g S S     ， gk   

ss 2
g e e g1 (1 ) /mmg S S    ，ms为V-G模型拟合参数，

 为非饱和土的固有渗透率， l 和 g 分别为孔隙流体

和孔隙气体的黏滞系数， lK 和 aK 分别为孔隙流体和

孔隙气体的体积压缩模量。 

 

图 1 非饱和地基计算示意图 

Fig. 1 Schematic graph of unsaturated foundation 

将式（1）～（3）分别对 x，y，z 求一阶导数并

相加得到 
2 2 l 2 g

0 0 1 2 3( 2 ) 0b p b p b            。 (6) 

将式（4）和式（5）代入式（6）有 
2 l g

31 32 33 0b p b p b        ，   (7) 

其中， 1 11 2 21
31

0 02
b b b b

b
 


 


， 1 12 2 22

32
0 02

b b b b
b

 


 


， 33b   

1 13 2 23 3

0 02
b b b b b

 
 




。 

引入双重傅里叶变换： 
i( )( , ) ( , )e d dx yf f x y x y  

  

 
    。 (8) 

相应的逆变换为 
i( )

2

1( , ) ( , )e d d
(2π)

x yf x y f     
   

 
    。 (9) 
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规定经傅里叶变换后的物理量均带有上标“—”。

对式（4）、式（5）和式（7）作双重傅里叶变换得到 
2

2 l g
11 12 132

d 0
d

k b p b p b
z


  

      
  

 ， (10) 

2
l 2 g

21 22 232

d 0
d

b p k b p b
z


  

       
  

 ，(11) 

2
l g 2

31 32 332

d 0
d

b p b p k b
z


  

       
  

 ，(12) 

其中， 2 2 2k    。 
联立式（10）～（12），采用消元法求解 l gp p， ， 。

先消去 lp ， gp 有 
2

31 32 11 31 32 22 32 32 21 31 31 12 21 2

2
2 2

33 23 31 32 21 332

2 2
2 2

31 11 33 31 132 2

d( )
d

)

d d
d d

b b b b b b b b b b b b b
z

dk b b b b b bk
dz

b b b b bk k
z z



     


                       
                   

        
2

2
31 22 32 212

d
d

b b b bk
z


           

  。    (13) 

式（13）为关于 的常微分方程，整理后为 
6 4 2

1 2 3 46 4 2

d d d 0
d d d

c c c c
z z z
  
    。 

相应的特征方程为 
6 4 2

1 2 3 4 0c c c c        。    (14) 

1 2 3 4c c c c， ， ， 的具体形式可由式（13）整理得

到。显然，式（14）存在 6 个特征根 i (i=1，2，3)，
则  的通解为 

3

1
( e e )i iz z

i i
i

C D  



    。      (15) 

对于非饱和半空间而言，由地基无穷深的辐射条

件可知，当 z→∞，存在 ε =0，则有 Ci=0(i=1，2，3)。
因此式（15）可简化为  

3

1
e i z

i
i

D  



   。         (16) 

继而可以求得 
3

g
1

1
e i z

i i
i

p f D 



   ，       (17) 

其中， 1 2
1if   



， 

..
31 32 11 31 32 22 31 31 12 32 32 21

2 2
1 32 21 33 23 31

2 2 2 2
2 31 11 33 31 13

[ ( ) ]

[( )( ) ]
i

i i

b b b b b b b b b b b b
b b k b b b

b k b k b b b



 

    

    

      

，

，

，

 

以及 

     
3l

2
1

e i z
i i

i
p f D 



    ，        (18) 

其中，
2 2

32 1 33
2

31 31

i i
i

b f k bf
b b

  
  。 

对式（1）～（3）进行双重傅里叶变换，并将式

（16）～（18）代入，得到 
2 3

2 3
2

1

d i e 0
d

i z
i i

i

bk u g D
z








 
    

 
  ， (19) 

2 3
2 3

2
1

d i e 0
d

i z
i i

i

bk v g D
z








 
    

 
  ， (20) 

2 3
2 3

2
1

d e 0
d

i z
i i i

i

bk w g D
z








 
    

 
  ， (21) 

其中 0 0 1 2 2 1

0

( ) i i
i

b f b f
g

 


  
 。 

分别求解式（19）～（21），并根据无限深非饱

和半空间地基的辐射条件可得，当 z ，u v   
0w  ，即存在 Ci=0(i=4，5，6)，则可得 

4
3

4 2 2
1 3 0

i
e e

/
i zz i

i
i i

g
u D D

k b
 

 




 
   ， (22) 

4
3

5 2 2
1 3 0

i
e e

/
i zz i

i
i i

g
v D D

k b
 

 




 
   ， (23) 

4
3

6 2 2
1 3 0

e e
/

i zz i i
i

i i

g
w D D

k b
 

 




 
   。 (24) 

将式（22）～（24）代入式（16），并利用式（6）
得到 

    4 5 4 6i i 0D D D       。     (25) 
于是有 

4 5
6

4

i iD D
D

 



   。          (26) 

则式（24）改写为 
4

3
4 5

2 2
14 3 0

i i
e e

/
i zz i i

i
i i

D D g
w D

k b
  

  





 

  。(27) 

根据 Bishop 有效应力公式，非饱和土的应力表

达式为[10] 
l g

0 0 0 0ε 2 (1 )z
w a p a p
z

    


    


， 

0xz
u w
z x

 
      

， 0yz
v w
z y

 
      

。 

其傅里叶变换为 
l g

0 0 0 02 (1 )z
w a p a p
z

     


    


 ， (28) 

0 ixz
u w
z

  
   
 

  ，         (29) 

0 iyz
v w
z

  
   
 

  。         (30) 

将式（16）～（18）、式（22），（23）和式（27）
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代入式（28）～（30）中得到 

  4

3

0 0 4 5
1

e 2 i i ei z z
z i

i
D D D      



      

23 3
0

0 22 2
1 13 0

2
e e

/
i iz zi i

i i i
i ii

g D a f D
k b

  


 
 

 

 
     

3

0 1
1

(1 ) e i z
i i

i
a f D  



    ，         (31) 

4 4

2
4 5

0 4 4
4

e ez z
xz

D DD   
  


  

   


  

3

2 2
1 3 0

i2 e
/

i zi i
i

i i

g D
k b

 
 






  

   ，    (32) 

4 4

2
4 5

0 4 5
4

e ez z
yz

D DD   
  


  

   


  

3
4

2 2
1 3 0

i
2 e

/
i zi

i
i i

g D
k b

 
 






  

   。   (33) 

受任意竖向简谐荷载 i( , )e t
zF x y  激励，并考虑地

表排气、排水条件时，非饱和半空间的应力边界条件

可写成 
( , ,0) ( , ) 
( , ,0) 0 
( , ,0) 0 

( , )

z z

xz

yz

x y F x y
x y
x y

x y





 
 
 
        

，

，

。
  (34) 

当地表完全排水、排气，存在 
g( , ,0) 0, ( , ,0) 0lp x y p x y    。   (35) 

对式（34），（35）进行傅里叶变换有 
( , ,0) ( , ) ( , , 0) 0  ( , ,0) 0z z xz yzF             ， ， ， 

          (36) 
l g( , ,0) 0 ( , ,0) 0p p    ，   。  (37) 

将式（31）～（33）代入式（36）得到 

4

3

0 0 4 5 0
1

23 3

0 22 2
1 13 0

e 2 (i i )e 2

e e
/

i

i i

z z
z i

i

z zi i
i i i

i ii

D D D

g D a f D
k b

 

 

     




 

 



 

 

    

 
 



 
   

3

0 1
1

(1 ) e ( , )i z
i i z

i
a f D F  



     ，   (38) 

4 4

2
4 5

0 4 4
4

e e +z z
xz

D DD   
  


  

  


    

      
3

2 2
1 3 0

2 i
e 0

/
i zi i

i
i i

g D
k b

 
 






  

  ， (39) 

4 4

2
4 5

0 4 5
4

e e +z z
yz

D DD   
  


  

  


    

      
3

2 2
1 3 0

2 i
e 0

/
i zi i

i
i i

g D
k b

 
 






  

   。 (40) 

 

再将式（17）和（18）代入式（37）中，当地表

排水、排气时得 
3 3

g l
1 2

1 1
e 0 e 0i iz z

i i i i
i i

p f D p f D  

 

    ，  。(41) 

当地表排水、排气时，联立式（37）有 

11 12 13 14 15 1

21 22 23 24 25 2

31 32 33 34 35 3

11 12 13 4

21 22 23 5

0
0

0 0 0
0 0 0

zFd d d d d D
d d d d d D
d d d d d D
f f f D
f f f D

   
   
        
   
   

    

 ， (42) 

其中， 11 35~d d 的表达式见附录。求解线性方程组式

（42），求出待定常数 D1～D5。假设式（42）的解为 

   T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 zD D D D D t t t t t F 。 

(43) 
此时，将式（43）代入式（27）中，当地表排水、

排气时，存在 
( , ,0) ( , )zw QF      ，        (44) 

其中，
3

4 5
2 2

14 3 0

i i
/

i i i

i i

t t g tQ
k b

  
  


 

  。 

对式（44）进行双重傅里叶逆变换，得到完全排

水、排气时，地表的竖向位移为 
i( )

2

1( , ,0) e d d
(2π)

x y
zw x y QF    

   

 
    。(45) 

类似可以得到完全不排水、不排气条件下的地表

竖向位移解。 

2  非饱和半空间上多层矩形板的稳态

振动通解 
2.1  多层矩形地基板的控制方程、内力及边界条件 

由文献[15，16]可知，如图 2 所示的多层矩形板，

其稳态振动的控制方程为 
44 4

2 24 4 2( 2 )xy k
WW WD D D

x yx y
   

       
 

2

1
( ) ( , ) ( , )

J

j j
j

h W q x y F x y 


   ， (46) 

其中，W 为振型函数， j 为第 j 层板的密度，

( 1  2  3 )jh j J ，，， ， 为第 j 层板的厚度， ( , )q x y 为简谐

外荷载幅值， ( , )F x y 为地基反力幅值，J 为总层数。

对式（46）中的 xy kD D D， ， 有如下的定义： 
0 0 1

0 1 0 1 2

2 21 2
2 2
1 2

d d
1 1

h h h

h h h h h

E ED z z z z
 



  
   

     

0 1 2 1

0 1 2 1

2
2 d

1
J

J J

h h h h J
h h h h h

J

E
z z






  

     



 ， 

0 0 1

0 1 0 1 2

2 21 1 2 2
2 2

1 2

d d +
1 1

h h h

xy h h h h h

E ED z z z z 
 



  
  

     
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0 1 2 1

0 1 2 1

2
2 d

1
J

J J

h h h h J J
h h h h h

J

E
z z








  

     



 

0 0 1

0 1 0 1 2

2 21 2

1 2

d d +
2(1 ) 2(1 )

h h h

k h h h h h

E ED z z z z
 



  


     

0 1 2 1

0 1 2 1

2d
2(1 )

J

J J

h h h h J
h h h h h

J

E
z z






  

     



。 

其中， jE ， j 为第 j 层板的弹性模量和泊松比。 0h 为

矩形板的中性面距上表面的距离，其值为 
1

2 2
0

1 2 1 1
( ) / (2 )

jJ J J

j j j j i j j
j j i j

h E h E h h E h


   

    。 

多层板的内力（弯矩 ,x yM M ；总剪力 ,x yV V ；扭矩 xyM ）

表达式见文献[16]。对于四边自由矩形板而言，边界

条件为（以 0x   边为例）  
0 0x xM V ，   ，          (47) 

在自由角点处有（该点既不受外力也不受约束） 
2

0W
x y



 

  。               (48) 

 

图 2 多层矩形板示意图 

Fig. 2 Sketch of multi-layered rectangular plate 

2.2  非饱和地基上多层矩形板通解及解析方程组 

受文献[17]启发，构造出如下带有补充项的双重

傅里叶级数通解： 
2 2 2

2
0 0 0

3 2 2 4 2

4 2

2 2 2 4 2 2 2

2 4 2

2 2 2 3 2 2 4 2

2 4 2
0

2 2 2

2

π π πcos cos +

4 4 2
24 2

π 2 πcos
24 2

π 4 4 2
24 2

π

mn
m n m

m

m

n
n

m x n y m bW w
a b a

by b y y by y C
b b

m b y b y y m xD
a b b a

n a ax a x x ax x G
b a a

n a
b

  

  





  


  
 


      
  

        
 



 


4 2 2 2

4 2

2 πcos  
24 2 n

x a x x n yH
a a b

     
  

，

  

( 0,1,2,3 ; 0,1,2,3 )m n     。    (49) 

其中， ( 4 ) /xy kD D D   。另外， mnw ， mC ， mD ，

nG ， nH 均为待定常数。 
将荷载及地基反力都展为双重余弦级数： 

0 0

π π( , ) cos cosmn mn
m n

m x n yq x y q
a b


 

 

  ， (50) 

0 0

π π( , ) cos cosmn mn
m n

m x n yF x y F
a b


 

 

  。 (51) 

其中：

1/ 4    0
1 / 2    0, 0 0, 0
1         0, 0

mn

m n
m n m n
m n


 

    
  

或 ； 

0 0

4 π π( , )cos cos d d
b a

mn
m x n yq q x y x y

ab a b
   ； 

0 0

4 π π( , )cos cos d d
b a

mn
m x n yF F x y x y

ab a b
   。 

将式（49）代入式（46），再按余弦级数展开其

中的多项式，对比方程两边的系数得到 

4 4 2 2 6 2
4 4

2
4 4

2 2 2 2 2

( ) 2 2

22 2 +
90 6

n
m n m n mn m

n

n n n m
m m n xy n

n n

h
D H w D b

b

h h h
D H h D h

b b b

    



 

 

          
   
     

  

6 2 4
4 4 2 2

2
4 1

2 2 2

7
2 2 +

720 12

22 ( 1)

n n n n
m m m

n n

xy m n
m n n m

n

h h h h
C D b D

b b

D
H h h D

b b

 
 







          
   

   


6 2 4
4 4 2 22 2

90 6
m m m m

n n
m m

h h h hD a D
a a

 
 

             
    

2
4 6 2

2 2 2 4 4

4 4
2 2 2 2

22 2

7 22 2 +
720 12

xy n m
n m m n n

m m

m m m
n n m

m m

D h
H h h G D a

a a a

h h h
D H h

a a


 

 

 
 

         
 

   
    

  
2

1 2
2

2 2 2
4 4 2 2

( 1)

2
90 6

xy n m
m n mn

n n n n
m m

n n

D
h H m w

a

h h h h
m b C

b b




 
 


   


   
       
   

2 2 2 1
4 4 2 2

72 ( 1)
720 12

nn n n n
m m

n n

h h h hm b D
b b

 
 

  
       
   

 

2 2 2
4 4 2 22

90 6
m m m m

n n
m m

h h h hm a G
a a

 
 

  
      
   

 

2 2 2 1
4 4 2 2

72 ( 1)
720 12

mm m m m
n n

m m

h h h hm a H
a a

 
 

  
       
   

 

( ) ( 0,1,2,3 ; 0,1,2,3 )mn mn mnq F m n    。  
(52) 

2xy kH D D  ， π /m m a  , π /n n b  ,
1

J

j j
j

m h


 。

当 0l   时， 0lh  ， 1lh  ；当 0l  时， 1lh  ， 0lh  。 
构造级数解时，已使用了总剪力为零的条件，且

该级数解能自动满足自由角点条件。还需满足的边界

条件仅剩弯矩为零的条件。 
当 0x  ，有 0xM  ，即 

2 2 2 4
4 4

0 0

( ) 2
90

n n
m n mn m

m m n

h hw b
b

  


 

 

        
  

   



第 12 期                     王春玲，等. 非饱和地基上多层矩形板稳态响应解析研究 2187 

 

2 2
2 2 2 2 2

1 2 4 2
4 4 2 2

0
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2 2 2 2
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7 12( 1)
720 12
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 

 
 


  








  
      

  
           
   

         
 



2
2

1 0    ( 0,1,2,3 )
6 n nH m

a


    
 

   ，    (53) 

其中 /xyD D   。 
当 x a  时，有 0xM  ，即 

2 2 2 4
4 4
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1 2 4 2
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 

 





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  

 
     

  
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0 ( 0,1,2,3, )m     。             (54) 
当 0y  时，有 0yM  ，即 
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当 y b  时，有 0yM  ，即 
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对式（51）的地基反力展开式进行双重傅里叶变

换得到 
i i

2 20 0
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 (57) 
将地表位移 ( , ,0)w x y 按双重余弦级数展开得到 
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此时，将式（57）依次代入式（45）和式（58），可以

得到地表位移的展开式为 
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该式为包含奇异性和振荡性的积分，本文采用数

值积分对其进行求解。假设地基与板之间光滑接触，

此时，将多层板振型函数式（49）中多项式按余弦级

数展开后，令地基表面位移展开式与矩形板振型函数

展开式相等，并对比等号两边级数项系数得到 
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( 0,1,2,3, ; 0,1,2,3, )m n     。       (60) 
式（52）～（56）和式（60）这 6 组方程构成了

非饱和半空间上多层矩形板稳态振动解析方程组。可以

用来求解 6 组待定常数 mnw ， mC ， mD ， nG ， nH ， mnF 。 

3  对比验证 
取一非饱和半空间地基，表面作用有一幅值为 1 

kN 的集中稳态荷载，圆频率 1 rad/s  。非饱和土参

数见表 1，计算地表完全排水、排气条件下非饱和半
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空间地基表面稳态响应。图 3 给出了地基表面稳态振

动幅值沿 x 方向的变化，从图中可以看出本文计算的

地表位移幅值与文献[10]计算结果吻合，证明本文地

基推导是完全正确的。 
表 1 非饱和土体参数[10] 

Table 1 Parameters of unsaturated soils 
参数 值 参数 值 

s /MPa 19.4 l /(m·s-1) 0.015 
  0.2 rS  0.8 

sK /GPa 36  / 2m  1.0×10-6 

lK /GPa 2.1 w0S  0.05 

aK /kPa 100 sn  0.6 

s /(kg·m-3) 2700   27  

l /(kg·m-3) 1000 s  410  

g /(kg·m-3) 1.29 sm  0.5 

l /(m·s-1) 1.0   

 

图 3 非饱和半空间地基表面稳态振动挠度幅值 

Fig. 3 Amplitude displacements of unsaturated half-space surface 

用本文的方法处理文献[18]中的算例，只是将板

换成两层，且每层厚为 0.1 m，其余参数相同，图 4
给出本文计算结果，显然该结果与文献[18]计算结果

完全一致，证明本文中对多层矩形板的给出解及推导

是正确的。同时，说明本文中对板与地基之间接触条

件的处理也是合理的。其实，这样的接触条件处理方

式曾在笔者之前的工作（文献[2，3]和[18]）中有应用，

且文献[2]的计算结果与有限元对比，证明了该方法的

有效性。 

 

图 4 弹性半空间地基上矩形板稳态振动挠度幅值 

Fig. 4 Amplitude displacements of single-layered plate in elastic  

half-space 

4  算例分析 
取表 1 的非饱和土体参数，同时考虑地基表面放

置一双层板，尺寸为 4 m×4 m，其参数如表 2 所示，

在板面作用幅值为 100 kPa 的均布荷载，荷载频率

1 rad/s  ，计算接触压力幅值、挠度幅值和弯矩幅

值，结果如图 5 所示。计算中 m 和 n 均取到 20 时，

结果已收敛。 
表 2 双层板参数[15] 

Table 2 Parameters of double-layered plate  

板 弹性模量 
/MPa 

泊松比 
密度 

/(kg·m-3) 
层厚/m 

第一层 1600 0.25 2500 0.1 
第二层 700 0.25 2200 0.2 

图 6 给出了排水、排气与不排水、不排气两种边

界条件下，双层矩形板中心线( / 2y b )的稳态响应幅

值。可以看出，不排水不排气条件下矩形板的挠度幅

值比排水排气条件下的挠度幅值小，这是因为，不排

水不排气条件下，地表孔隙压力难以消散，约束了土

骨架的变形，使得地基刚度变大，上覆板的挠度幅值

随之减小。 
两种边界条件下的挠度幅值虽有不同，但是规律

类似，所以在接下来的分析当中，仅考虑排水排气的 

 

图 5 非饱和半空间上双层矩形板稳态响应 

Fig. 5 Steady-state response of double-layered plate on unsaturated half-space 
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图 6 表面条件对板稳态响应的影响 

Fig. 6 Influences of boundary condition of unsaturated half-space 

边界条件。 
如图 7 所示，随着饱和度的增大，矩形板的稳态

响应幅值随之增大。分析其原因，主要有以下几点：

①饱和度增大时，土体的动剪切模量减小；②饱和度

增大时，渗透率增大，造成孔隙压力更容易消散；③

饱和度增大时，有效应力增大。这 3 个参数的变化，

显然使得土体对上覆矩形板的抵抗能力减弱。  

 
图 7 饱和度对板稳态响应的影响 

Fig. 7 Influences of saturation of unsaturated soils 

图 8 给出了矩形板挠度幅值随流体渗透率的变

化，可以看出，随着渗透率的减小，矩形板的挠度幅

值减小不明显。由文献[10]得知，这是因为渗透率仅在

饱和度很高（ rS ≥0.95）时才对地基刚度有明显的影响，

而本文地基土的饱和度是 0.8，因此渗透率对地基刚度

影响不大，导致渗透率对矩形板变形的影响也比较小。 

 
图 8 渗透率对板稳态响应的影响 

Fig. 8 Influences of permeability 

图 9 给出了矩形板挠度幅值随荷载频率的变化

情况，可以看出，随着外荷载频率的增大，矩形板的

变形减小。这是由于随着荷载频率的增大，孔隙中的

流体压力更加难以消散，使得地基的刚度随着外荷载

频率的增大而增大。当然外荷载频率的增大要远离板-
地基系统的固有频率。 

 

图 9 荷载频率对矩形板稳态响应的影响 

Fig. 9 Influences of frequency 

5  结    语 
基于文献[10，12]给出的非饱和土控制方程组，

采用积分变换法和消元法求得了任意竖向简谐荷载作

用下，非饱和地基的积分变换解，结合非饱和半空间

地表边界条件，得到地基表面竖向位移积分形式解，

同时构造了多层矩形薄板带有补充项的双重余弦级数

通解；考虑板下地基竖向位移幅值与矩形板挠度幅值

完全相等，建立了两者之间的协调方程，再联合多层

矩形板边界条件和控制方程一起组成非饱和地基上多

层矩形薄板稳态响应的解析方程组。求解了均布荷载

作用下，矩形板与地基之间的接触压力幅值、板的挠

度幅值和弯矩幅值。分析了排水、排气和不排水、不

排气两种边界条件，以及地基参数对矩形板变形的影

响规律。 
基于本文推导的地基积分变换解，使用传递矩阵

法或刚度矩阵法可研究成层非饱和地基的相关问题。

同时本文针对四边自由多层矩形薄板，构造的带有补

充项的双重余弦级数通解，能用于解决受任意支撑的

四边自由多层矩形薄板的弯曲、振动和稳定问题。 
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