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考虑砂土颗粒破碎的柱孔扩张问题弹塑性分析 
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摘  要：目前对砂土中圆孔扩张问题的研究均未考虑到砂土颗粒的破碎以及剪胀特性，且为了方便后续求解，很多学
者对剪应力，剪切模量等计算参数做了简化，使得最终的求解结果无法准确反映实际情况。针对上述问题，采用考虑

颗粒破碎和剪胀特性的砂土临界本构模型，在塑性区联合相关流动法则和拉格朗日分析法，将传统的欧拉描述下的柱

孔扩张问题转换为基于拉格朗日描述的带初值的一阶非线性常微分方程组，最终通过数值方法得到砂土中柱孔扩张问

题的半解析精确解，并通过算例分析了土体初始应力对扩孔结果的影响。结果表明，颗粒破碎和初始应力对孔周应力

和塑性区半径影响巨大，两者共同作用使得土体在扩孔期间表现出不同的剪胀/剪缩特性；此外，高初始应力下的孔周
土体在扩孔期间难以到达临界状态。 
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particle breakage of sand 
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Abstract: The current studies on the cavity expansion in sand have not considered the breakage and dilatancy of sand particles. 

In order to facilitate the subsequent calculation, many scholars have simplified the calculation parameters such as shear stress 

and shear modulus, so the final results do not reflect the actual situation accurately. In response to the above problems, a critical 

constitutive model for sand considering particle breakage and dilatancy is used. Employing the associate flow rules and the 

Lagrangian analysis method in the plastic zone, the cylindrical cavity expansion problem described by the traditional Euler 

description is converted into a first-order nonlinear ordinary differential equation with the initial values based on the Lagrangian 

description. Finally, the semi-analytical exact solution to the cylindrical cavity expansion problem in sand is obtained by the 

numerical method, and the influences of the initial stress on the cavity expansion results are analyzed through an example. The 

results show that the particle breakage and the initial stress have great influences on the cavity stress and the radius of the 

plastic zone. The combination of particle breakage and initial stress causes the soil to exhibit different dilatancy characteristics 

during cavity expansion. In addition, the sand under high initial stresses is difficult to reach the critical state during cavity 

expansion. 
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0  引    言 
圆孔扩张理论因其力学原理明确，求解形式简单

等优势，目前广泛应用于桩承载力分析、旁压试验、

静力触探等岩土工程问题。从最初的纯弹性材料开始，

圆孔扩张理论及其应用已经过了半个多世纪的发展。

期间为了能够更好地反映出各类土的工程性质，众多

学者使用了更加复杂的本构模型，大致可概括为理想

弹塑性材料模型[1-4]（例如 Tresca 模型和 M-C模型）
和考虑材料应变硬化/软化特性的临界状态模型 [5-8]

（例如MCC模型）。 
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应用理想弹塑性模型求解圆孔扩张问题主要假定

土体强度，剪胀角等参数保持不变，即未考虑土应力

历史的影响，所以其无法准确反映小孔扩张期间孔周

土体的力学响应。自20世纪90年代以来，Collins等[5, 9-10]

采用MCC模型分析了排水/不排水情况下的圆孔扩张
问题，采用应力应变的符号标志法，将所有应力归一

化处理，得到了一系列微分控制方程，以此确定了从

零开始扩张的小孔周围应力与扩张的关系，随后根据

相似的原理，进一步实现了非零初始孔径小孔扩张问

题的求解，但由于MCC模型自身的复杂性，故上述方
法求解十分繁琐。为了方便计算，近二十年众多学者

在求解不排水条件下黏土中圆孔扩张问题时均做了一

定程度的简化：例如Cao等[11]利用MCC模型求解柱孔
扩张问题时，假定塑性区的偏应力分布，并令剪切模

量为常数；肖昭然等[12]、胡伟等[13]基于MCC模型，对
塑性区土体的应力路径做了简化，从而使得偏应力在

塑性区呈现线性递减的特性；宋勇军等[14]利用圆孔扩

张理论分析桩挤土效应时，人为地估算了平均塑性应

变值，为了确保估值的准确性，进行了多步骤的迭代

计算；考虑到MCC模型涉及的应力参数仅为平均应力
p和偏应力q，难以准确描述土体三维状态的屈服和破
坏，故李镜培等[15]结合SMP准则和MCC模型，采用了
类似Cao等[11]的简化，将塑性区偏应力统一以极限偏

应力替代，推导了圆孔扩张问题的统一弹塑性解答。

因为上述简化方法会对最终的求解结果造成影响，所

以Chen等[6]基于MCC模型，不做任何简化，通过拉格
朗日表示，将柱孔扩张阶段孔周的应力求解转化为一

阶非线性常微分方程组，通过数值方法得到了孔周应

力和超孔压的精确解。在此基础上，李镜培等[16-17]将

该方法推广至球孔以及沉桩阻力的分析。 
相较于黏土中的不排水圆孔扩张，一般认为砂土

中的圆孔扩张属于排水情况，扩孔期间应力路径未知，

此外，需要考虑孔周的体积应变，这进一步增大了扩

孔问题求解的难度[18]，且利用现有的临界状态模型仍

存在无法较好地反映砂土特有的峰值强度以及剪胀特

性的缺陷。除此之外，目前对砂土中扩孔问题的分析

很少考虑到颗粒破碎，仅有Russell等[19]，蒋明镜等[20-21]

少数学者针对该问题做了相应研究，但根据大量触探

试验表明[22-23]，砂土等颗粒状材料破碎期间会导致临

界状态线陡降，使得土体更容易破坏，产生较大的安

全隐患，故应考虑颗粒破碎对砂土力学特性的影响。 
综上所述，为较好地反映排水条件下圆孔扩张期

间砂土的峰值强度和剪胀特性，并考虑颗粒破碎对圆

孔扩张结果的影响，本文采用了姚仰平等[24]、王乃东

等[25]提出的考虑颗粒破碎的砂土临界状态模型，基于

Chen等[6]提出的求解思路，引入了一个中间变量，利

用拉格朗日分析法推导得到砂土中柱孔不排水扩张问

题的半解析精确解。最后分析了土体初始应力p0对扩

孔应力、塑性区半径和应力路径等参数的影响。 

1  考虑颗粒破碎的砂土本构模型 
姚仰平等[26]在提出统一硬化模型（UH）的基础

上，给出了考虑颗粒材料的破碎特性的砂土本构模型，

其屈服面方程为 
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(1) 
式中  tC 为压缩指数； eC 为回弹指数； ap 为大气压
力，取 101.3 kPa；m和 n均为材料参数； cp 为颗粒参
考破碎应力；M 为临界状态应力比； 0p 为土体初始
应力。 
此外，式中 p和 q分别为平均总应力和偏应力，

定义如下： 
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该本构模型与传统 MCC 模型的最大区别在于利
用硬化参数H 替换原来的塑性体积应变 p

vε ，该硬化参
数作为独立变量，与土体受剪期间的应力路径无关，

能够较好地反映砂土受颗粒破碎的影响，H 的具体表
达式为 
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式中， = /q pη ，定义为剪应力比， cM 和 fM 分别表示

状态应力比（ p
vdε 由正变为负时的应力比）与峰值应

力比。 

图 1 考虑颗粒破碎的Mc和Mf曲线 

Fig. 1 Curves of Mc and Mf considering particle breakage 

在较高围压下， cM 和 fM 均为如图 1所示的指数
曲线，具体形式为 
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2  柱孔扩张问题的弹塑性解答 
2.1  问题的定义 

无限土体中的柱孔扩张示意图见图 2。土体均质，
各项同性，受初始应力 p0作用，初始径向应力 0rσ 、

初始环向应力 0θσ 和初始竖向应力 0zσ 都等于 p0，即土

体处于等向压缩状态，初始条件为 0 0 0r zθσ σ σ= = =  

0p ；柱形小孔从初始孔径 a0扩张至 a，孔周土体划分
为弹性区和塑性区；塑性区土体服从式（1）给出的屈
服面方程。 
当柱孔从 a0扩张至 a时，柱孔孔壁应力从 p0增加

到 arσ 。因为扩孔应力的持续增加，孔周 rp范围内的

土体进入塑性状态。位于孔周 r0处的土体在扩孔后移

动至 r处，同理，位于塑性区半径 rp处的土体，其初

始位置在扩孔前为 rp0。 

图 2 柱孔扩张问题示意图 

Fig. 2 Schematic diagram of cylindrical cavity expansion 

柱孔扩张期间孔周任一点土体均满足平衡方程： 
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2.2  弹性区解答 

弹性区土体符合 Hooke定律，即应力–应变的增
量关系符合 
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根据边界条件 r = rp， rσ = prσ ，利用弹性力学理
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式中  rp为弹塑性交界处半径； prσ 为弹塑性交界处径

向应力； 0G 为初始剪切模量。 
2.3  塑性区解答 

塑性区土体符合式（1）给出的屈服面方程，土体
进入塑性状态后，应变增量包括两部分：弹性应变增

量 ed ijε 和塑性应变增量 pd ijε ，前者可通过式（6）求解，
后者由相关流动法则求得，具体求解步骤如下： 
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式中，Λ为塑性因子。 
下面求解塑性因子Λ，联列式（8）～（10），塑

性体积应变增量为 
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将式（3）稍作变换，并对 H进行全微分，得到 
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联列式（12），（13），解得 
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故塑性应变增量为 
[ ]pd = d d dr r r r z zJa g g gθ θε σ σ σ+ +  ， (22) 

[ ]pd = d d dr r z zJa g g gθ θ θ θε σ σ σ+ +  ， (23) 

[ ]pd = d d dz z r r z zJa g g gθ θε σ σ σ+ +  。 (24) 

结合弹性区公式（6），可将孔周塑性区土体的弹
塑性本构关系表示为矩阵形式，通过对矩阵求逆，再

利用拉格朗日方法表示得到 
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式中  D ijσ ，D ijε 为拉格朗日方法表示下的应力与应
变增量， 
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根据塑性区大应变的定义，塑性区应变增量采用

对数形式： 

0

dd ln
dr

r
r

ε = −   ，           (36) 

0

d ln r
rθε = −   。            (37) 

因为柱孔扩张属于平面应变问题，所以D 0zε = ，

则体积应变增量 vD =D Dr θε ε ε+ = − Dν /ν ，ν 为土体
比容，将该关系式代入式（25）则可改写为 

11 12 11

21 22 21

31 32 31

1 DD ( )D  

1 DD ( )D  

1 DD ( )D  

r

z

b b b

b b b

b b b

θ

θ θ

θ

σ ε
χ

σ ε
χ

σ

ν
ν

ν
ν

ν
ε

νχ

  = − + −    
  = − + −    
  = − + −  









  



，

，

。

 (38) 

环向应变增量的拉格朗日表示为D θε = − Dr/r，引
入一个中间变量： 

0r r ru
r r

ξ
−

= =   ，      (39) 

将式（39）微分： 
D D

1
r

r
ξ
ξ

=
−

  。          (40) 

根据D θε = − Dr/r和式（40），容易得到 
ln (1 )θε ξ= −   。             (41) 

再令 D / DF ξν= ，与式（38）联列，得到 

11 12 11

21 22 21

31 32 31

D
 

D (1 )
D

 
D (1 )

D  
D (1 )

D  
D

r

z

b b bF

b b bF

b b bF

F

θ

σ
ξ χ χ ξ
σ
ξ χ χ ξ

ν

ν

ν
σ
ξ χ

ξ
ν

χ ξ

−
= − −

−
−

= − −
−

−
= − −

−

=














，

，

，

。

       (42) 

上述 4个方程含 5个未知量( rσ ， θσ ， zσ ，F ，
ν )，故需要再构造一个新的方程。联列式（42），（1），
得到 

11 12 11 d( )
(1 ) d

r
r

b b b uF
rθσ σ ξ

νχ χ ξ
 −  − = + −  −   

 。 (43) 

式（43）中的d / dru r依旧为常规的欧拉表示，需
要转换为拉格朗日表示。 

v
0 0 0

1ln ln ln ln
1r

r
rθε

ν
ν ξ

ν
ν

ε ε
       

= − = − + = − +       −      
。

(44) 
将式（36）稍作变化，得到 

d
=1 e

d
rru

r
ε−−   。             (45) 

联列式（44），（45），最终得到 
1

0

d
=1 (1 )

d
ru

r
ν

ξ
ν

−
 

− − 
 

  。     (46) 

将式（46）代入式（43）以得到拉格朗日方法表
示的平衡方程，移项得 
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11 01 / /(1 )
rF

b
θσ σνχ

ξ ν ν ξ
 −

=  − − − 
  。  (47) 

最后将式（47）代入式（42）得到 

21 11 12 22 21

11

31 32 3111 12

11

11 12

11

D  
D
D

 
D (1 ) (1 )

D  
D (1 ) (1 )

D  
D (1 )

rr

r

rz

r

N
b b b b b
b N

b b bb b
b N

b b
b N

θ

θ θ

θ

θ

σ σσ
ξ

σ σ σ
ξ χ ξ χ ξ

σ σσ
ξ χ ξ χ ξ

σ σν νχ
ξ χ ξ

−
= −

 − − −
= − + − − − 

 −  −−
= − + − − − 

 − −
= + 









− 








，

，

，

。

 (48) 

式中， 01 / /(1 )N ξ ν ν ξ= − − − 。 
塑性区土体均符合上面给出的利用拉格朗日方法

表示的一阶微分方程组，该微分方程组以ξ 为唯一变
量。其求解需要知道初始条件，也就是需要知道位于

弹塑性交界处 ξp的土体，其所受到的应力 p( )ijσ ξ 和比

容 p( )ν ξ 。 
按照 Chen等[6]给出的方法，解得上述微分方程组

的初值条件为 

p

p 0
p

0

2
p 0 p

2
p 0 p

p 0

p 0

2
2 1 2 1 0

p 0 2
c

 
2

( ) ( ( )) / 3 

( ) ( ( )) / 3 

( )  
( )  

( ) ( )  
(2 1)

rr

r r

r

z

n n
x n

pu
r G

p q

p q

p

M pq p p
n p

θ

σ
ξ

σ ξ ξ

σ ξ ξ

σ ξ

ν ξ ν

ξ

=

+ +

−  = 
 

= +

= −





=

=

= −
+














，

，

，

，

，

。

 (49) 

式中， xp 是 p–q 平面塑性屈服面与 p 轴的交点，

0 OCRxp p= ⋅ ，OCR为超固结比。特别的，针对孔壁
处， a 0 0( / ) ( ) / 1 /r r au r a a a a aξ == = − = − 。 
2.4  中间变量ξ 与径向坐标 r之间的转换 

因为之前给出的一阶微分方程组式（48）均是关
于中间变量ξ 的非线性常微分方程，故需要建立起ξ
和 r的联系，将基于拉格朗日表示的结果转化为常规
的欧拉表示。 
式（46）还有另外一种表达形式： 

d d( ) d
d d d

ru r
r r r

ξ ξ
ξ= = +   。   (50) 

联列式（46），（50），得到 
d dr
r N

ξ
=   。              (51) 

对式（51）积分，得 

a

dexpr
a N

ξ

ξ

ξ =  
 ∫   。        (52a) 

故柱孔扩张期间的塑性区半径 rp： 
p

a

p dexp
r
a N

ξ

ξ

ξ =  
 ∫   。       (52b) 

至此，完成整个柱孔扩张问题的公式推导。特别

需要说明一点，式（51）和式（52）中ν 的表达式，
可根据微分方程组式（48）求解得到的结果，进行数
值拟合得到。 

3  算例分析 
根据文献[28]，得到上文提到的一些计算参数，

汇总见表 1。 
表 1 计算参数汇总 

Table 1 Summary of parameters 

tC  eC  m  n  µ  M  cp  
0.012 0.004 0.5 0.067 0.3 1.73 1480kPa 
此外，指定OCR =1.2，即土体为轻度超固结土；

初始孔隙比 e0=0.9，则初始比容 0ν =1.9；p0取值见表 2。 
表 2 土体初始应力取值 

            Table 2 Values of initial stress of soil       (kPa) 
低初始应力 中初始应力 高初始应力 

50  150  500  2000  5000  
根据表 1，2给出的数据，图 3给出了不同初始应

力 p0 作用下，孔壁应力 raσ 与扩孔半径 a之间的关系
（经归一化处理）。可以发现，当柱孔开始扩张，孔壁

应力急剧增加，当柱孔扩张至 0/a a =3 时，孔壁应力
趋于稳定，说明此时土体已进入临界状态。此外，土

体初始应力越小，扩张至相同孔径时，最终的孔壁应

力与初始应力的比值越大，即说明扩孔对初始应力小

的土体影响更大。 

图 3 不同初始应力作用下孔壁应力–扩孔半径关系 

Fig. 3 Variation of wall stress with cylindrical cavity radius under  

.different initial stresses 

图 4 为不同初始应力 p0作用下，塑性区半径 rp

与扩孔半径 a之间的变化规律（经归一化处理）。与图
3得到的结论类似，当扩孔至 0/a a =3之后，即使柱孔
半径持续增大，土体的塑性区半径也基本不再发生变

化。还有，土体初始应力越小，扩孔会引起更大范围

内的孔周土体进入塑性状态，也就是说初始应力越小

的土体，在扩孔期间越容易塑性屈服。 
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图 4 不同初始应力作用下塑性区半径-扩孔半径关系 

Fig. 4 Variation of plastic zone radius with cylindrical cavity  

radius under different initial stresses 

为了探究初始应力 p0对土体孔隙比的影响，图 5，
6 给出了低、中、高初始应力作用下土体的孔隙比变
化情况（扩孔至 0/a a =2）。通过对比发现初始应力对
土体孔隙比的影响巨大，孔隙比在不同大小下的初始

应力作用下呈现出截然相反的变化规律。在低初始应

力（50 kPa）作用下，柱孔附近的土体孔隙比一直在
减小，出现剪胀现象，这应该是由于扩孔引起的颗粒

排列变疏密引起的，远离柱孔中心的土体受扩孔影响

较小，故孔隙比变化不大或保持不变。中初始应力（150 
kPa）作用下，孔周附近的土体也呈现出剪胀特性，只
是孔壁附近的孔隙比小于孔壁外侧，这是因为孔壁处

应力较大，使得砂土颗粒出现了破碎挤密，从而减小

的孔隙比；孔壁外侧的砂土颗粒破碎量少于孔壁处，

故孔隙比减少量小于孔壁处；远离孔壁处的土体颗粒

随距柱孔中心距离的增大，其孔隙比出现减小，直至

不发生变化。也就是说，在中初始应力作用下，孔周

土体受扩孔及颗粒破碎的共同影响。高初始应力（500，
2000，5000 kPa）作用下，孔周土体均出现了剪缩，
因为初始应力较大，孔周土体均大于砂土颗粒的破碎

应力，使得越靠近孔壁，土体的孔隙比越小。 

图 5 低、中初始应力作用下的土体孔隙比变化规律 

Fig. 5 Change laws of soil void ratio under low and medium initial  

stresses 

图 7～11为不同初始应力作用下，扩孔至 0/a a =2
时的孔周土体应力与比容沿径向位置的变化情况。孔

周径向应力在塑性区急剧增加，且初始应力越大，孔

周径向应力越大。孔周竖向应力的变化规律同径向应

力，只是应力增量明显小于后者。塑性区孔周环向应

力的变化情况则呈现出完全不同的趋势，其在塑性区

变化量并不大，当初始应力较小时，环向应力在塑性

区逐渐减小；而在中、高初始应力作用下，塑性区环

向应力先减小再增大。比容的变化规律同图 5，6，低、
中初始应力作用下土体在塑性区表现为剪胀，只是中

初始应力作用下的土体同时受剪胀和颗粒破碎的共同

作用，故比容在塑性区非单调变化。值得注意的是，

在高初始应力作用下，颗粒破碎挤密对比容产生的影

响比扩孔引起的土体剪胀更大，故土体最终表现为剪

缩；此外，初始应力越大，土体比容的变化量也就越

大。 

图 6 高初始应力作用下的土体孔隙比变化规律 

Fig. 6 Change laws of soil void ratio under high initial stresses 

图 7 50 kPa初始应力砂土中扩孔引起的孔周应力和比容分布 

Fig. 7 Distribution of stress components and specific volume 

caused by cavity expansion in sand with initial stress of 50 kPa 

图 8 150 kPa初始应力砂土中扩孔引起的孔周应力和比容分布 

Fig. 8 Distribution of stress components and specific volume 

caused by cavity expansion in sand with 150 kPa initial stress 
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图 9 500 kPa初始应力砂土中扩孔引起的孔周应力和比容分布 

Fig. 9 Distribution of stress components and specific volume 

caused by cavity expansion in sand with initial stress of 500 kPa 

 

图 10 2000 kPa初始应力砂土中扩孔引起的孔周应力和比容 

分布 

Fig. 10 Distribution of stress components and specific volume 

caused by cavity expansion in sand with initial stress of 2000 kPa 

图 11 5000 kPa初始应力砂土中扩孔引起的孔周应力和比容 

分布 

Fig. 11 Distribution of stress components and specific volume 

caused by cavity expansion in sand with initial stress of 5000 kPa 

从图 12～14看，无论土体的初始应力多大，孔壁
处土体单元均会以竖直向上的应力路径到达塑性状

态。随着持续扩孔，在低、中初始应力作用下的孔壁

处土体单元平均应力和偏应力持续增大，应力路径线

斜向上与临界状态线分别相交于 P1，P2两点，即此时

土体达到临界状态，该过程表明土体呈现应变硬化的

特征。对比图 12～14发现，最大的区别在于，高初始
应力作用下的土体在扩孔期间无法达到临界状态，根

据临界状态的定义，这可能是因为土体发生剪切大变

形阶段，其体积和总应力未保持不变。 

图 12 低、中初始应力作用下的孔壁处土体应力路径（a/a0=2） 

Fig. 12 Soil stress paths at cavity wall caused by cavity expansion  

.under low and medium initial stresses（a/a0=2） 

图 13 500 kPa应力作用下的孔壁处土体应力路径（a/a0=2） 
Fig. 13 Soil stress path at the cavity wall caused by cavity  

       expansion under initial stress of 500 kPa（a/a0=2） 

 

图 14 2000 kPa和 5000 kPa应力作用下的孔壁处土体应力路径 
（a/a0=2） 

Fig. 14 Soil stress paths at cavity wall caused by cavity expansion  

   under initial stresses of 2000 and 5000 kPa（a/a0=2） 

 

4  结    论 
结合拉格朗日分析法，采用考虑砂土颗粒破碎，

峰值强度及剪胀特性的本构模型，引入一个中间变量，

未做任何计算简化，将砂土中柱孔不排水扩张问题转

化为求解一系列带初值的一阶微分方程组，并通过算

例讨论了土体初始应力对扩孔结果的影响，得到如下

3点结论。 
（1）颗粒破碎会减小土体的孔隙比，主要发生在

孔周附近的塑性区，且会随着距柱孔中心距离的增大
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而减小作用，从而影响土体的剪胀特性，使得砂土中

扩孔问题变得更加复杂化。 
（2）土体初始应力越大，颗粒破碎量也会增加；

当扩孔至相同半径时，越大的初始应力会产生越大的

孔周应力，主要影响径向和竖向应力，但其影响范围

会减小，即塑性区半径会减小。 
（3）中、低初始应力土体受剪切呈现出剪胀特性，

且在扩孔期间能达到临界状态；而高初始应力下的土

体表现为剪缩，也无法达到临界状态，但两者均表现

为应变硬化。 
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