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摘  要：针对隧道围岩压力与破坏模式问题，应用刚体平动运动单元上限有限元方法（UBFEM-RTME）与程序开展计
算分析，获得了支护反力系数 Nγ及 Nc上限解曲线图和围岩有效间断线网破坏模式及其演变规律。与多种基于假定破坏

机构的刚性块体上限法及模型实验结果进行对比分析，验证了UBFEM-RTME方法获得的支护反力 Tσ 上限解为极限分

析上限理论框架内的较优解答，并且 Nγ及 Nc上限解与太沙基围岩压力解答变化趋势基本一致。除 Nγ及 Nc上限解外，

UBFEM-RTME方法获得的隧道围岩有效间断线网破坏模式存在多种形态特征，大致涵盖了既有文献关于围岩破坏机构
假定的多种型式，体现出该方法能摆脱假定破坏机构的限制，应用于隧道围岩压力求解具有良好适用性。 
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Abstract: According to the determination of the rock pressures and collapse mechanisms of tunnels, the finite element 

upper-bound method with rigid translatory moving elements (UBFEM-RTME) is used to obtain the upper bound solution charts 

of the supporting force coefficients Nγ and Nc as well as collapse mechanisms with active discontinuities and evolution laws. 

Compared with a wide variety of the upper bound rigid block method (UBRB) assuming collapse mechanisms and the 

simulation model tests, it is verified that the upper limit solution of the support force obtained by the UBFEM-RTME method is 

the optimal solution in the theoretical framework of the upper bound limit analysis. At the same time, the upper bound solutions 

of Nγ and Nc are consistent with the trend of the rock pressure solutions of the Terzaghi theory. In addition to the upper solutions 

of Nγ and Nc, the UBFEM-RTME method has many morphological features in the collapse mechanisms with active 

discontinuities, and basically covers different types of failure mechanisms in the existing literatures. It is shown that the 

UBFEM-RTME method can get rid of the limitation of the assumed collapse mechanisms and has great applicability and 

superiority for solving the rock pressures of the tunnels. 

Key words: rock pressure; supporting force coefficient; limit analysis; upper bound finite element method; rigid translatory 

moving element; collapse mechanism 

0  引    言 
隧道围岩压力确定方法是岩土工程领域所关注的

经典问题。现有的岩柱法、太沙基法以及隧道设计规

范推荐方法
[1-3]
多基于极限平衡理论，因其公式推导简

便、概念直观而应用广泛。 
近年来，极限分析理论（特别是上限法）逐渐被

用于隧道围岩压力及稳定性研究
[4-6]
，其实现方式主要

包括：①结合有限元离散技术的极限分析上限有限元

法
[7-10]
；②基于构建破坏机构的刚性块体上限法

[11-16]
。

后者求解围岩压力时，须预先假定破坏机构并递推块

体几何关系与速度矢量关系。若构建的破坏机构形态
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简单、特征明确，则递推过程难度不大；加之在破坏

机构的框架内经非线性优化获得的上限解和破坏模式

常能满足研究与应用需要，因此该方法目前仍是研究

的热点
[14-16]
。 

应注意到，利用刚性块体上限法经优化计算获得

的围岩压力上限解和破坏模式与预先假定的破坏机构

密切相关。如杨峰等
[11]
考虑边墙上方一定范围是否发

生水平位移构建了两种刚体平动破坏模式；赵炼恒等
[12]

考虑地表倾斜与否构建了两种刚性块体破坏机构；张

佳华等
[14]
构建了浅埋偏压隧道不对称的破坏机构；张

翔等
[15]
考虑隧底隆起变形构建了相应的块体体系破

坏机构；张标
[13]
、谢晓锋等

[16]
构建了不同刚性块体体

系破坏机制。相同条件下，由于假定的不同，上述研

究获得的围岩压力上限解存在差异
[11, 12-16]

。因此，如

何沿用刚性块体上限法的实现思路又可摆脱预先假定

围岩破坏机构的限制，是值得深入研究的问题。 
近期，杨峰等

[17-18]
、孙雁军等

[19]
在极限分析上限

理论框架内提出了一种刚体平动运动单元上限有限元

方法（UBFEM-RTME）。通过引入有限单元离散技术，
以“刚体平动单元+速度间断线”的方式，辅以节点
坐标与单元速度均为决策变量的方式，多次求解非线

性规划问题并进行系列网格更新即可获得岩土稳定性

上限解与速度间断线网破坏模式。该方法不再需要预

先假定破坏机构。基于此，本文采用 UBFEM-RTME
方法研究隧道围岩压力与破坏模式，以期获取较优上

限解和速度间断线网破坏模式及其演变规律，为隧道

围岩压力确定问题提供新的研究思路。 

1  问题描述与基本假设 
考虑到隧道围岩压力与支护结构的反力是作用力

与反作用力的关系，而本文上限有限元计算模型的对

象为围岩。因此将围岩压力的确定转换为支护反力的

求解。 
计算模型如图 1（a）所示，方形隧道边长为 D，

埋深为 H，地表为水平自由面，隧道轮廓面作用均布
支护反力 Tσ 。为便于分析，假设如下：①采用二维破

坏机制，符合平面应变条件；②不考虑弹性状态，围

岩符合刚塑性本构关系；③围岩为均质材料，重度为

γ ，内摩擦角为ϕ，黏聚力为 c，服从相关联流动法
则与 Mohr-Coulomb 屈服准则；④不考虑地下水的作
用。 

对于 Tσ 的求解，采用分析围岩极限失稳状态获
得，将其表示为 

T s sccN DN Nγσ γ σ= + +   。       (1) 
式中， cN ， Nγ和 sN 分别为围岩黏聚力 c、重度γ 和

地 表 超 载 sσ 对 应 的 支 护 反 力 系 数 。 由 于

s tan 1cN N ϕ= + ，故这里只讨论 Nγ和 cN 。 

图 1 方形隧道均布支护反力求解模型 

Fig. 1 Model for determination of supporting force of square  

tunnel 

2  隧道支护反力上限有限元模型 
2.1  上限有限元分析模型 

图 1（a）同时反映了方形隧道支护反力求解的上
限有限元模型。其中坐标原点设为隧道中心点，x和 y
轴正方向分别向右和向上，速度坐标系与此一致。隧

道轮廓 R2R3到模型下边界 Q2Q3距离为 L1，R1R2到左

边界 Q1Q2距离为 L2，建模时 L1、L2取值与隧道埋深

H相关，应取较大值以消除边界效应。 
对方形隧道轮廓 R1R2R3R4 施加等式约束

d 1
S
v S = −∫ ，其中 v 为该边界法向速度分量，定义法

向正方向指向隧道内部。依上限定理，将模型间断线

耗散能之和与单元自重功率之和的差值最小化，即为

临界支护反力 Tσ ，也就是 UBFEM-RTME非线性规划
的目标函数： 

d e d e

T d, e,
1 1 1 1

n n n n

i i i i i
i i i i

P P c A vσ ξ γ
= = = =

′= − = −∑ ∑ ∑ ∑
 
 。 (2) 

式中  d,iP 为第 i 条速度间断线上耗散能；Pe,i 为第 i
个单元自重功率；nd为间断线总数，ne为单元总数；

Ai与 vi分别为第 i个单元的面积与竖向速度； iξ ′， iξ ′′为
第 i条速度间断线的过程变量[19]

，需施加如下约束： 

i iξ ξ′′ ′− − ≤0； i iξ ξ′′ ′− ≤0  ( d1,2,3, ,i n= L )  。 (3) 

式（3）间接保证了非线性规划计算时速度间断线
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满足相关联流动法约束 tani iv u ϕ∆ = ∆ ，其中 iv∆ 为第

i 条速度间断线两侧单元在其法向的速度分量差值，

iu∆ 为速度切向分量差值。 
对于模型各边界，需施加速度约束： 

1 2 1

2 3 2

3 4 3

: 0             ( 1,2,3, , )
: 0  0  ( 1, 2,3, , )
: 0             ( 1,2,3, , )

i v

i i v

i v

Q Q u i n
Q Q u v i n
Q Q u i n

= =
 = = =
 = =

L

L

L

  。  (4) 

式（4）将 Q1Q2和 Q3Q4边界上 x方向速度置零；
将 Q2Q3边界上 x和 y两个方向速度均置零。对于地表
边界 Q1Q4不施加任何速度约束。式中 1 3~v vn n 对应于
各边界上的单元数目。 

除速度边界约束外，还需考虑几何约束，以保证

各边界上的节点均沿边界移动，约束条件如下： 

1 2 2 1 1

2 3 2 2 1 2

3 4 2 1 3

1 4 2 2 4

: / 2; / 2 / 2 ( 1, 2,3, , )
: / 2 / 2; / 2 ( 1,2,3, , )
: / 2;  / 2 / 2 ( 1, 2,3, , )  
: / 2 / 2;  / 2 ( 1,2,3, , )  

j j g

j j g

j j g

j j g

Q Q x L D L D y H D j n
Q Q L D x L D y L D j n
Q Q x L D L D y H D j n
Q Q L D x L D y H D j n
R

= − − − − + =

− − + = − − =

= + − − + =

− − + = + =

L

L

L

L

≤ ≤ ，

≤ ≤ ，

≤ ≤ ，

≤ ≤ ，

1 2 5

2 3 6

3 4 7

1 4

: / 2;  / 2 / 2 ( 1,2,3, , )                    
: / 2 / 2;  / 2 ( 1,2,3, , )                  
: / 2;  / 2 / 2 ( 1, 2,3, , )                    
: / 2 / 2;  

j j g

j j g

j j g

j

R x D D y D j n
R R D x D y D j n
R R x D D y D j n
R R D x D

= − − =

− = − =

= − =

− ≤

L

L

L

≤ ≤ ，

≤ ≤ ，

≤ ≤ ，

≤ 8/ 2 ( 1,2,3, , )                   j gy D j n












 = = L 。

(5) 
由于边界均为直线，式（5）均为线性约束，式中

1 8~g gn n 对应于各个边界上的节点数目。 
此外，以 H/D=2 为例，图 1（b）显示了上限有

限元网格，此网格为 UBFEM-RTME方法初始网格，
在计算过程中，仍需实施多次网格更新。

UBFEM-RTME 方法建立的非线性规划求解还需初始
值，该值的获取即求解节点固定条件下的刚体平动单

元上限有限元问题，这与 Chen 等[20]
刚体有限元上限

分析方法基本一致。 
2.2  计算参数确定 

为研究临界支护反力 Tσ 数值及破坏模式演变规

律，选取计算参数如表 1所示。需指出的是，受益于
网格更新策略，UBFEM-RTME 方法对于砂土或黏土
中围岩压力计算均具有较好的适应性

[17]
，可搜索获得

多种不同型式的破坏模式。 
表 1 隧道均布支护反力计算参数表 

Table 1 Parameters of uniform supporting reaction force of tunnel 
D/m H/m H/D ϕ /(°) γ /(kN·m-3) c/kPa 

10 
10, 20, 
30, 40, 

50 

1, 2, 
3, 4, 

5 

5.0, 7.5, 10.0, 
12.5,…,27.5, 

30.0 
0, 20 0, 

100 

需说明的是，UBFEM-RTME 方法严格满足上限
定理要求，优化计算得到临界支护反力 Tσ 上限解后，

代入 γ =20 kN/m3
，c=0 kPa即可求得 Nγ，代入γ =0 

kN/m3
，c=100 kPa即可求得 cN 。 

 

3  支护反力系数 Nγ和 cN 计算结果 
3.1  均布支护反力 Tσ 计算结果对比 

为验证 UBFEM-RTME方法的可靠性，选取方形
隧道 H=20 m，D=10 m，ϕ =18°，γ =20 kN/m3，c=10 
kPa 条件下的均布支护反力 Tσ 计算结果与现有文献

数据进行对比分析（见表 2）。对于方形隧道 Tσ 的求

解，杨峰等[11]和张翔等[15]采用刚性块体上限法，构造

了不同的刚性滑块破坏机构；杨峰等[9]还应用上限有

限元法获得 Tσ ，并考虑了Mohr-Coulomb屈服准则线
性化的影响；赵明华等[10]采用上、下限有限元法获得

了 Tσ 的平均值。 
表 2 均布支护反力结果对比 

      Table 2 Comparison of uniform supporting forces   (kPa) 

来源 数值 方法 

174.36 上限有限元，多边形线性化屈服准则 
杨峰等[9] 

174.39 上限有限元，B-N线性化屈服准则 

169.30 假定破坏机构 A 
杨峰等[11] 

175.70 假定破坏机构 B 

赵明华等[10] 176.30 极限分析上、下限有限元平均值 

张翔等[15] 153.40 假定破坏机构 

本文 177.10 刚体平动运动单元上限有限元 

由表 2 可知，本文 Tσ 上限解较之杨峰等[11]、张

翔等[15]的刚性块体上限法结果稍大，依上限定理可推

断本文上限解更优。同时，本文上限解与赵明华等[10]

极限分析上、下限有限元平均值相近，验证了

UBFEM-RTME方法的可靠性。 

图 2 均布支护反力结果对比 

Fig. 2 Comparison of uniform supporting forces 

除与理论计算对比外，这里还选用周小文等[21]离

心模型试验数据作进一步对比分析（如图 2）。试验的
中砂参数为γ =17.21 kN/m3，c=0 kPa，ϕ =38°，圆
形隧道直径 D=10 m，内部气压各向相等。图 2还列
出了程小虎[22]采用极限平衡法（普氏与太沙基解答）

的对比结果。由图 2可知，本文获得的上限解与周小
文等[21]离心试验数据吻合良好，相比程小虎[22]极限平 
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表 3 支护反力系数 Nγ计算值 

Table 3 Coefficient of supporting force Nγ  
ϕ /(°) H/D 

5 7.5 10 12.5 15 17.5 20 22.5 25 27.5 30 
1 1.12 1.01 0.92 0.84 0.76 0.70 0.64 0.58 0.53 0.49 0.45 
2 1.88 1.68 1.50 1.32 1.17 1.03 0.90 0.78 0.67 0.58 0.50 
3 2.60 2.27 1.98 1.71 1.47 1.25 1.05 0.88 0.74 0.61 0.51 
4 3.27 2.81 2.40 2.02 1.69 1.40 1.15 0.93 0.75 0.62 0.51 
5 3.91 3.30 2.76 2.28 1.86 1.50 1.20 0.95 0.75 0.62 0.51 

表 4 支护反力系数 Nc计算值 

Table 4 Coefficient of supporting force Nc 
ϕ /(°) H/D 

5 7.5 10 12.5 15 17.5 20 22.5 25 27.5 30 
1 -2.15 -2.09 -2.03 -1.96 -1.90 -1.84 -1.77 -1.71 -1.63 -1.55 -1.47 
2 -2.87 -2.75 -2.63 -2.51 -2.38 -2.26 -2.13 -2.00 -1.88 -1.75 -1.63 
3 -3.36 -3.18 -3.01 -2.84 -2.66 -2.49 -2.32 -2.15 -1.99 -1.83 -1.68 
4 -3.73 -3.51 -3.28 -3.06 -2.85 -2.63 -2.43 -2.23 -2.04 -1.86 -1.70 
5 -4.04 -3.76 -3.49 -3.23 -2.97 -2.72 -2.48 -2.27 -2.06 -1.88 -1.71 

衡法获得的 Tσ 值均较小。需说明的是，本文将隧道简

化为外切于圆的方形轮廓，与圆形隧道的解答存在一

些差异。 
3.2  支护反力系数 Nγ与 Nc结果分析 
利用 UBFEM-RTME程序按表 1所列参数进行计

算，得到不同内摩擦角ϕ和埋深 H条件下方形隧道支
护反力系数 Nγ及 cN 上限解如图 3 所示，其具体数值
见表 3，4。 

 

图 3 支护反力系数 Nγ与 Nc计算结果 

Fig. 3 Coefficient of supporting forces Nγ and Nc 

由图 3（a）可知，其它条件一致时， Nγ上限解

随ϕ增加而减小，随 H/D增加而增加。当ϕ较小时，
隧道埋深比 H/D 对于 Nγ影响较为明显。而当ϕ较大
时（如ϕ≥25°）， Nγ结果随埋深的差异变小并趋于

定值。由图 3（b）可知， cN 均为负值，表明围岩黏
聚力对稳定性有促进作用，可减少维持稳定所需的结

构支护反力。当内摩擦角ϕ较大时，岩土体自稳能力
提高，围岩可更好地抵抗破坏，因而 Tσ 计算值会变小。 
需说明的是，极限分析上限理论假定岩土体服从

相关联流动法则，当ϕ较大时反映出剪胀效应明显，
计算得到的 Tσ 结果偏小。 
3.3  太沙基围岩压力计算结果对比 

太沙基围岩压力计算方法[2]基于应力传递法，认

为岩土体为散粒体但又具有一定的黏聚力。图 4为其
力学计算模型，其中 B 为洞顶下滑体宽度的一半，q
为围岩压力；同上， Tσ 均布支护反力，计算公式如下： 

02 tan

T
0

2 1 e
2 tan

HK
BB c

K
ϕγ

σ
ϕ

− −
= − 

 
  。  (6) 

进一步假定两侧斜向破裂面与隧道边墙夹角为

π 4 2ϕ− ，则 B与 D的关系为 
2 tan(π 4 2)B D D ϕ= + −   。    (7) 

将式（7）代入式（6），取侧压力系数 0K 为 1，
且不考虑地表超载 sσ 作用，得到 Nγ和 cN 如下： 

2 tan
1 2 tan(π 4 2)1 2tan(π 4 2) 1 e

2 tan

H D

N
ϕ

ϕ
γ

ϕ
ϕ

− ⋅
+ +

 + +
= −  

 
，(8) 

2 tan
1 2 tan(π 4 2)1 e tan

H D

cN
ϕ

ϕ ϕ
− ⋅

+ +
 

= − −  
 

  。       (9) 

按式（8），（9）计算得到 cN ，Nγ绘制于图 3中，
并与 UBFEM-RTME程序计算结果对比，发现两者差
异如下：①从数值上看，太沙基方法得到的 Nγ偏大，

特别是内摩擦角和隧道埋深均较大的情况，如ϕ =  
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30°，H/D=5时，两种方法得到的 Nγ分别为 2.805和
0.514，差别较大，而对于 cN （按绝对值考虑），太沙
基方法的解答普遍偏小；②相同条件下，太沙基方法

计算结果对隧道埋深的差异性较大；③综合考虑可知，

当按系数 Nγ和 cN 确定支护反力 Tσ 时，太沙基方法结

果大于本文结果，不过当内摩擦角较小时，两种方法

计算结果差异变小。 

图 4 太沙基隧道围岩压力计算模型 

Fig. 4 Computational model for Terzaghi rock pressure in tunnel 

对于两种方法的差异，可解释如下：太沙基方法

属于极限平衡法，其主要满足了破坏面和破坏体的应

力平衡，未考虑破坏体内部是否屈服；本文方法是严

格上限法，破坏区域为刚性块体系统（下文详细讨论），

极限状态抵抗破坏的能力充分发挥（以耗散能形式），

因此支护反力计算结果偏小。 

4  围岩破坏模式分析 
4.1  破坏模式形态特征 

UBFEM-RTME 方法可获得以速度间断线网分割
的刚性块体体系破坏模式（为区别于刚性块体上限法，

这里定义破坏模式为破坏机构经优化后的最终形式）。

将 3.1 节算例对应的方形隧道围岩破坏模式绘制如图
5，以便讨论其形态特征。 
图 5（a）为破坏模式速度间断线网图。其中黑色

线条表示有效间断线，浅灰色线条为无效间断线。有

效间断线即两侧单元速度不相等。可看出，由有效间

断线组成的破坏模式与杨峰等
[13]
假定的破坏机构 B

相似，主要差异在于隧道顶板上方形成了网状破坏区。 
图 5（b）为间断线耗散能密度分布图，是将有效

间断线的耗散能密度值，按大小排序、归一化后与灰

度颜色矩阵对应得到。图中间断线颜色越深，表示其

耗散能密度越大，对抵抗破坏的作用也越大。由图可

知，最外侧主要破坏面上耗散能密度最大，内部间断

线耗散能密度较小。 
图 5（c）为速度矢量闭合图，通过绘制有效间断

线上的相对速度获得。与杨峰等
[11]
假定破坏机构时

递推速度场矢量图物理含义相同。不过 UBFEM- 
RTME程序计算过程中速度场为未知量，最终经非线
性规划计算搜索得到。还可发现，图 5（c）速度矢
量场为网状，其黑色线条与图 5（a）有效间断线一
一对应。 
4.2  破坏模式演化规律 

研究破坏模式的演变规律可在一定程度上揭示隧

道围岩失稳临界状态下的破坏机理，还能为加固方案

的制定提供依据。这里选取 H/D=2，4，ϕ =5°，30°
条件下， Nγ和 cN 对应的破坏模式绘制如图 6。 
计算 Nγ对应的隧道破坏模式随 H/D 和ϕ的变化

如图 6（a），（c），（e），（g）所示。如图 6（a）和（c），
当埋深比 H/D=2 时，ϕ由 5°增长至 30°， Nγ值由

1.88减至 0.50，减少 73.4%；同时有效间断线位置向
隧道顶部以上移动，数目增多且交错密集，地表破坏

范围由 2.43D 缩窄为 0.54D，而水平方向整体破坏范
围由 2.71D 减少至 1.86D。可见内摩擦角ϕ对破坏形
态影响明显。如图 6（g），当 H/D由 2增大至 4时，ϕ = 
30°对应的破坏不再延伸至地表，此时 Nγ值成为一定

值。 
计算 cN 对应的隧道破坏模式随H/D和ϕ的变化如

图 6（b），（d），（f），（h）所示。如图 6（b）与 6（d），
当埋深比 H/D=2 时，ϕ由 5°增长至 30°， cN 值由
-2.87增至-1.63，增加了43.2%，地表破坏范围由2.63D
缩窄为 1.34D，减少约 49.0%。说明ϕ对破坏形态的 

 

图 5 隧道围岩破坏模式形态特征（H/D=2， 18ϕ = o，γ=20 kN/m3，c=10 kPa） 

Fig. 5 Characteristics of tunnel failure mechanisms（H/D=2， 18ϕ = o，γ=20 kN/m3, c=10 kPa） 
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图 6 Nγ与 Nc对应破坏模式演变规律 

Fig. 6 Variation rules of Nγ and Nc failure mechanisms 

影响与 Nγ反映的规律有所不同，也就是说隧道靠近地

表处破坏范围收窄而最宽处变化不大。如图 6（h），
当 H/D由 2增大至 4时，ϕ =30°对应的破坏模式将
进一步延伸至隧道底部。 
综上可知，方形隧道破坏模式形态演变规律较为

复杂，难以总结归纳出统一的破坏机构型式，这也解

释了采用刚性块体上限法预先假定特定破坏模式的局

限性所在。例如，杨峰等
[11]
、张标

[13]
、张翔等

[15]
均构

造了特定的破坏机构，且可从图 6中找出其对应的近
似型式。说明 UBFEM-RTME方法摆脱假定破坏机构
的优势所在，特别是应用于隧道围岩压力求解时良好

的适用性。 

5  结    论 
（1）与围岩重度 γ 相关的支护反力系数 Nγ上限

解随内摩擦角ϕ增加而减小，随 H/D增加而增加。与
围岩黏聚力 c相关的支护反力系数 cN 均为负值，论证
了其对围岩稳定性的促进作用， cN 绝对值随ϕ和 H/D
的变化规律与 Nγ基本一致。 
（2）UBFEM-RTME方法所得 Nγ和 cN 上限解与

太沙基方法结果的变化趋势一致。太沙基方法得到的

Nγ偏大（特别是ϕ和 H/D均较大的情况），而得到的

cN （按绝对值考虑）普遍偏小。不过当内摩擦ϕ较小
时，两种方法结果差异变小。 

（3）较之刚性块体上限法，UBFEM-RTME计算
得到的隧道支护反力 Tσ 值稍大，在上限理论框架内论

证了其属于更优上限解；同时，计算搜索得到的隧道

围岩有效间断线网破坏模式存在多种形态特征，涵盖

了既有文献关于围岩破坏机构的多种型式，体现出该

方法摆脱了假定破坏机构的限制。 
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