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双向耦合循环剪切条件下饱和砂土体应变发展规律 
试验研究 

赵  凯，吴  琪，熊  浩，茅文博，陈国兴 

(南京工业大学岩土工程研究所，江苏 南京 210009) 

摘  要：砂土的剪胀与循环应力路径密切相关。针对饱和南京细砂，利用空心圆柱扭剪仪（HCA）进行了一系列均等

固结条件下轴向–扭转耦合循环剪切排水试验，研究了复杂应力路径下饱和砂土的剪胀性及其体应变量化方法。研究表

明：双向耦合循环剪切条件下饱和砂土的剪胀由一个完全可逆的循环体应变分量和一个不可逆的累积体应变分量构成，

循环应力路径对累积体应变发展规律影响显著；以等效循环应力比 ESR 作为表征复杂应力路径下动应力大小的指标，

饱和砂土累积体应变与 ESR 值具有事实上的唯一性关系，累积体应变随 ESR 的增加而线性累积；通过引入参数 ESR，
提出了双向耦合剪切条件下饱和砂土累积体应变规准化方法。验证性试验表明新的体应变增量模型的预测值与试验结

果的吻合度较高，而基于循环直剪试验结果建立的 Byrne 模型对双向耦合剪切条件下饱和南京细砂的体应变预测偏小。 
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Experimental investigations on volumetric strain behavior of saturated              
sands under bi-directional cyclic loadings 

ZHAO Kai, WU Qi, XIONG Hao, MAO Wen-bo, CHEN Guo-xing 
(Institute of Geotechnical Engineering, Nanjing Tech University, Nanjing 210009, China) 

Abstract: The dilatancy of sands highly depends on the cyclic stress path. A series of axial-torsional coupling shear tests are 

performed on the Nanjing fine sand under isotropically consolidated condition by using the hollow cyclic apparatus (HCA). The 

dilatant behavior of saturated sands is investigated under complex stress paths, using the correspondent mathematical model. 

The results are summarized as follows: the volumetric strain of sands is composed of a completely reversible component and an 

irreversible component. The cyclic stress path has significant effects on the development of the volumetric strain. The 

equivalent cyclic stress ratio (ESR), which is defined as the ratio of the mean value of the maximum shear stress in a loading 

cycle to the initial effective confining pressure, can be used as an index to quantitatively characterize the cyclic stress paths of 

the soil samples under bi-directional shear loadings. The volumetric strain increment may be uniquely correlated to the applied 

ESR, which accumulates linearly with the increase of ESR. By introducing ESR, a normalized incremental model for 

volumetric strain of the saturated sands under bi-directional shear loadings is proposed. Retrospective simulation of a laboratory 

test using the proposed model shows good agreement, calibrating the reliability of the model. However, the Byrne model based 

on the data of direct shear tests significantly underestimates the volumetric strain accumulation of the Nanjing fine sand under 

the axial-torsional coupling shear loadings. 
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0  引    言 
复杂循环应力条件下饱和砂土的变形与强度特性

是已得到国内外学术界与工程界的重视但仍未解决好

的难点研究课题。Ishihara等[1]最早注意到了行波引起

的海床土体主应力轴连续旋转的现象，并求出了等波

长谐波的表面波浪在弹性海床中引起的交替变化的剪

应力和偏应力的解析解，且发现主应力轴连续地旋转 
180°而偏应力保持不变。王忠涛等[2]基于线性规则波

浪作用下有限厚度海床动力响应的解析解，证明了有
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限厚度弹性海床在线性规则波浪作用下的应力路径为

非标准椭圆形。周晓智等[3]基于驻波作用下有限厚度

海床动力响应的解析解，推导了海床内土体单元的动

应力路径，得出土体单元位于波节处的动应力路径为

纵轴上的一条线段；位于波腹处为横轴上的一条线段；

位于波节与波腹之间为非标准椭圆形。黄博等[4]基于半

无限弹性空间地震波的传播理论，推导了地震波斜入

射引起土单元体中的动应力路径，发现剪应力和偏应

力存在幅值和相位差，在偏应力平面里表现为不同倾

角和形状的斜椭圆，特定角度时，可近似为圆形。上

述椭圆形应力路径都有共同的作用效应，即主应力轴

连续旋转及动应力幅值连续变化，需要同时考虑竖向

与剪切向双向力的耦合作用影响。 
大量试验研究表明[5-8]：应力主轴旋转将导致砂土

产生明显的塑性变形，在不排水条件下孔压随应力主

轴的循环旋转不断累积，甚至导致液化；主应力轴连

续旋转会导致动强度的降低。栾茂田等[9]对饱和松散

(Dr = 30%)的福建标准砂进行了主应力轴连续旋转条

件下的椭圆应力路径试验，发现当应力路径的椭圆面

积不变时竖向偏应力与剪应力的幅值之比为某一值时

动强度最大，且两者的应力幅值之比偏离此值越大，

则土样的动强度越低；主应力方向角与固结偏应力比

对饱和砂土的动强度影响显著。李男等[10]模拟地震波

斜入射条件，对饱和松散的福建标准砂开展了不排水

循环斜椭圆应力路径试验研究，发现循环孔压的发展

存在陡升型和陡降型两种模式；归一化孔压与斜椭圆

的倾角无关，但受斜椭圆长短轴比及动应力比影响；

不排水动强度与动应力路径密切相关。许成顺等[11]

模拟波浪与地震共同作用的应力路径，研究了轴向偏

差应力和剪应力的初始相位差为60°时的椭圆形应力

路径，指出初始相位差可能对砂土的动强度造成较大

的影响。Pan等[12]研究了椭圆应力路径对南京细砂不

排水动力特性的试验研究，发现饱和南京细砂在相同

累积损失能量下，残余孔压随着主应力方向角及偏应

力比的增大而减小，随着中主应力系数b值的增大而增

大；动强度随初始主营方向角增大而降低，初始应力

状态参数对动力特性有显著影响。然而，对于主应力

轴连续旋转及动应力幅值连续变化下饱和砂土的排水 
剪切试验研究尚未见报道。 

值得一提的是，多位学者（如Symes等[13]、Miura
等[14]、Gutierrez等[15]、蔡燕燕等[16]和Xiong等[17]）利

用空心圆柱扭剪仪对饱和砂土开展了纯主应力轴旋转

条件下的排水单调剪切试验，结果表明：纯应力主轴

旋转将导致土产生体缩趋势；砂土的塑性应变增量主

轴与应力主轴不一致，即存在明显的非共轴现象。童

朝霞等[18]进行了纯应力主轴循环旋转排水试验，即在

试验过程中控制作用在试样上的有效主应力的幅值不

变，仅应力主轴在0°～180°循环旋转，发现纯应力

主轴循环旋转可产生与应力主轴固定单调剪切同一数

量级的塑性变形；中主应力系数对这一应力路径下砂

土的变形特性有显著影响。这些研究对深入了解复杂

动应力路径下土体的排水剪切特性非常有益。 
土的排水剪胀（缩）性是土最为重要的力学特性

之一，也是土动力本构理论的重要组成部分。正确地

预测动荷载作用下土中体应变发展规律是利用有效应

力法分析动力问题的关键[19-21]。为了探讨椭圆形动应

力路径下土的排水剪切特性，针对饱和南京细砂，利

用空心圆柱扭剪仪进行了一系列均等固结的轴向–扭
转双向耦合循环加载试验。引入量化椭圆形应力路径

形状和大小的特征参数，研究复杂应力路径下饱和砂

土的剪胀特性及其体应变的量化方法。 

1  排水双向耦合剪切试验 
1.1  试验设备及试样应力状态 

试验采用英国GDS公司的空心圆柱仪（HCA）进

行轴向–扭剪双向耦合排水循环加载试验。HCA可以

实现轴向–扭剪双向耦合循环加载，HCA在试样底部

进行轴向和扭剪加载，轴向力和扭剪力传感器位于试

样顶部，轴向位移和角位移传感器位于试样底部，最

大动态轴向和扭剪负荷为10 kN和30 N·m，最大轴向

和扭剪加载频率为5 Hz；外围压、内围压和反压由标准

的压力/体积控制器控制加载和测量，最大可达1 MPa，
在试样底部施加反压，在试样顶部测量孔压。关于

HCA设备测试精度和测试数据处理过程详细的描述 
见文献[22，23]。 

图1为HCA壁试样单元体的受力状态，图中仪器

的控制加载参数如下：ri，ro分别为试样内径、外径；

ui，uo分别为剪切过程中试样内径向和外径向位移；

pi为内围压；po为外围压；W为轴力；MT为扭矩。薄

壁试样单元体的应力参量如图1（b）所示： z 为轴向

正应力； r 为径向正应力；  为切向正应力； z 为z
垂直于径向切应力； 1 ， 2 ， 3 分别为单元体的大、

中、小主应力； 为主应力方向角；θ为剪切过程中

试样体所产生的扭转位移。 
1.2  试验材料、制备、饱和与固结 

试验选用南京细砂，南京细砂属于典型的河漫滩

相土，富含石英碎屑、少量的绿泥石和白云母片及其

他黏土矿物，颗粒呈角状–片状，其颗粒相对密度Gs

为2.70，平均粒径为0.15 mm，不均匀系数为2.11，曲

率系数为0.97，最大孔隙比emax 为1.29，最小孔隙比emin

为0.63，图2为南京细砂的级配曲线。 
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图 1 空心圆柱样应力状态 

Fig. 1 Stress conditions of hollow cylindrical soil sample 

 

图 2 南京细砂颗粒级配曲线 

Fig. 2 Grain-size distribution curve of Nanjing fine sand 

试样为外径100 mm，内径60 mm，高200 mm的空

心圆柱样，为保证试样制备的均匀性，采用分层振捣

法制备试样，共分5层，并按级配单独配制试样每层所

需的各粒径颗粒的质量，均匀混合后缓慢倒入承模筒

内，然后用击实器对每一层击实至指定高度，落锤质

量为1 kg，落锤高度为15 cm。试样的饱和分为3步：

①通15 min的CO2以除去试样中空气；②从试样底部

到顶部通无气水直到顶部没有气体排出；③进行分级

反压饱和。对分级反压饱和后的试样进行孔压系数B
值测定，若B > 0.95，认为试样达到饱和。对饱和试样 
进行均等固结，初始有效围压 3c  为100 kPa。 
1.3  试验方案 

控制加载路径在 (  ( ) / 2)z z   ， 应力空间内为

椭圆，实现主应力轴连续旋转且正应力偏差与剪应力

及由两者组合而成的总偏差应力都在循环变化的应力

变化模式。如图3所示，决定椭圆形应力路径形状的主

要因素有椭圆长轴b，短长轴比a/b以及倾角  。只要

这3个特征参数确定，应力路径也即确定。当a = 0时， 
椭圆退化为斜线，当a = b时，椭圆进化为圆。 

为系统地探讨密实状态和应力路径对饱和南京细

砂剪胀特性的影响，将南京细砂的相对密实度Dr分为3
个等级：35%，50%，70%，分别对应土体松散、中密

和密实3个状态。对Dr相同的试样分别施加具有不同

CSR、a/b以及  的循环椭圆应力路径，加载频率为1 
Hz，动应力比 cyc 3cCSR /q   ，其中，循环动应力 cycq   

22
v max4( ) |    ，在双向耦合循环加载试验中，

通常选用 cycq 作为动应力，描述偏应力幅值的变化，

其物理含义为椭圆的长轴b。具体试验方案如表1所示。

试样的命名规则为：E–相对密度–短长轴比值–倾角–
循环应力比。 

图 3 典型应力路径示意图 

Fig. 3 Schematic illustration of typical loading path 

2  试验结果及分析 
2.1  典型试验结果分析 

图4分别给出了椭圆形应力路径下的试验结果，包

括 (  ( ) / 2)z z   ， 应力空间中实测与理论的应力路

径对比、轴应力–轴应变滞回曲线、剪应力–剪应变

滞回曲线和体应变的时程曲线。由图可知：①HCA可

以较精确地模拟本试验设定的双向耦合循环剪切应力

路径；②轴应力–轴应变关系曲线存在明显的滞回圈，

在初始阶段滞回圈未封闭，表明产生了明显的塑性变

形；③随着循环周数的增加，滞回圈由未封闭型转化

为封闭型，且滞回圈面积逐渐减小，土体接近临界状

态；④整个试验过程，轴向应变随循环周数增加分为

快速增长和平稳累积两个阶段，这主要与开始几个周 
期内不可逆性剪胀分量的变化有关。 

每一循环周期内体应变 vd vd( 2 )z r     的最

大值与最小值之差的一半为循环体应变[24]，体应变最

大值与最小值之和的一半为累积体应变。从图4可以看

出，体应变存在一个可逆的循环应变分量 vd,re 和一个

不可逆的累积应变分量 vd,ir ，这与张建民[20]、Duku等[25]

和Wichtmann等[26]的试验结果一致，循环体应变分量

本质为弹性变形，并不引起土体有效应力的变化。在

土动力学中，更关注土体产生的永久变形和累积孔隙

水压力（与 vd,ir 密切相关）。因此，主要探讨各密实状 
态和应力路径对饱和砂土 vd,ir 的影响。 

由试验结果可知：① vd,ir 具有不可恢复性，本质

为塑性变形；② vd,ir 总是呈现出体积的单调压缩，即

vd,ir ≥ 0 （定义剪胀时体应变为负，剪缩时体应变为 





第 7 期                   赵  凯，等. 双向耦合循环剪切条件下饱和砂土体应变发展规律试验研究 1263 

表 1 排水双向耦合循环剪切试验方案 

Table 1 Drained bi-direction cyclic loading test schemes 

Dr = 35% Dr = 50% Dr = 70% 
试样编号 

a/b β/(°) CSR 
试样编号 

a/b β/(°) CSR 
试样编号 

a/b β/(°) CSR 

E-35-1.0-45-0.15 1.0 45 0.15 E-50-1.0-45-0.15 1.0 45 0.15 E-70-1.0-45-0.15 1.0 45 0.15 

E-35-1.0-45-0.20 1.0 45 0.20 E-50-1.0-45-0.20 1.0 45 0.20 E-70-1.0-45-0.20 1.0 45 0.20 

E-35-1.0-45-0.25 1.0 45 0.25 E-50-1.0-45-0.25 1.0 45 0.25 E-70-1.0-45-0.25 1.0 45 0.25 

E-35-1.0-45-0.30 1.0 45 0.30 E-50-1.0-45-0.30 1.0 45 0.30 E-70-1.0-45-0.30 1.0 45 0.30 

E-35-0.5-30-0.15 0.5 30 0.15 E-50-0.5-30-0.15 0.5 30 0.15 E-70-0.5-30-0.15 0.5 30 0.15 

E-35-0.5-45-0.15 0.5 45 0.15 E-50-0.5-45-0.15 0.5 45 0.15 E-70-0.5-45-0.15 0.5 45 0.15 

E-35-0.5-60-0.15 0.5 60 0.15 E-50-0.5-60-0.15 0.5 60 0.15 E-70-0.5-60-0.15 0.5 60 0.15 

E-35-0.5-30-0.20 0.5 30 0.20 E-50-0.5-30-0.20 0.5 30 0.20 E-70-0.5-30-0.20 0.5 30 0.20 

E-35-0.5-45-0.20 0.5 45 0.20 E-50-0.5-45-0.20 0.5 45 0.20 E-70-0.5-45-0.20 0.5 45 0.20 

E-35-0.5-60-0.20 0.5 60 0.20 E-50-0.5-60-0.20 0.5 60 0.20 E-70-0.5-60-0.20 0.5 60 0.20 

E-35-0.5-30-0.25 0.5 30 0.25 E-50-0.5-30-0.25 0.5 30 0.25 E-70-0.5-30-0.25 0.5 30 0.25 

E-35-0.5-45-0.25 0.5 45 0.25 E-50-0.5-45-0.25 0.5 45 0.25 E-70-0.5-45-0.25 0.5 45 0.25 

E-35-0.5-60-0.25 0.5 60 0.25 E-50-0.5-60-0.25 0.5 60 0.25 E-70-0.5-60-0.25 0.5 60 0.25 

E-35-0.5-30-0.30 0.5 30 0.30 E-50-0.5-30-0.30 0.5 30 0.30 E-70-0.5-30-0.30 0.5 30 0.30 

E-35-0.5-45-0.30 0.5 45 0.30 E-50-0.5-45-0.30 0.5 45 0.30 E-70-0.5-45-0.30 0.5 45 0.30 

E-35-0.5-60-0.30 0.5 60 0.30 E-50-0.5-60-0.30 0.5 60 0.30 E-70-0.5-60-0.30 0.5 60 0.30 

E-35-0.0-45-0.15 0.0 45 0.15 E-50-0.0-45-0.15 0.0 45 0.15 E-70-0.0-45-0.15 0.0 45 0.15 

E-35-0.0-45-0.20 0.0 45 0.20 E-50-0.0-45-0.20 0.0 45 0.20 E-70-0.0-45-0.20 0.0 45 0.20 

E-35-0.0-45-0.25 0.0 45 0.25 E-50-0.0-45-0.25 0.0 45 0.25 E-70-0.0-45-0.25 0.0 45 0.25 

E-35-0.0-45-0.30 0.0 45 0.30 E-50-0.0-45-0.30 0.0 45 0.30 E-70-0.0-45-0.30 0.0 45 0.30 

图 4 排水双向耦合剪切试验的典型试验结果 

Fig. 4 Typical results of drained bi-directional cyclic loading tests 
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正。）；③ vd,ir 的变化速率在循环加载的初始阶段较大，

且各个半周内的最大变化率总是出现在剪应力的反向

点处；④随着循环振次N的增加， vd,ir 的变化速率逐

渐减小趋于0，即达到临界状态。 
为验证试验测得体应变量的准确性，图5给出了编

号为E-50-0.5-45-0.20的试样在排水循环剪切过程中孔

隙水压力时程曲线。由图可知，在轴向–扭转耦合循环

剪切过程中，试样的孔隙水压力始终保持在400～401 
kPa，并没有明显的超孔隙水压力累积现象的产生，这

表明，试样的孔隙水可以充分流入或者排出，进一步

可说明，本次试验获得的各加载工况下南京细砂的体

应变量是准确有效的。 

图 5 孔隙水压力时程曲线 

Fig. 5 Time-history curves of pore water pressure 

为进一步探讨复杂应力路径与单一应力路径作用

下饱和砂土体应变增量的差异，对Dr = 50%的饱和南

京细砂补做了纯拉压循环加载试验和纯扭剪循环加载

试验，加载中控制CSR = 0.20。图6给出Dr = 50%的饱

和南京细砂在纯拉压、纯扭剪以及双向耦合剪切作用

下 vd 与N的关系曲线。 

图 6 复杂应力路径与单一应力路径作用下饱和砂土体应变 

Fig. 6 Volumetric strains of saturated sands under complex and  

single stress paths 

由图6可知，与双向耦合剪切作用下饱和南京细砂

vd,ir 的增长规律一致，纯拉压或纯扭剪作用下 vd,ir 都

随N的增加而增大，且 vd,ir 的增长速率随N增大先迅速

减小，然后逐渐趋于0；当CSR相同时，两种单一应力

路径（纯拉压与纯扭剪）作用下试样的 vd,ir 随N的增加

基本保持一致；复杂应力路径作用下试样的 vd,ir 明显大

于单一应力路径作用试样的 vd,ir 。这表明，以往基于单 

一应力路径（纯拉压或纯扭剪）的试验研究低估了饱

和砂土 vd,ir 的发展。此外，纯拉压作用下试样的 vd,re 明

显大于双向耦合剪切作用下试样的 vd,re ，而纯扭剪作

用下试样的 vd,re 基本保持为0，这是由于 vd,re 是由周

期变化的有效球应力p′引起的。 
2.2  饱和砂土剪胀特性及影响因素 

通常，在地震作用下的场地沉降预估中，采用N = 15
时的体应变 vd,ir 15( ) 估算震级M = 7.5 级下的沉降量[25]，

当将任意周数下的体应变 vd,ir( )N 采用 vd,ir 15( ) 进行归

一时，归一化后的体应变比 vd,ir vd,ir 15( ) /( )N  曲线能限

定在一个较窄的范围内，并以此获取不同震级对应 N
下的体应变[25, 27-28]。基于上述思想，对 15 周末的体

应变 vd,ir 15( ) 进行分析来研究复杂循环荷载下土的体

应变发展规律。 
图 7 为饱和砂土 vd,ir 15( ) 与 CSR 的关系曲线。有

图可知，CSR 对 vd,ir 15( ) 发展影响显著，当 a/b， 和

Dr相同时， vd,ir 15( ) 随 CSR 的增大而迅速增大。然而，

当 Dr相同时，具有相同 CSR 和  的试样的 vd,ir 15( ) 随

着 a/b 的增大而增大，且 a/b 对 CSR 和 vd,ir 15( ) 关系曲

线的影响不能归一化。究其原因，CSR 仅能描述偏应

力幅值的变化（即椭圆长轴 b），而无法正确反映应力

路径形状（如椭圆短长轴比 a/b）的变化。椭圆形应

力路径表现出偏应力连续变化且主应力轴连续旋转的

特征。试样的变形实质上是由于轴向应力幅值与剪应

力幅值的耦合作用引起的。对于 b 值相同而 a/b 不同

的双向耦合剪切试验，对试样所施加应力路径不一致，

因此受到的剪切效果也不相同（如非共轴现象）。 
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图 7 第 15 周末体应变与循环应力比关系曲线 

Fig. 7 Relationship between volumetric strain at 15th cycle and  

.CSR 

图 8 给出了相同 CSR 下，椭圆倾角  对 vd,ir 15( )
的影响。由图可见  对 vd,ir 15( ) 没有显著的影响，即

CSR 小于某一值后， vd,ir 15( ) 与  几乎无关。对于具

有不同 Dr的南京细砂，该 CSR 值均在 0.20 左右。许

成顺等[11]也发现椭圆倾角  对动强度没有显著影响。 

 

图 8 第 15 周末体应变与倾角关系曲线 

Fig. 8 Relationship between volumetric strain at 15th cycle and   

 

3  双向耦合剪切条件下饱和砂土的体

应变规准化方法 
3.1  等效循环应力比 

前述试验结果已说明 CSR 在用于分析双向耦合

循环加载试验时的局限性，即无法合理反映应力主轴

连续旋转下土单元所经历的应力水平。Huang 等[29]提

出术语等效循环应力比（ESR）描述复杂应力路径的

动应力大小， 3cESR q   ， q 为土的等效循环应力，

表达式如下： 

v
0 0

2
21 1| ( ) |d d

2
T T

q t t t
T T

q      
 

    ， (1) 

式中，T 为动荷载周期，|q(t)|为应力路径上任意一点

与原点的距离。因此，q 的物理含义为循环荷载的平

均强度，即土单元最大剪应力的平均值。 
对于椭圆应力路径， 

 

2 2
d

d

cyc0

2π 2π( ) sin cos  
2

1 | ( ) |d 0.64 ~ 1  
T

q t t t
T T

q t t q
T

q


 

                         


 
 

，

。

(2) 

式中，τd为剪应力幅值， d 为轴应力幅值。对于无法

直接积分获得q 的椭圆应力路径，可通过数值积分方

法求解。 
3.2  复杂应力路径下体应变的规准化方法 

图 9 为各工况下体应变比 vd,ir vd,ir 15( ) /( )N  与 N 的

关系曲线。由图可知，当 Dr相同时，各复杂应力路径

下试样的 vd,ir vd,ir 15( ) /( )N  随 N 的增加分布在较窄的范

围内，这表明，应力路径对 vd,ir vd,ir 15( ) /( )N  的影响较

小，因此，可仅考虑 vd,ir vd,ir 15( ) /( )N  与 N 的变化关系，

即 vd,ir vd,ir 15( ) /( )N  可以简单合理地表示为 N 的对数函

数： 
15 2 1vd,ir vd,ir( ) ( ) /( ) ln( 1)Nf N C C N    ，(3) 

式中，C1和 C2为拟合参数。 
将 Tokimatsu等[28]等给出的一系列具有不同Dr的

纯砂体应变比包络线也绘制于图 7。结合文献[28]可
知，即使本试验所用南京细砂与 Tokimatsu 等[28]试验

所用的砂的矿物成分，试验中的初始有效固结应力和

应力路径均有较大差异，但试验结果具有较好的一致

性。因此，这说明采用 vd,ir vd,ir 15( ) /( )N  对双向耦合剪

切下饱和砂土体应变增长曲线进行规准化是适宜的。 
图 10 为各 Dr 试样 vd,ir 15( ) 与 ESR 的关系。由图

10 可知，当 Dr 确定时，无论应力路径是否相同，具

有不同ESR的饱和砂土的 vd,ir 15( ) 分布于一条窄带内，

且 vd,ir 15( ) 随 ESR 的增加呈线性增加，且具有强相关
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性。这表明，ESR 可以作为合理描述含应力主轴旋转

复杂应力路径的特征参数。同一 Dr 下，采用 ESR 能

够较为理想地描述不同应力路径下的体应变： 
vd,ir 15 3 t( ) (ESR ESR )C     ，     (4) 

式中，C3和 ESRt为模型参数。 

图 9 体应变比与循环周数的变化关系拟合 

Fig. 9 Correlation between volumetric strain ratio and N from all  

tests 

由图 10 可知，饱和南京细砂存在明显的体积门槛

循环应力比 ESRt，当 ESR 小于 ESRt时，体应变不发

展，超过该值时，体应变随 ESR 的增长而迅速发展。

不排水条件下的孔压比与排水条件下的体应变具有相

同的物理基础，因此，ESRt对于理解和解决由于地震

荷载、海洋波浪荷载以及打桩振动等循环荷载作用而

引发土动力学问题具有重要意义。Ivsic[30]和 Park 等[31]

建议可通过门槛剪应变来确定对应的门槛循环应力

比，对于南京细砂的门槛剪应变取值范围： tv = 
0.014%～0.023%，对应的 ESRt = 0.05～0.06。联立式

（3），（4）可得 
3 2 1vd,ir( ) = ln[ 1]N C C C N       。  (5) 

对式（5）中的 N 求导后可得参数化体应变增量

表达式： 
vd,ir vd,ir

1 3 2 3
2 3

1expC C C C
C C

 
 

  
  

 


 
 。 (6) 

令 1 1 2 3k C C C ， 2 2 31/( )k C C ，则 
vd,ir vd,ir

1 2expk k
 
 

  
   

 
  ，     (7) 

其中， 
tESR ESR     。             (8) 

图 10 第 15 循环周末体应变与等效循环应力比关系曲线 

Fig. 10 Correlation between volumetric strain at 15th cycle and  

ESR from all tests 

模型参数仅 k1 和 k2 需要确定。由分析可知，k1

和 k2与 Dr密切相关，为更加精确地获得 k1和 k2与 Dr

的关系，对 Dr = 60%的饱和南京细砂补充了 3 个试验，

具体试验工况如表 2。图 11 给出了 k1和 k2与 Dr的关
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系曲线。如图所示，k1和 k2都随 Dr的增加而迅速增大，

且 k1和 k2的增加速率也随 Dr的增加而增大，但两者

的增加速率有所差异，对于试验采用的南京细砂，k1

和 k2可表示为 Dr幂函数形式： 
2.904 2

1 r2.143( ) 0.469   ( 0.975)k D R    ，  (9) 
3.982 2

2 r3.419( ) 0.358     ( 0.993)k D R    。 (10) 
表 2 补充试验工况 

Table 2 Cases of supplementary tests 
试样编号 Dr/% a/b β/(°) CSR 

E-60-0.0-45-0.20 60 1.0 45 0.15 
E-60-0.5-45-0.20 60 1.0 45 0.20 
E-60-1.0-45-0.20 60 1.0 45 0.25 

图 11 模型参数 k1和 k2与 Dr的关系 

Fig. 11 Relationships between Dr and model parameters k1, k2 

3.3  模型的验证 

Martin 等[32]基于干砂的常幅循环直剪试验，建立

了剪应变幅值相关的体应变增量模型，由于数学形式

非常简单，该模型在数值计算中已被广泛应用。Byrne[33]

将 Martin 等[32]采用多项式给出的体应变增量表达式

改为指数函数形式，该模型仅有两个参数且物理意义

也更明确，广泛用于有效应力动力分析法[34-36]： 
vd vd

1 2expC C
 
 

     
 

         (11) 

赵丁凤等[37]基于 Byrne 体应变增量模型，利用应

变控制的排水/不排水分级和单级加载循环三轴试验

结果建立了适用于南京细砂的修正 Byrne 体应变增量

模型，并验证了修正 Byrne 体应变增量模型对于南京

细砂的适用性，该模型具体如下： 
vd vd

1 2expC C
 
  

     
 

  ，     (12) 

3( 0.02)C      ，            (13) 
0.5

1 r7.05( )C D    ，            (14) 

2 1=0.15/C C   ，                (15) 

3 =0.125C   。                  (16) 

现分别利用修正 Byrne 体应变增量模型以及笔者

提出的体应变增量模型对复杂循环荷载作用下 Dr = 
60%的南京细砂体应变增长规律进行预测，其结果如

图 12 所示。由图 12 可知，采用修正 Byrne 模型的体

应变预测结果小于试验结果，而笔者建立的模型预测

结果与试验数据均吻合较好。这是由于修正 Byrne 模

型由直剪试验的数据建立，难以反映轴向应力幅值与

剪应力幅值的耦合变化引起土单元的体应变发展规

律。 

 

图 12 不同体应变模型预测值与实测值的对比 

Fig. 12 Comparison between measured and predicted volumetric  

strains based on different models 

4  结    论 
利用 HCA 动态试验系统开展了一系列双向耦合

剪切条件下饱和砂土的排水循环加载试验，研究了复

杂应力路径下饱和砂土的剪胀特性，并建立了体应变

发展曲线的规准化方法，得到以下 3 点结论。 
（1）饱和砂土的剪胀与动应力路径密切相关。双

向耦合剪切试验中，土体表现出塑性应变增量主轴与

应力主轴非共轴。CSR 和椭圆短长轴比 a/b 对饱和砂

土的体应变发展影响显著，而倾角  对 vd,ir 15( ) 没有明

显的影响，当 CSR 小于某一值后， vd,ir 15( ) 与  几乎

无关。 
（2）无论应力路径和 Dr 是否相同，饱和砂土的

累积体应变 vd,ir 15( ) 均随 ESR 的增大而增大，且

vd,ir 15( ) 与ESR都呈较好的线性函数关系，这说明ESR
是一个可以合理表征双向耦合循环剪切荷载作用下土

单元动应力大小的指标。 
（3）以体应变比 vd,ir vd,ir 15( ) /( )N  曲线对双向耦合

剪切下饱和砂土体应变增长曲线进行规准化是适宜
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的，对于不同相对密度的饱和砂土在不同应力路径下

的 vd,ir vd,ir 15( ) /( )N  均可表示为循环周数 N 的对数函

数。 
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