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基于非线性 M–C 准则的深埋土质隧道三维塌落破坏 
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摘  要：围岩条件较差时，深埋土质隧道在隧道开挖过程中容易发生塌方，准确预测深埋土质隧道塌方土体的范围极

其重要，目前能预测深埋土质隧道塌落范围的理论研究不够成熟。为了提前预测土质隧道围岩顶部塌落体的范围，基

于非线性 Mohr–Coulomb 准则和极限分析上限法，推导出深埋土质隧道在三维破坏机制下塌落体的上限表达式，得到

了深埋土质隧道塌落体范围的精确解。通过数值软件 Matlab 绘制出了塌落体的三维形状，研究了各参数对深埋隧道塌

落体形状的影响，并与既有研究进行对比分析，研究结果表明：土体中各参数、隧道顶部圆弧的半径和支护力对深埋

土质隧道塌落体的范围影响比较大；基于非线性 Mohr–Coulomb 准则下深埋土质隧道塌落体的上限分析可以求解出有、

无支护力条件下塌落体的高度和宽度，求解合理、可靠，并能给出防止深埋土质隧道塌方发生的支护力大小，可为隧

道工程设计提供理论依据。 
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Three-dimensional upper bound limit analysis of deep soil tunnels                
based on nonlinear Mohr-Coulomb criterion 
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Abstract: When the surrounding rock conditions are poor, the buried earth tunnel is prone to collapse during the tunnel 

excavation process. It is extremely important to accurately predict the extent of the collapsed soil in the deep buried soil tunnel. 

The theoretical study to predict the collapse range of the deep-buried soil tunnel is not mature enough. In order to predict the 

extent of the collapse of the surrounding rock of the soil tunnel in advance, based on the nonlinear Mohr-Coulomb criterion and 

the limit analysis upper bound method, the upper limit expression for the collapse block of the deep-buried soil tunnel under the 

three-dimensional failure mechanism is derived, and the exact solution to the extent of the tunnel collapse is obtained. The 

three-dimensional shape of the collapsed body is drawn by the numerical software Matlab. The influences of various parameters 

on the shape of the buried tunnel collapse are studied and compared with the existing researches. The results show that the 

parameters in the soil, the radius of the top arc of the tunnel and the supporting pressure have a great influence on the range of 

the collapse block. Based on the nonlinear Mohr-Coulomb criterion, the upper bound analysis of the buried earth tunnel 

collapse block can solve the height and width of the collapsed body with and without support force, and the solution is 

reasonable and reliable. The proposed method can also give the support force to prevent the collapse of deep-buried soil tunnels, 

which can provide a theoretical basis for the engineering design of tunnels. 
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0  引    言 
随着经济建设的需要，不可避免地修建了大量的

土质隧道，深埋土质隧道围岩条件较差时容易发生土

体塌方。对于土质隧道的破坏模式主要分为 4 种[1]：
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①局部掉块；②塌穿型破坏；③散体结构崩溃破坏；

④规整的塌落拱破坏。对于深埋土质隧道一般是发生

塌落拱破坏，目前国内外对于深埋隧道土质塌方机制

的理论研究尚不够成熟。扈世民等[1]结合现场调研，

通过离散元软件 PFC2D模拟了黄土隧道围岩破坏的演

变过程，得到了深埋隧道稳态塌落拱的形状。Atkinson
等[2]通过极限分析上、下限定理和模型试验研究了无

黏性土质隧道的稳定性，基于一系列模型试验中隧道

围岩的变形特征，构建了无黏性土质隧道的楔形破坏

机制，圆形隧道顶部围岩形成了一个向下滑落的楔形

塌落体，但构建的上限破坏机制过于简单尚不能得到

最优意义的上限解；Mollon 等[3]利用空间离散技术建

立了隧道开挖面的三维破坏机制，该破坏机制能够精

确地反映实际工程中隧道的破坏情况，但空间离散技

术过于复杂难以实现。Fraldi 等[4-5]基于 Hoek–Brown
破坏准则构建了一种曲线形破坏机制，通过理论分析

得到了各种断面形式的隧道顶部围岩上限意义下的塌

落面方程，得到了上限意义下的深埋隧道塌落范围，

黄阜[6]在 Fraldi 等[4-5]研究的基础上构建了圆形和矩形

隧道三维破坏机制研究了深浅埋隧道的塌方，没有考

虑支护力对塌落体的影响，且 Hoek–Brown 破坏准则

发展时间不长，参数在现实中难以确定。Hoek–Brown
破坏准则适用于岩质基础隧道而不适用于土质隧道，

对于土质隧道只有选择合理的破坏准则才能得到更好

的精确解。 
根据工程实际和大量的试验证明，岩土材料的破

坏包络线并不是简单的线性，大多数破坏包络线是非

线性的，线性只是其中的一种。Zhang[7]首次将幂函数

非线性破坏准则引入进行岩土工程相关问题的分析，

此后基于非线性破坏准则的应用成为工程问题研究的

热点。Maksimovicm[8]、Li[9]、Jiang 等[10]做了很多的

研究。Hoek–Brown 破坏准则适合于岩石基础的工程

问题，对于岩土材料更适合用非线性 Mohr–Coulomb
破坏准则研究相关的工程问题。本文将采用非线性

Mohr–Coulomb 准则基于上限法分析深埋土质隧道的

三维破坏机制，研究不同参数对深埋隧道塌方的影响，

得到上限意义下深埋隧道塌方宽度和高度的精确解及

防止深埋土质隧道顶部围岩发生塌方的支护力的大

小；将得到的塌落体的高度、宽度与 Fraldi 等[4-5]的研

究进行对比，验证了基于上限分析的非线性

Mohr–Coulomb 准则下深埋土质隧道三维塌落机制的

合理性。 

1  极限分析上限定理简介 
根据极限分析上限定理可表述为[11]：在任意的运

动许可的塑性应变率场 *
ij 和速度场 *

iv 中，荷载 Fi和 

Yi 都大于或等于真实的极限荷载，且由虚功率方程确

定： 
* * *d d di i i i ij ijs A A

Fv s Y v A A       ，  (1) 

式中，A 为塑性区，Yi 为作用在研究对象的体力，Fi
为作用在研究对象上的面力， ij 为运动许可速度场中

的应力。 
根据极限分析定理的应用条件，对研究的土体材

料和速度场作如下假设[12]：①土体材料没有应变软

化、应变硬化特性，即为理想的塑性；②屈服面呈凸

形，塑性应变率可以通过流动法则由屈服函数导出；

③机动速度场中的塌落体是刚性体，忽略极限荷载下

产生的几何变形，可采用虚功原理；④整个机构服从

刚塑性理论，即不发生机构内部几何变形。 

2  深埋土质隧道塌落面上限分析 
2.1  非线性 Mohr–Coulomb 准则 

非线性 Mohr–Coulomb 准则是用来描述岩土屈服

材料屈服时主应力和切应力之间的非线性关系，由于

其表达形式简单，物理意义明确，被广泛应用在各类

岩土工程问题中[13-15]。非线性 Mohr–Coulomb 准则的

表达式如下： 
1/

n
n 0 t 0

t

1 ( (1, ), 0, 0)
m

C m C


 


 
    

 
≥ ≥  。(2) 

式中  n ， n 为正应力和剪应力；C0为初始黏聚力；

t 为轴向拉应力；m为非线性系数，上述参数均可由

三轴实验得出，当 m=1 时为线性 Mohr–Coulomb 准则

见下式： 
n

n n
t

tanc c c


  


      。    (3) 

材料服从相关流动法则，即塑性势面与屈服面重

合，因此塑性势函数为 ： 
1/

n
n 0

t

1
m

C


 


 
   

 
  。     (4) 

根据流动法则，塑性应变增量与塑性势函数的应

力梯度成正比： 
1

0 n
n

n t t

n
n

1  

 

m
mC

m
  

  


  



 
          


   





，

，

 (5) 

式中，是塑性乘数。 
2.2  深埋土质隧道三维破坏机制 

参考 Fraldi 等[4-5]和 Yang 等[16]的研究，构建深埋

土质隧道三维破坏机制如图 1 所示，隧道断面几何参

数根据银西高铁驿马一号隧道设计图选取，图 1 中塌
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落体的高度为 h，宽度的一半为 L，v为塌落体在机动

速度场中的速率，假设塌落体边界线速度间断线的方

程为 f(x)，从而在 XOZ面上形成了一个二维拱形塌落

面；然后令曲线 f(x)在空间上绕 Z 轴旋转一周，得到

了一个关于 Z轴对称的三维塌落体，这个塌落体和它

周围的岩体构成了深埋隧道的三维机动速度场。为了

分析拱形结构对隧道顶部围岩塌落范围的影响，由于

球体的拱形结构与圆柱体形隧道的拱形结构基本一

致，本文将深埋土质隧道顶部围岩的圆柱体简化成球

体进行计算[6]。 

图 1 深埋土质隧道顶部围岩塌落体三维破坏模式图 

Fig. 1 Three-dimensional failure mode of surrounding rock mass  

collapse at top of deep-buried soil tunnel 
由图 1 可知， cot ( )f x  ，所以可以得到： 

2

1sin
1 ( )f x

 


  ，           (6) 

2

( )cos
1 ( )
f x
f x







  ，            (7) 

n sinv
 


   ，                 (8) 

n cosv
 


    。                (9) 

将式（6）代入式（8），式（8）代入式（9）可

得 

n 2

n 2

 
1 ( )

( )  
1 ( )

v
f x

f x v
f x







  
   
 





，

，

            (10) 

式中， 为塌落体和围岩间分离的厚度，v 为机动速

度场中的速率。将式（5）代入式（10）可得 

1
t

n t t
0( )

m
mm

f x C


  
 

   
  。      (11) 

2.3  基于非线性 Mohr–Coulomb 准则下深埋土质隧道

能耗计算 

根据相关联流动法则，塑性势面与屈服面一致且

塑性应变增量与塑性势的应力梯度成正比[6]。由极限

分析上限定理可以得到，三维塌落体外表面上任意一

点的耗散功率表达式为 
n n n n( )D           

1 1
1 1 1

t t 0

2

1 (1 ) ( )

1 ( )

m
m mm

m m mC m f x
m v
f x

 


       
 


 。 (12) 

而塌落体侧面的面积 S 可以按照旋转体侧面积

的计算公式得到： 
2

0
2π 1 ( ) d

L
S x f x x    。    (13) 

于是将式（12）沿着整个塌落体侧面积分可以得

到塌落体表面上由切向应力和法向应力产生的耗散功

率： 
1 1

1 1 1
D t t 00

12π (1 ) ( ) d
m

m mmL
m m mP C m f x xv x

m
 


  

 
        

 
 。

(14) 
曲线 f(x)绕 Z轴旋转的旋转体被球体截得的空间

几何体的体积可由下式计算： 
30 2 3 2 2 2 2 2 22 2π ( )d π π π( )

3 3L
V x f x x R L R L R L

 
      

 
 ，

 (15) 
式中，R 为隧道顶部的圆弧半径，L 为塌落体的底面

半径。因此，重力在塌落体上做功而产生的功率为 
0 2π ( ) d
L

P x f x v x       
3

3 2 2 2 2 2 22 2π π π( )
3 3
R L R L R L v

 
    

 
 ，  (16) 

式中，  为土体的重度。 
隧道围岩顶部支护力 q的功率为 

2 2cos π 2π ( )qP qv R R R L       。 (17) 

为了求出极限状态下构成塌落体的曲面方程的

解析表达式，这里用耗散功率和外力功率之差构建了

一个包含曲线 f(x)方程的目标函数 [16]： 
  D, ( ), qf x f x x P P P         。  (18) 

将 PD和 P 的表达式代入式（18）可得 

 

1 1
1 1 1

t t 00

3
2 3 2 2 2 2 2 2

2 2

3 2 2 2

0

12π (1 ) ( )

2 2( ) d π π π( )
2 3 3

cos π 2π ( )
22π ( ), ( ), d π π
3

m
m mmL

m m m

L

C m f x
m

x x f x v x R L R L R L

v qv R R R L

f x f x x v x R L R L

  




 


  

              
           

    

    




3

2 2 2 222 π( ) cos π 2π ( )
3

R L v qv R R R L


     
 ，(19) 

式中，  ( ), ( ),f x f x x  的具体表达式如下： 
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 ( ), ( ),f x f x x    

 
1 1

1 1 1
0

1 (1 ) ( )
m

m mm
m m m

t t C m f x x
m

 


  

 
         

 

 

 2 ( )
2
x f x    。                 (20) 

从式（19）中可以看出， 的极值完全由 ψ决定，

ψ 中的自变量 f(x)本身也是一个函数，且 ψ 是一个泛

函，因此可以根据变分法原理[17]求出泛函 ψ对应的欧

拉方程，将泛函的极值问题转化成求解欧拉方程在满

足边界条件下的定解问题[16]。泛函 ψ对应的欧拉方程

为 
d 0

( ) d ( )f x x f x
   

    
  。       (21) 

将式（20）代入式（21）中可以求得 ψ对应的欧

拉方程： 

 
1 11

1 1 1
t 0

1 ( )
m

m m
m m mx C m f x x

m
 


  

    
 

  

 
1 21

1 1 1
t 0

1 ( ) ( ) 0
1

m
m mm

m m m
mC f x f x x

m m



  

        
。

(22) 
可以看出，式（22）是一个常系数非齐次二阶线

性微分方程，可以采用解析方法求其解析解。令 
1 1

1 1 1
t 0 m

m
m m ma C      。        (23) 

则式（22）变为 

   
1 2

1 1( ) ( ) ( ) 0
1

m
m m

ax a f x x f x f x x
m




       


。(24) 

采用换元法对其进行降阶处理，令 ( )f x =p，那

么 ( )f x =dp/dx，则式（24）变为 
2
1d 1( 1)

d

m
mp mm p p

x a x
 

 
      。  (25) 

式（25）是一个伯努利方程，这里假设
1

1my p   
并代入上式得到了一个非齐次的一阶线性微分方程： 

d
d
y y
x x a


    。                (26) 

显然，由一阶线性微分方程的通解求解可知： 
1 1d d

e e d
2

x x
x x cy x c x

a a x
          

 
 ，(27) 

式中，c 为积分常数。由于  
1

1( ) my f x  ，可以解出

( )f x 的表达式： 
1

( )
2

mcf x x
a x
 

    
 

  。      (28) 

从图 1 中可以看出，当 x=0 时， ( )f x =0。因此，

上式中的常数 c=0，又结合式（26），则可得到 

1

t 0( )
2

m
mf x x C m




      
 

  。 (29) 

则图 1中XOZ平面上速度间断曲线 f(x)的解析表

达式可以由式（29）积分得到 
1

t 0( )
2

m
m mf x C x h




      
 

 ，  (30) 

式中，h 是三维塌落体的高度。根据上限定理，令塌

落面上的耗散功率等于外力功率（即 PD= P +Pc+Pq）
时得 

t 0

1
21 1 1 1

t 0 t 0

3
2 3 2 2 2 2 2 2

t

2π ( )
2 2

(1 )( ) 1

2 2π π π π( )
3 3

m
m

m m m
m mm m m m

C m
m

C m m C m L

L R L R L R L




 

 



    

      
 

       
 

 
      

 

  

2 2cos π 2π ( ) 0q R R R L        。  (31) 

从图1可看出，当 x=L时，f(L)=0，代入式（29）得 
1

t 02

m
m mh C L




     
 

  。    (32) 

通过 Matlab 软件求出式（31）中的 L 值，然后

代入式（32）中得到 h，再将 h 代入式（30）中得到

f(x)的表达式，最后绕 Z轴旋转得到的旋转曲面方程见

式（33），塌落体的形状可利用数值软件 Matlab 根据

下式绘制出： 
1

2 2 2
t 0 ( )

2

m m
m mz C x y L




          
   

 。 (33) 

2.4  影响参数分析 

本文方法应用时需要确定隧道围岩顶部圆弧的

半径 R、非线性系数 m、初始黏聚力 C0、轴向拉应力

t 、土体重度 及支护力 q。为了明确不同参数对深

埋土质隧道围岩顶部塌落体形状的影响，需要控制单

一参数变化。 
首先分析土体物理力学参数对塌落体的影响，令

隧道上部圆弧半径为 R=7.35 m，非线性系数 m=1～3，
初始黏聚力 C0=10～100 kPa，轴向拉应力 t =10～60 
kPa，重度  =15～23 kN/m3，支护力 q=0 kPa，塌落体

形状随非线性系数 m的变化规律如图 2（a）～（d）
所示，塌落体的宽度随非线性系数 m的变化规律如图

3（a）～（d）所示。 
分析隧道上部圆弧半径 R 对塌落体的影响，令隧

道上部圆弧半径为 R=3～10 m，非线性系数m=1.2，初

始黏聚力 C0=25 kPa，轴向拉应力 t =60 kPa，重度  = 
17 kN/m3，支护力 q=0 kPa，塌落体形状随隧道上部圆

弧半径 R的变化规律如图 2（e）所示，塌落体的宽度

随隧道上部圆弧半径 R的变化规律如图 3（e）所示。
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图 2 不同参数对三维塌落体形状的影响规律 

Fig. 2 Effects of different parameters on shape of three-dimensional slump 
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图 3 不同参数对三维塌落体宽度的影响规律 

Fig. 3 Effects of different parameters on width of three-dimensional slump 

分析隧道支护力 q对塌落体的影响，令隧道上部

圆弧半径为 R=7.35 m，非线性系数 m=1.2，初始黏聚

力 C0=25 kPa，轴向拉应力 t =60 kPa，重度  =17 
kN/m3，支护力 q=0～60 kPa，塌落体形状随隧道支护

力 q的变化规律如图 2（f）所示，塌落体的宽度随隧

道支护力 q的变化规律如图 3（f）所示。 
从图 3 中可以看出，在保持其它参数不变的情况

下，深埋土质隧道塌落体的高度随着非线性系数 m、
重度  和支护力 q的增大而减小，随初始黏聚力 C0、

隧道围岩顶部圆弧的半径 R 和轴向拉应力 t 的增大

而增大；非线性系数 m=1 时，塌落体顶部为锥形，深

埋土质隧道围岩顶部的塌方往往呈稳定的“塌落拱”，

可见 m=1 时不符合工程实际情况，而非线性系数 m
越大塌落体顶部越圆滑更符合工程的实际情况。 

从图 3 中可以看出，塌落体宽度随非线性系数 m
的变化规律不同于塌落体高度，塌落体宽度随着非线

性系数 m的增大先增大后减小；塌落体宽度随着轴向

拉应力 t 和初始黏聚力 C0 的增大而增大，且增大的

速度越来越小；塌落体宽度随着重度 的增大而减小；

塌落体的宽度随着隧道顶部围岩圆弧半径R的增大而

增大，说明隧道开挖尺寸越大围岩顶部发生塌落的风

险越大。塌落体的宽度随着支护力的增大而减小，当

支护力大于 60 kPa 时塌落体宽度近似为 0，可见此时

支护力为60 kPa时能够防止深埋隧道围岩顶部塌方事

故的发生。 

3  计算方法验证 
为了进一步检验非线性 Mohr–Coulomb 准则下深

埋土质隧道塌落机制上限分析的合理性，取 m=1 即将

非 线 性 Mohr–Coulomb 准 则 转 换 为 线 性

Mohr–Coulomb 准则，m=1 时按照上述方法进行推导

同样可以得到线性 Mohr–Coulomb 准则下的塌落体相

关计算公式。 

线性 Mohr–Coulomb 准则下 XOZ 平面上速度间

断曲线 f(x)的解析表达式为 

( )
tan
xf x h


    ，        (34) 

式中，h 是三维塌落体的高度。根据上限定理，令塌

落面上的耗散功率等于外力功率（即 PD= P +Pc+Pq）
时得 

3 3 2π 1 ππ cos π 2π
3tan 3 tan tan

L L cL q R


  
         

2 2 3 2 2 22( ) π π
3

R R L R L R L      
 

3
2 2 22 π( ) 0

3
R L


 

  。                 (35) 

当 x=L时，f(L)=0，代入式（34）得到 

tan
Lh


   。            (36) 

Fraldi 等[4-5]构建了隧道围岩顶部为圆形的二维

破坏机制，基于非线性 Hoek–Brown 破坏准则得到了

塌方的高度和宽度计算公式： 

 
 1

B c1
B

BL AB B




  

   
 

  

22
t arcsin 1 0

2

B

R L L L
L R R R




              
，(37) 

 
22

1 t1 arcsin 1
2
R L L Lh B B
L R R R





                

，

(38) 
式中， c 为岩体的单轴抗压强度， t 为岩体拉伸强度，

令 B=1， tanA  ， t / tanc  [4]，式（38）可以用

线性 Mohr–Coulomb 准则来表示： 
222 tan arcsin 1 =0c R L L LL

L R R R




            
，(39) 
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tan
Lh


   。             (40) 

由于 Fraldi 等[4-5]的研究没有考虑支护力的作用，

下面比较两种计算方法在无支护力作用下不同参数下

结果，当计算参数黏聚力 c=10～80 kPa，重度 =16 
kN/m3，隧道顶部圆弧半径 R=7.35 m，内摩擦角 φ=   
30°，计算结果随黏聚力 c变化关系如图 4（a）所示。 

当计算参数黏聚力 c=30 kPa，重度 =16 kN/m3，

隧道顶部圆弧半径 R=7.35 m，内摩擦角 φ=10°～   
40°，计算结果随黏聚力变化关系如图 4（b）所示。 

当计算参数黏聚力 c=30 kPa，内摩擦角 φ=30°，

重度  =22 kN/m3，隧道顶部圆弧半径 R=7.35 m，计

算结果随黏聚力变化关系如图 4（c）所示。 
当计算参数黏聚力 c=30 kPa，内摩擦角 φ=30°，

重度  =16 kN/m3，隧道顶部圆弧半径 R=3～9 m，计

算结果随黏聚力变化关系如图 4（d）所示。 

 

 

图 4 不同参数变化下计算结果对比 

Fig. 4 Comparison of calculated results under change of different  

parameters  

从图 4 可知：本文方法计算得到的塌落体的宽度

和高度解随不同参数变化的规律和Fraldi等[4-5]的解随

不同参数变化的规律是一致的，塌落体的宽度和高度

随着内摩擦角和重度的增大而增大，随着黏聚力和隧

道顶部圆弧半径的增大而减小，且本文方法的宽度和

高度解均大于 Fraldi 等[4-5]的解，根据计算结果本文方

法的解比 Fraldi 等[4-5]的解增大的百分比为 10.0%～

30.8%，可见本文方法的解是更加安全的，基于三维

破坏机制进行的隧道支护结构设计能够有效减小隧道

顶部塌方发生的概率。Fraldi 等[4-5]的只能应用于岩质

基础的隧道，且 Hoek–Brown 破坏准则发展时间不长，

相关参数在现实中难以确定，本文方法中应用的非线

性 Mohr–Coulomb 破坏准则的参数在实际工程中容易

获取，为预测深埋土质隧道围岩顶部塌方范围提供了

理论依据。 

4  结    论 
本文基于非线性 Mohr–Coulomb 准则，采用三维

破坏机制对深埋土质隧道的塌落体进行上限分析，研

究了单一参数变化对塌落体形状的影响，得到了如下

结论： 
（1）基于非线性 Mohr–Coulomb 准则和上限分析

构建了深埋土质隧道的三维破坏机制，通过理论推导

得到深埋隧道顶部围岩三维塌落面的表达式，利用数

值软件 Matlab 绘制出深埋隧道塌落面的三维图形，本

文方法可得到有无支护力条件下塌落体的高度、宽度

及防止深埋隧道塌方发生的支护力数值。 
（2）在保持其它参数不变的情况下，深埋土质隧

道塌落体的高度随着非线性系数 m、重度 和支护力

q的增大而减小，随初始黏聚力 C0、轴向拉应力 t 和

围岩顶部圆弧半径 R的增大而增大。 
（3）深埋土质隧道塌落体的宽度随着非线性系数

m的增大先增大后减小；随着轴向拉应力 t 和初始黏
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聚力 C0的增大而增大，且增大的速度越来越小；塌落

体宽度与重度 的增大而减小；塌落体宽度随着隧道

顶部围岩圆弧半径 R的增大而增大；随支护力 q的增

大而减小，当支护力足够大时可防止塌方事故的发生。 
（4）将本文方法中非线性系数 m=1 时的上限解

和 Fraldi 等的研究进行比较，两种方法的塌落体高度

及宽度随参数的变化规律一致，证明本文的上限解法

正确的、有效的，本文方法的上限解比 Fraldi and 
Guarracino 的上限解增大 10%以上，本文方法预测塌

方范围更安全。 
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