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基于薄环层元法的层状地基中摩擦桩竖向受荷计算 
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摘  要：基于薄环层元法和虚土桩假设，提出了层状地基中竖向受荷摩擦桩计算模型。将桩身正下方至基岩间的土层

视为虚土桩，并将桩土体系划分为多个薄层单元；随后利用虚位移原理求得薄环单元和桩单元的单元矩阵方程，并根

据单元间平衡关系建立整体矩阵方程；最后通过桩与桩周土的协调关系，计算出层状地基中桩土体系位移。计算结果

与已有方法结果吻合良好，验证了本文的正确性与可靠性。参数分析表明，计算单元厚度越小，精度越高；三层地基

中的摩擦桩，中间夹层模量越大，其分担的荷载越多。桩端下卧土层厚度越小，桩端刚度越大。当桩端土厚度小于 0.3
倍地基厚度时，桩端刚度显著增大。当桩端以下土体分层时，桩端刚度与持力层厚度和强度密切相关。 
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Vertically-loaded single floating pile in layered soils by thin annulus                    
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Abstract: Based on the thin annulus element method and the hypothesis of fictitious soil pile, a model for the settlement of an 

axially-loaded single floating pile in the layered soils is proposed. The soil column beneath the floating pile is regarded as the 

fictitious pile shaft. The soil-pile system is then divided into the separate thin-layer elements. The stiffness matrices for the soil 

element and pile element are deduced using the principle of virtual displacements. The global matrices are constructed by 

considering the continuity and equilibrium conditions between the elements. The vertical displacement of the soil-pile system 

can be obtained by solving the matrix equation. The comparisons of the results between the proposed model and the available 

solutions indicate the accuracy of the proposed model. Parametric study shows that the accuracy of the proposed solution 

depends greatly on the thickness of the thin annulus element and the choice of the displacement function. For the floating pile in 

the three-layer soil, the bearing capacity of the middle layer around the shaft increases with the increase of its elastic modulus. 

The tip stiffness of the floating pile increases with the decrease of the layer thickness between the pile tip and bedrock. When 

this thickness is less than 0.3 times the soil thickness, the pile tip stiffness will increase significantly. The pile tip stiffness is 

also dependent greatly on the properties of the underlying soil below the tip of the floating pile. 

Key words: vertically-loaded pile; thin annulus element method; layered soil; floating pile; virtual displacement principle 

0  引    言 
桩基础具有承载力高、适应能力强、沉降少等优

点，是工程中应用广泛的基础形式。桩基础设计中的

重要组成部分，是竖向荷载下单桩荷载传递和沉降计

算。目前，单桩的沉降计算方法主要可分为荷载传递

法[1-4]、弹性理论法[5-9]、剪切位移法[10-12]、有限元和

边界元法[13-16]以及经验方法[17]等。 
在实际工程中，摩擦桩计算比嵌岩桩和无限长桩
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更加困难。其原因是摩擦桩桩端下部土层可压缩，该

处的桩土荷载传递性状较复杂。已有计算模型多采用

半空间上刚性板理论来近似模拟桩端土性状。然而，

该方法不能满足严格意义上的桩端土边界条件。为此，

王奎华等[18]、王宁等[19]和Wu等[20]提出了虚土桩概念，

将桩截面范围内桩端至基岩的土体视为桩的延伸，称

为“虚土桩”，然后求解边值问题。 
由于地质沉积等原因，土层具有天然层状特性。

针对层状地基中竖向受荷摩擦桩计算，解析法虽理论

基础严密，但公式推导繁琐。而数值方法虽可处理复

杂的边界条件和地层情况，但所需计算时间长，计算

参数难以确定。 
针对层状地基中的竖向受荷摩擦桩荷载传递计

算，本文提出一种薄环层元模型，并建立了相应的半

解析半数值计算方法。首先采用虚土桩法，构建沿桩

轴线桩土连续的计算对象；接着，沿深度和径向方向

对土取薄环单元，并利用虚位移原理，建立薄环单元

的单元刚度矩阵；然后根据单元间的平衡关系，建立

整体刚度矩阵；最后，由桩土体系的连续条件和边界

条件求取其位移场和应力场。在此基础上，对层状地

基中摩擦单桩竖向受荷性能进行了研究。 

1  桩-多层土体系计算模型 
考虑厚度H 的层状地基中长 L的摩擦桩，桩顶竖

向荷载为 P，如图 1 所示。分析时，将桩截面范围内

桩底至基岩之间的土体视为桩身的延伸，视为“虚土

桩”[18-20]。以土层天然分层面及桩端处作为分层面，

沿深度方向可将系统分为m层薄层，再将每个薄层沿

径向划分为无数个宽度为dr的同心薄环单元。桩弹性

模量为 pE ，半径 0r ，直径 d，桩身截面积 2
p 0πA r 。

第 i层薄层土的弹性模量为 s  ( 1,2, , )iE i m  ，泊松比

为 si ，Lamé 常数为 i 和 i ，厚度为 ih。 

 

图 1 计算模型 

Fig. 1 Model for pile-soil system 

计算时只考虑桩土系统的竖向位移，忽略其径向

位移，并假定桩周土与桩身紧密接触，无相对滑移。 

2  方程的建立与求解 
2.1  土的分析 

如图 2（a）所示，建立局部坐标系，取第 i层厚

度为 dr的薄环进行分析。其中 s1P 和 s2P 为作用在薄环

单元上下表面的竖向应力； s ( , )p r z 和 s ( d , )p r r z 为

作用在圆环单元内外侧的剪切应力，可表示为[21] 
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式中， ( , )iw r z 为第 i层土 ( , )r z 处竖向位移。 

 

图 2 薄环单元及桩单元受力图 

Fig. 2 Forces on discrete annulus of soil and pile element 

作用在薄环单元上的竖向正应力 n ( , )p r z 为 
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根据虚位移原理有 se s= iW W ，其中外力对薄环单

元所做虚功 seW 和内力所做虚应变能 siW 分别为 
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式中， ( ,0)iw r 和 ( , )i iw r h 分别为第 i层薄环单元上、下

表面位移。 
位移 ( , )iw r z 表达式为 
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式中   1( ) ( ,0)i iU r w r ， 2 ( ) ( , )i i iU r w r h ； 1( )z 和

2 ( )z 为关于 z的位移函数，其边界条件为 
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将式（1）～（3）代入等式 se si=W W ，并利用变

分原理可得薄环单元上下表面的竖向应力 s1P 和 s2P ： 
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式中，“ '”和“ ''”分别为对变量的一阶导和二阶导；

系数矩阵 LN  和
LK  分别为 
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考虑各薄环单元间协调条件和土的边界条件，可得 
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式中，[ ]N 和[ ]K 为m m 阶矩阵，分别由[ ]LN 和[ ]LK
按照图 3 方式叠加组成。 

 

图 3 总体系数矩阵 

Fig. 3 Global coefficient matrix 

式（11）的解可表示为 
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式中   T
11 1 1( ) , , ,i mr U U U  U ； iA 和 iB 为未知系

数，由边界条件确定； 0I ( ) 和 0K ( ) 分别是零阶第一类

和第二类修正 Bessel 函数；特征值 i 和m阶列向量 i

由式（13）确定： 
      2 0i iN K        。      (13) 

2.2  桩的分析 

取深度在 z处的桩单元进行分析，如图 2（b）所

示，桩侧摩阻力 s ( )p z 可表示为 
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由于桩身和桩周土紧密接触且无相对滑移，因此

桩身位移等于桩周土位移 0( , )iw r z ，作用在桩单元上

的轴向力 p ( , )p r z 可表示为 
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图 2（b）中， p1P 和 p2P 分别为作用在桩单元上下

表面竖向力。局部坐标下外力对桩单元所做虚功 peW
和内力所做虚应变能 piW 可分别表示为 
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将式（14）、（15）代入平衡方程 pe p= iW W ，可得 
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式中，系数矩阵 p

LK  为 
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由桩单元之间协调关系和桩身边界条件，可得 
   2
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式中，  T,0, ,0P P ，其第一个元素 P表示桩顶荷

载；m阶方阵 pK   由 p
LK  按图 3 方式叠加而成。 

2.3  位移函数的选取 

式（6）中位移函数的确定，直接关系到薄环单元

位移形式。参考 Vlazov 地基模型[22]中关于位移衰减函

数的选取，假定本文中位移函数为线性变化和指数变化

两种形式。当位移函数为线性变化时，有 
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若位移函数为指数变化，则有 
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2.4  求解过程 

考虑到无穷远处位移为 0 ，由式（12）得 

 0
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i i i
i

r A r r
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式中， 0 1 1 0 0( ) {K ( ) , ,K ( ) , ,K ( ) }i i m mr r r r     ，X     
 T

1 , , , ,i mA A A  A 。 
联合式（20）和（23），可得 

  p

12
0 0 0 02π ( ) π ( )Kr N r r r


       A X X P  ，(24) 

由式（24）可得未知列向量 A，再将其代入式（23），
即可得桩土系统位移场。 

3  模型验证 
3.1  模型收敛性及计算精度 

图 4为 3层地基中，不同位移函数和单元厚度 h时
本文模型计算结果与有限元结果的对比。计算参数为：

s1 1 MPaE  ， s1E ∶ s2E ∶ s3 1E  ∶2∶4， s1 10 mH  ，

各土层厚度比为 s1H ∶ s2H ∶ s3H  1∶2∶1， 1 md  ，

30 mL  ， 3
p s1/ 10E E  ， s 0.3i  。计算时，位移函

数分别取线性和指数函数，薄环单元的厚度分别取

h  0.5，1.0，5.0 m。有限元模型尺寸沿径向向外取

40 m，单元尺寸为 1 m，桩身和土体均采用弹性模型，

两侧边界限制水平侧移，底部采用固定边界。 

 

图 4 不同位移函数和单元厚度对计算结果的影响 

Fig. 4 Effects of displacement function and element thickness on  

pile deformation 

由图 4 可知，采用线性位移函数时，单元厚度 h变
化对计算结果的影响较小。若采用指数位移函数，当h
取值较小时，计算精度较高。当 h≤1.0 m 时，两种位

移函数的计算结果均与有限元计算结果吻合较好。 
针对图 4 工况，选用线性位移函数并令单元厚度

1.0 mh  ，在 CPU 主频 3.7 GHz ，内存为 4 GB的

计算机上运行基于本模型编写的 MATLAB 程序，计

算时长少于 10 s 。本文以下分析中，单元厚度选 h   
1.0 m 。 
3.2  方法验证 

为方便分析，定义桩顶刚度 tK 为 

 t
t p p

PK
w E A

   ，           (25) 

式中， tw 为桩顶竖向沉降。 
图 5 给出了本文方法与文献[23]的桩顶刚度对比

图，其中桩为双层土地基中嵌岩桩， 3
p s1/ 10E E  ，

s1 / =0.25H H 。图 5 表明本文计算结果与文献[23]结果

吻合良好。可见，随着长径比的增加，桩顶刚度逐渐

减小；而当下层土模量增加时，桩顶刚度不断增大。 

 
图 5 桩顶刚度随长径比的变化 

Fig. 5 Variation of pile head stiffness with slenderness ratio 

4  参数分析 
4.1  桩身轴力 

图 6 给出了 3 层地基中摩擦桩的桩身轴力分布。

计算参数为： 3
p s3/ 10E E  ， s1H ∶ s2H ∶ s3H  1∶3∶

3， / 50L d  ， s1/ 5L H  ， s 0.3i  。由图 6 可知，桩

身轴力曲线在土层分层处发生突变。当存在软弱夹层

时，软弱夹层基本不分担荷载，轴力基本不变化。随

着中间层模量增大，桩身轴力在上层土范围内衰减趋

势基本不变，但是中间层分担荷载增多。此外，中间

夹层模量的增大减少了桩身下部土层对侧摩阻力的分

担作用。同时，还可以看到，桩端阻力变化不大。在

工程中对软弱层采取加强措施，可有效改善桩侧摩阻

力。 

 

图 6 桩身轴力与土层弹性模量比的关系 

Fig. 6 Axial pile forces under different soil modulus ratios 
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图 7 给出了不同桩长细比时，3 层地基中桩身轴

力的分布。计算参数为： s1E ∶ s2E ∶ s3E =2∶0.1∶5，
3

p s3/ 10E E  ， s1H ∶ s2H ∶ s3H =1∶3∶3， s1/ 5L H  ，

s 0.3i  。可看出，桩的长径比越大，上层土体对桩

侧摩阻力的贡献越大，下层土体分担的荷载越小，而

中间软弱层和桩端仅承担小部分上部荷载。 

 

图 7 不同长径比下的桩身轴力分布 

Fig. 7 Axial pile forces under different slenderness ratios 

4.2  桩端刚度 

在分析摩擦桩时，Randolph 等[10]将桩端视为作用

在半空间上刚性圆盘，按下式计算桩端位移： 

 b s
0

0 b

(1 )
( , )

4
Q

w r L
r







   ，       (26) 

式中， bQ 为桩端轴力， s 和 b 分别为桩底以下土体

的泊松比和剪切模量， 为影响系数，常取 1.0  。 
考虑到桩底以下有限土层的深度对于桩端位移的

影响，Lee[11]对式（26）进行了如下修正： 

 02b s
0

0 b

(1 )
( , ) (1 e )

4

l
rQw r L

r




    ，  (27) 

式中， l为桩端距离基岩的深度。 
现定义桩端刚度 bK 如下： 

 b
b

0 0 b

(1 )
4 ( , )
Q

K
w r L r





   。          (28) 

图 8 给出了 bK 随桩端以下土层深度的变化，其中
3

p s1/ 10E E  ， s1 s2/ 0.25E E  ， / 15L d  ， s 0.3i  。

可以看到，当 /L H 较小时，本文模型计算结果小于 1。
其原因是此时桩端相邻土体受挤压产生沉降，桩端沉

降较式（27）计算结果偏大，从而导致 bK 较小。当 /L H
增大时，文献[11]和本文模型计算的 bK 较大。这是由

于基岩限制桩端沉降， bK 迅速增大。一种极端情况是

当桩为嵌岩桩时，桩端没有下卧土层， bK 为无穷大。

可见，当桩底土厚度较大时，按文献[10]计算 bK 误差

较小；反之，则误差很大。在实际工程中，当 /L H ≤

0.7 时，可按圆盘理论估算桩底沉降；而当 / 0.7L H 
时，应考虑底部基岩对桩端沉降的限制作用。 

 

图 8 桩端刚度随 /L H 的变化 

Fig. 8 Variation of the pile tip stiffness with the ratio of /L H  

图 9 给出了中间土层厚度变化时，3 层地基中竖

向受荷桩的桩端刚度变化。其中，上下层土的模量一

致， 3
p s1/ 10E E  ， / 15L d  ， s 0.3i  ，中间土层厚

度为 t。由图 10 可知，当中间土层模量较小时， bK 随

着 /t L的增加而逐渐减小；当厚度比 /t L达到1.0 时，

bK 趋于平缓。当中间土层模量较大时， bK 随着其厚

度 /t L的增加而增大；当厚度比 /t L达到1.0 时， bK 的

变化逐渐平缓。这是因为随着中间硬土层厚度的增大，

桩端位移发展受到硬土层的限制，桩端位移逐渐减小，

桩端刚度增大。当中间土层厚度增大到一定时，桩端

位移将不随 t的增大而变化，因此桩端刚度变化趋于

平缓。在实际工程中，当中间层厚度 t小于 0.6L时，

应考虑桩端刚度的变化。 

 

图 9 中间土层厚度变化对于桩端刚度的影响 

Fig. 9 Effects of middle layer thickness on pile tip stiffness 

5  案例分析 
为更好的验证本文方法，现将本文方法与工程实

例[24]进行对比研究。本文利用文献[24]中 P4 桩的实测

数据及参数进行计算，P4 桩长 19 m，桩径 0.2 m，桩

身弹性模量 pE 为 27 GPa。桩周地层特性及计算模型

参数如表 1 所示，各土层泊松比取 0.3。 
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表 1 地层特性及计算参数 

Table 1 Soil properties and model parameters 

编号 名称 
土层厚度 

/m 

摩擦角 

/(°) 

平均端阻 

/MPa 

弹性模量

/MPa  

1 人工填土 6 36～37 3.2 50 

2 
古代 

沉积土 
9 35 6.5 117 

3 
无黏性 

火山灰 
6 35～36 7.1 138 

4 硬结 

火山灰 
20 39 20   

图 10 给出了桩顶荷载为164，352和 452 kN 时，

实测桩身轴力分布曲线与本文计算结果的对比。可见，

本文计算结果与实测数据吻合较好。还可以看到，在

土层分界处，按本文方法计算的轴力分布曲线出现明

显拐点，这也恰好验证了前文的分析。 

 

图 10 计算桩身轴力与实测结果的比较 

Fig. 10 Comparison of the axial forces with in-situ test results 

图 11 给出了按本文方法得到的荷载–沉降曲线

与实测曲线的对比。由图 11 可知，当桩顶荷载较小时，

计算值与实测值吻合良好。但当桩顶荷载较大时，两

者差别逐渐增大。这是因为当桩端荷载增加时，桩侧

土的非线性特征逐渐明显，而本文仅考虑了弹性地基，

故误差逐渐增大。 

 

图 11 计算荷载–沉降曲线与实测曲线的比较 

Fig. 11 Comparison betwen load-settlement and in-situ curves 

 

6  结    论 
本文基于薄环层元法和虚土桩理论，提出了层状

地基中竖向受荷摩擦桩的半解析半数值计算方法。首

先将桩土体系划分为多个薄环单元，利用虚位移原理

求得各薄环单元的单元刚度矩阵，根据各薄环之间的

应力平衡和位移协调条件，构建了桩土体系的整体矩

阵刚度，最后结合边界条件确定了桩土体系位移。基

于该模型，本文对双层和 3 层土中竖向受荷桩的荷载

传递特性进行了研究，得到了以下 3 点结论。 
（1）对于 3 层地基中的摩擦桩，中间夹层的模量

越大，其分担的荷载越多。对中间软弱层采取加强措

施，能有效改善和提高桩侧摩阻力。 
（2）摩擦桩端刚度不为常数，且随着桩端下卧土

层的厚度变化而变化。当桩端土厚度小于 0.3 倍总土

层厚度时，桩端刚度显著增大，此时不能按照传统半

空间上圆盘理论预估桩端沉降。 
（3）当摩擦桩桩端以下土层分层时，其桩端刚度

与桩端持力层厚度和刚度密切相关。 
本文计算模型还可以推广至非均质层状地基（如

Gibson 地基）中的单桩沉降计算，此时只需将土层细

分为若干较小薄层，将其视为均质地基，然后按照本

文方法处理即可。同时应该指出的是，本文模型也存

在一定局限性，如难以考虑桩周土进入塑性阶段后桩

的荷载传递性状。 
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