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特征应力空间中土的分数阶临界状态模型 
梁靖宇，杜修力

*
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（北京工业大学城市与工程安全减灾教育部重点实验室，北京 100124） 

摘  要：分数阶微分具有连续描述零阶微分到一阶微分的特性，曲线的分数阶梯度方向不再与曲线切线垂直。分数阶

微分的梯度非正交性质，可用于描述土的塑性流动方向与屈服面非正交的特性。基于特征应力与临界状态理论，在特

征应力空间中利用非正交流动法则描述土的塑性应变增量方向，从而建立土的分数阶临界状态本构模型。所建立的模

型首次将分数阶微分与特征应力统一于临界状态理论框架内，一方面模型可以同时描述三轴压缩和三轴伸长试验条件

下土的变形和强度特性，另一方面也给出了利用三轴试验确定分数阶阶次的方法。所建立的本构模型只有 5 个材料参

数，参数物理意义清晰，可通过常规室内土工试验确定，且模型可退化为修正剑桥模型。通过对典型应力路径条件下

的试验结果进行预测表明，所建的模型能够合理地描述土的变形与强度特性。 
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Fractional-order critical state model for soils in characteristic stress space 

LIANG Jing-yu, DU Xiu-li, LU De-chun, HAN Jia-yue 
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Abstract: The fractional derivative possesses the properties of describing the zero-order differential to the first-order one 

consecutively, and the fractional gradient direction of the curve is no longer perpendicular to its tangent. The non-orthogonal 

gradient law of fractional differential can be used to describe the non-associated flow rules between the plastic flow direction 

and the yield surface of soils. Based on the concept of characteristic stress and the critical state theory, the fractional-order flow 

law is used to describe the direction of plastic strain increment of soils in the characteristic stress space, and the fractional-order 

critical state model is then established. The fractional-order differential and the characteristic stress are unified by using the 

established constitutive model in the framework of the critical state theory. On the one hand, the deformation and strength 

properties of soils under triaxial compression and extension can be directly described by the established constitutive model. On 

the other hand, the method for determining the fractional order by triaxial tests is also given. There are only 5 material 

parameters with clear physical meanings in the established constitutive model, and they can be easily determined by the 

conventional triaxial tests. Moreover, the proposed constitutive model can also be simplified into the modified Cam-clay model. 

Finally, the new model is validated by means of the test results from the conventional triaxial tests. 
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0  引    言 
早在 17 世纪末，微积分创立的同时，分数阶微积

分就已经被提出，但一直没得到有效应用与发展。直

到 20 世纪 70 年代，分形概念与自然界中分数维现象

提出后，人们开始关注分数阶微积分。分数阶微积分

作为整数阶微积分的扩展，也为研究土的力学特性提

供了有力工具。 
目前，分数阶微积分在土力学研究中，主要集中

于利用分数阶微积分能够连续描述零阶微分到一阶微

分的特性来描述理想固体到理想流体之间的材料黏

性。Zhou 等[1]利用分数阶微积分方法提出了变黏性系

数 Abel 黏壶，并构建了基于分数阶导数的盐岩流变本

构模型，实现了对盐岩流变过程三阶段的模拟。殷德

顺等[2]利用分数阶微积分理论验证了岩土应变硬化指
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数理论，并更进一步在 Smit 等提出的软物质模型[3]

基础上得出了考虑蠕变与应力松弛的模型[4]。Sumelka
等[5-6]利用分数阶微积分对黏塑性进行研究，利用分数

阶微积分建立了具有非正交特性的流动法则。非正交

流动法则基于屈服函数就可以得出塑性流动的方向，

所得塑性流动方向可以不与屈服曲线正交。非正交流

动法则的提出为建立土的弹塑性本构模型提供了新的

探索方式。Sun 等[7-8]将这种具有非正交特性的流动法

则应用于模拟砂土等散粒材料的力学特性，通过引入

Li 等[9]提出的塑性硬化参数，建立了考虑砂土、碎石

等剪胀特性与循环特性的本构模型。 
利用分数阶微积分对土的塑性变形的研究尚处于

初步尝试阶段。现有土的分数阶本构模型建立过程中，

由于难以求解复合函数分数阶偏导数，仅能用于描述

土在三轴压缩条件下的变形与强度特性，且没有明确

的临界状态概念。如何利用分数阶塑性理论描述土的

临界状态以及三轴拉压不同的变形与强度特性就成为

了分数阶塑性力学研究的难点与热点。特征应力概念[10]

的提出为解决这一问题提供了新的思路和方法。利用

特征应力空间中的各向同性能够直接反映普通应力空

间中的应力诱导各向异性。因此，在特征应力空间中

的建立的本构模型[11]可以直接描述土在三轴拉压条

件下不同变形与强度特性。 
本文结合分数阶塑性理论与特征应力概念，针对

现有土的分数阶本构模型尚不能描述土的临界状态与

三轴拉压的不同变形与强度特性，提出特征应力空间

中的分数阶临界状态模型，并给出分数阶次的明确确

定方法。两种理论的结合与互补能够从更为新颖的角

度对土的变形与强度特性进行描述与分析，对土的变

形规律研究理论具有推进意义。 

1  分数阶微积分与特征应力 
分数阶微积分作为经典整数阶微积分的扩展，为

土的力学特性的研究分析提供了新的描述手段。而特

征应力为描述土的三轴压缩与伸长条件下不同变形与

强度特性提供了新视角。二者定义与特性的相互独立

与相互补充是二者能够成功结合的基础。 
1.1  分数阶微分 

Caputo 型分数阶微分的定义因其弱奇异性且对

常数微分为 0 而被广泛应用于自然科学与工程科学。

Caputo 型分数阶微分定义的具体表达式为 
 

1
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f wD f x w x a
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式中，CD μ 表示 Caputo 型 μ 阶微分，Γ(·)为 Gamma
函数，定义为 1

0( ) dxx e       ，x 为自变量，在本

构模型建立过程中对应于当前应力状态，a 为积分下

限，n 是大于 μ 的最小整数，n=[μ]+1。当 n=1 时，0<μ
≤1。为方便应用，给出幂函数分数阶微分的具体表达

式： 
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其中，常数 m>-1。积分下限 a=0 时，函数 f(x)对 x 的

Caputo 型 μ 阶微分还可以用微分符号 μf /x μ 来表示。 
分数阶微积分仅对一些简单的函数有解析解，这

使得当前利用分数阶微积分建立土的本构模型仅描述

了三轴压缩条件下土的变形与强度特性，尚不能考虑

土在三轴伸长试验条件下的变形与强度特性。 
1.2  特征应力 

特征应力概念已经被提出[10]，并已用于建立非线

性统一强度准则。与应力 i  (i=1，2，3)反映受力状

态相对应，特征应力 ci (i=1，2，3)被定义用于反映受

力状态与岩土材料三轴拉压强度特性，其表达式为 
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r
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p
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式中， rp 为参考应力，使特征应力与普通应力量纲一

致，本文中 pr取为 1 kPa；  为反映岩土材料三轴拉

压强度比的参数，具体确定方法见 3.1 节。特征应力

空间中的平均正应力 cn和广义剪应力 cs在本文表示为 

n 1 2 3

2 2 2
s 1 2 2 3 3 1

1/ 3( ) 

2 2 ( ) ( ) ( )  
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类比普通应力空间中的破坏应力比 q/p=M可通过

三轴压缩条件下内摩擦角 φc 通过 M=6sinφc/(3-sinφc)
求出。特征应力空间中，特征应力比 cs/cn=χ 在临界状

态条件下达到特征应力空间中的破坏应力比 F，可通

过 φc与  求得，具体表达式如下 

c c

c c

(1 sin ) (1 sin )
3

(1 sin ) 2(1 sin )
F

 

 

 
 
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  。  (5) 

2  特征应力空间中的分数阶模型 
在特征应力空间中建立分数阶临界状态模型可以

利用非正交流动法则描述非关联特性，并利用特征应

力解决现有分数阶微积分方法建立土的本构模型不能

描述土体在伸长试验条件下的变形与强度特性问题。

二者相互补充，相互结合，是对利用分数阶塑性力学

描述土变形特性理论的推进。 
2.1  屈服函数 

土体在荷载作用下变形至破坏，是土体压缩屈服

至剪切破坏的过程。特征应力空间中建立的模型以非

线性统一强度准则作为剪切破坏条件，而压缩屈服可
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通过MCC模型类似的椭圆形屈服面来反映表达如下： 

 
2

2s
n n n2 0x

c
f c c c

B
      ，     (6) 

其中，B 为与 相关的待定模型参数，描述椭圆屈服

函数的扁平程度，确定方法见 3.1 节。cnx为屈服线与

横坐标的右交点的固结压力值，描述屈服面在加载过

程中的变化规律，反映了与塑性体应变相关的硬化规

律，具体表达式见 2.2 节。当 =1 时，B=M，式（6）
可以退化为普通应力空间中的修正剑桥模型屈服函

数。 
2.2  非正交流动法则 

分数阶微分得到曲线的分数阶梯度方向不再与曲

线的切线相垂直，利用分数阶微分的这一特性建立的

非正交流动法则[5-7，12]可以用于描述非关联特性，因

此，塑性应变增量可以表示为 
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式中，d是塑性因子。 ijf   为通过分数阶微分

确定的塑性流动方向。当 μ=1 时，式（7）退化为传

统正交流动法则，塑性流动方向与屈服曲线垂直；当

0<μ<1 时，其塑性流动方向不再垂直于屈服曲线而有

一定的偏转。特征应力空间中的非正交流动法则可以

表示为 
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将特征应力空间中屈服函数 f 的分数阶微分式代

入式（8）即可得到塑性流动方向。根据分数阶微分式

（2），屈服函数式（6）分别对 cn与 cs求 μ 阶微分得 
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根据 Gamma 函数的性质 Γ(z+1)=z·Γ(z)以及 Γ(n)= 
(n-1)!，对式（9）和式（10）进行整理可以得出 
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当  =1 时，cn=p，cs=q，屈服函数退化为修正剑

桥模型屈服函数。以 p0=200 kPa 时的屈服曲线为例，

取 μ=1，μ=0.6 和 μ=0.2 条件下的塑性流动方向如图 1
所示。可以看出，不同分数阶次可以反映不同的塑性

流动方向。而在等向固结方向上，塑性流动方向始终

沿水平方向，不受分数阶次 μ 的影响，这也正符合土

在等向固结压缩条件下的变形规律。 

图 1  =1 时的屈服线及塑性流动方向 

Fig. 1 Yield curves and directions of plastic flow when β=1 

根据屈服函数式（6）可以整理得出当前应力状态

对应的固结压力 cnx，表达式为 
 2 2 2 2

n s n n( ) /xc c B c B c    ，        (13) 
将固结压力式（13）代入对 cn的分数阶微分式（11）
可以整理得出利用应力表示的 f 对 cn的分数阶微分表

达式 
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根据非正交流动法则，结合屈服函数对 cn的分数

阶微分式（14）与对 cs的分数阶微分式（12）可以得

出特征应力空间中塑性体应变增量与塑性剪应变增量

之比 p p
v sd d =d  与特征应力比 χ 之间的关系 

 
p 2 2
v n
p 2
s s
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f c Bd
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，(15) 

式（15）所描述的是加载过程中，随着特征应力比 χ
的增加，塑性应变增量比 d 的变化，反映着塑性应变

增量方向的变化规律。 
以 φ=35°，β=0.4 为例，B 和 μ 的值可以根据 3.1

节模型参数的确定方法得出。p0=200 kPa 的常规三轴

压缩试验对应的 A1A3 路径如图 2 所示。当加载至 A2

点时，屈服面位置以及利用非正交流动法则确定的塑

性应变增量方向如图 2（a）所示。对应整个加载过程

中屈服面、塑性应变增量方向的变化如图 2（b）所示。

在初始加载的 A1点，仅有塑性体应变，没有塑性剪应

变。随着应力比逐渐增加到 χ1，χ2，χ3直至 χ=F 过程

中，同一应力比的塑性流动方向相同，不同应力比塑

性流动方向逐渐由水平变为竖直方向，此时土体达到

应力与体应变不再变化，剪应变持续发展的临界状态。 
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图 2 特征应力空间中的塑性流动方向 

Fig. 2 Plastic flow direction in characteristic stress space 

图 3 特征应力空间中的 d–χ 关系曲线 

Fig. 3 d-χ curves in characteristic stress space 

 
图 4 普通应力空间中的 d–η 关系曲线 

Fig. 4 d-η curves in normal stress space 

根据式（5）还可以得出 =1，0.7，0.4 与 0.1 时

的 d–χ 关系曲线如图 3，不同 值表示不同特征应力

空间。对应普通应力空间中的 d–η 关系曲线如图 4
所示。根据 3.1 节模型参数确定方法确定的 B 和 μ 列

于表 1。 
从图 3，4 和表 1 可以看出：当 =1 时，特征应

力空间与普通应力空间重合，计算得到的 B 和 μ 退化

为普通应力空间中的 M 和一阶微分，方程（15）与修

正剑桥模型的 d–χ 关系相同，对应 d–χ 或 d–η 关系

曲线如图 3，4 中黑色曲线所示；当 从 1 到 0 变化

时，计算得到的 B 和 μ 逐渐减小，对应的 d–χ 关系

曲线整体下降。随着 的减小，对应普通应力空间中

的 d–η 关系曲线的三轴压缩与三轴伸长试验条件下

不同的变形与强度特性逐步凸显，如图 4 所示。 
表 1 不同特征应力空间中的参数 

Table 1 Parameters in characteristic stress space 
φ/(°) β B μ 

35 1.0 1.418 1 
35 0.7 1.194 0.822 
35 0.4 0.897 0.558 
35 0.1 0.440 0.168 

2.3  硬化规律与硬化参量 

本文采用特征应力空间中的等向硬化规律，加载

过程中屈服面形状不变，为塑性体应变的等值面。根

据等向固结试验结果，在特征应力空间中可以整理得

到加载和卸载的应力–孔隙比关系曲线，如图 5 所示。 

图 5 特征应力空间中 e–lncn 关系 

Fig. 5 Relationship of e-lncn in characteristic stress space 
利用 e–lnp坐标下的加载和卸载曲线可以计算得

出塑性体应变 p
v 与固结压力 px之间的关系，p0为初始

固结压力。在特征空间中的 e–lncn坐标系中，加载曲

线和卸载曲线的斜率分别为 /  和 κ/  ，采用与修正

剑桥模型类似的方式可以得出特征应力空间中由塑性

体应变 p
v 表示的固结压力 cnx。普通应力空间与特征

应力空间中对应的计算过程如表 2 所示。 
表 2 普通应力空间与特征应力空间中的应变硬化规律 

Table 2 Rules of strain harding in normal stress space and  

characteristic stress space 

参数 普通应力空间 特征应力空间 
孔隙比 

0e e e    
0

ln xpe
p


 

    
 

 n

n0

ln xce
c




    

总应变 

v
01

e
e

 



 v

0 0

ln
1

xp
e p
 


 n
v

0 0

ln
(1 )

x

n

c
e c







 

弹性体应变 
e
v  

e
v

0 0

ln
1

xp
e p

 


 e n
v

0 n0

ln
(1 )

xc
e c







 

塑性体应变 
p e
v v v     

p
v

0 0

ln
1

xp
e p

  



 p n

v
0 n0

ln
(1 )

xc
e c

 






 

固结压力 
p0
v

1

0e
e

xp p


 

  

 0 p
v

1

n n0e
e

xc c



 

  

2.4  应力应变关系 

将总应变增量 d 分解为弹性应变增量 ed 与塑

性应变增量 pd ，即 
 e pd d d      。           (16) 
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弹性应变部分采用特征应力空间中的广义 Hook
定律来计算，塑性变形部分则利用特征应力空间中的

分数阶临界状态模型来计算。 
（1）弹性应变增量 
将广义 Hook 定律用特征应力表示，即可得出弹

性应变增量表达式： 
1 1 11 1 1

e
1 1 1 2 2 3 3

1 1 11 1 1
e
2 2 2 3 3 1 1

1 1 11 1 1
e
3 3 3 1 1 2 2

1d d d d

1d d d d

1d d d d

c c c c c c
E E

c c c c c c
E E

c c c c c c
E E

  

  

  


 




 




 

  

  

  

 
       


  

       
       

  

，

，

，

 (17) 

式中， 为泊松比，一般取为 0.3，E 为弹性模量，可

以根据 e–lncn坐标中的等向固结试验规律来确定，具

体表达式为 

 
1

0
n

1
3(1 2 )

e
E c 




    。         (18) 

（2）塑性应变增量 
屈服函数 f 的一致性条件 df=0，可以得出 

 p
n s vp

n s v

d d d d 0f f ff c c
c c




  
   
  

 ， (19) 

根据屈服函数式（6）以及由塑性体应变表示的等效固

结压力（见表 2 中 cnx），可以求得一致性条件式（19）
中所需对 cn和 cs的偏微分表达式： 

 

2 2 2
n s
2

n n

s
2

s

 

2
 

B c cf
c B c

cf
c B


  


   

，

，

            (20) 

而屈服函数对塑性体应变的微分表达式为 

 0
n n n np

v

(1 )
x x

ef c c c c


  
    

 
 ， (21) 

式中，cnx可以通过当前应力状态来表示（式（13））。
因此，对塑性体应变的偏微分表达式可以整理为 

 
2 2 2

0 s n
p 2
v

(1 )e c B cf
B


  

 
 

 
  ，   (22) 

根据特征应力空间中的非正交流动法则式（8）可以得

到塑性体应变增量 p
v nd d f c      ，并代入一致性

条件式（19）即可得出塑性因子表达式： 
2 2 2

n s n n s s
1 2 2 2 2 2 2

0 n s n n s

( )d 2 d( ) (3 )d
(1 ) ( ) (2 )

B c c c c c c
e c c B c c c B

  
  

   


     
，

 (23) 
进一步根据非正交流动法则可以得到塑性体应变增量

与塑性剪应变增量： 

2 2 2
p n s n n s s
v 2 2 2

0 n s n

2 2 2 2
p s n s n n s s
s 1 2 2 2 2 2 2

0 n s n n s

( )d 2 d( )d
(1 ) ( )

2 ( )d 2 d( )d
(1 ) ( ) (2 )

B c c c c c c
e c c B c

c B c c c c c c
e c c B c B c c





 


 


  





 
   

  
      

，

。

(24) 
对应于三轴压缩应力路径条件，塑性体应变

p p p
v 1 32    ，塑性剪应变 p p p

d 1 32( ) / 3    ；而对于

三轴伸长试验应力路径，塑性体应变 p p p
v 1 32    ，

塑性剪应变 p p p
d 1 32( ) / 3    ，其中， p

1 和 p
3 为第一

和第三塑性主应变。 

3  参数确定方法与试验验证 
3.1  参数确定方法 

基于特征应力的正常固结土分数阶模型共需 5 个

土性参数，κ，ν，φc，  ，其中 4 个土性参数与修

正剑桥模型参数相同，仅增加一个反映土在三轴拉压

条件下强度不等特性的材料参数 β；模型参数 B，μ 通

过已有材料参数进行确定，不需要额外增加试验。 
（1）土性参数确定方法 
土性参数中，，κ 为 e–lnp 坐标系下正常固结

加载线与卸载线的斜率； 为泊松比；φc 为通过三轴

压缩试验得到的内摩擦角； 反映了岩土材料三轴拉

压强度的比例关系，确定方法如下： 

c c e e

c c e

(1 sin ) (1 sin ) (1 sin ) (1 sin )
(1 sin ) 2(1 sin ) 2(1 sin ) (1 sin )e

   

   

   
   

     


     
，

 (25) 
式中，φe为三轴伸长试验得到的内摩擦角。根据式（25）
可知 3 个参数（φc，φe和  ）中仅有两个参数相互独

立。 
（2）模型参数确定方法 
正常固结黏土在加载至临界状态时的孔隙比变化

量可以计算得出 NCL 和 CSL 之间的距离，将其假定

为等向固结线与回弹线的斜率差值的 ξ 倍，根据修正

剑桥模型的插值函数法[13-14]可知 ξ=ln2 时孔隙比差值

与修正剑桥模型相同，即 ln 2( )      。 
已知等 p 加载条件下的弹性体应变为 0，即

e
v 0  ，因此等 p 加载路径的孔隙比变化量即为 NCL

和 CSL 之间的距离，因此可得 

 p
v v

0 0

ln 2( )
1 1e e
   

 
 

  
 

  ，   (26) 

将塑性体应变表达式（26）代入由塑性体应变表示的

固结压力式（见表 2 中 cnx），可得出 
 n n02xc c   。                (27) 

等 p 加载达到临界状态时， 1 ， 3 的值表示为

1 0 (1 2 / 3)z p M   ， 3 0 (1 / 3)z p M   。将临界应力
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状态(cnz，csz) = (cnz，Fcnz)代入到式（6）中，通过整

理可以得出临界状态时的固结压力表达式 

 2 2
n n ( / 1)x zc c F B    ，         (28) 

利用式（28）与式（27）相等可以得出 

 2
nz n 0 nz/(2 )B F c c c    。      (29) 

分数阶次 μ 不再作为独立的待确定参数，而是与

特征应力空间相对应，可以通过临界状态条件下的剪

胀比为 0（即 d=0）求解得出。因此，根据式（15）
得出 

 2 2 22 /( )F B F     。          (30) 
3.2  试验验证 

结合特征应力与临界状态概念提出的分数阶临界

状态模型可以用于预测正常固结黏土在典型应力路径

加载条件下的应力应变关系。本文利用名古屋大学对

Fujinomori 黏土进行的典型应力路径条件下三轴试验

结果[15]对模型预测结果进行验证，并与 MCC 模型预

测结果进行对比。4 种典型的应力条件包括 σ3为常数

的三轴压缩和三轴伸长条件，p 为常数的三轴压缩和

三轴伸长条件。材料参数与所求得的模型参数值列于

表 3 中。3 个参数 φc，φe和 β 中仅有两个参数相互独

立。模型预测与试验结果对比如图 6 所示。 
模型还利用所提分数阶模型与 MCC 模型分别对

New Fujinomori 黏土的三轴压缩与三轴伸长试验（试

验数据取自文献[16]）进行了预测，对应土性参数与

求得模型参数见表 4。试验结果与预测结果对比如图 7
所示。 

 

图 6 典型应力路径条件下模型预测结果与试验结果对比[14] 
Fig. 6 Comparison between predictions and test results[14] 

表 3 材料参数与模型参数 

Table 3 Material parameters and model parameters 

λ/(1+e0) κ/(1+e0) νβ φc/(°) φe/(°) β B μ 

0.0508 0.0112 0.3 35° 36.4 0.1 0.440 0.168 

表 4 材料参数与模型参数 

Table 4 Material parameters and model parameters 

λ/(1+e0) κ/(1+e0) ν φc/(°) φe/(°) β B μ 

0.0444 0.0047 0.3 33.7 35 0.1 0.434 0.167 

图 7 典型应力路径条件下模型预测结果与试验结果对比 

Fig. 7 Comparison between predictions and test results 



第 3 期                     梁靖宇，等. 特征应力空间中土的分数阶临界状态模型 587 

 

以上利用分数阶模型与 MCC 模型对试验结果的

预测对比表明，基于特征应力概念的分数阶临界状态

模型能够对典型应力路径下土的变形与强度特性进行

有效预测。在特征应力空间中利用非正交流动法则建

立的模型可以描述土体的临界状态特性，并很好地反

映了正常固结土在三轴伸长与压缩条件下不同的变形

与强度特性。但所建立分数阶临界状态模型没有对土

体软化等特性进行考虑，尚不能描述土体的软化行为。 

4  结    论 
本文基于分数阶微积分方法，得到特征应力空间

中的非正交流动法则，通过特征应力空间中等向硬化

规律得到硬化参数，并引入临界状态概念建立了适用

于正常固结土的分数阶临界状态模型。经典弹塑性模

型的三要素：屈服函数、流动法则与硬化规律均建立

在特征应力空间中。所建立模型是对现有土的弹塑性

理论的推进与扩展，具有如下特点： 
（1）基于分数阶微分的方法，得到了特征应力空

间中的非正交流动法则，从而确定了与屈服曲线非正

交的塑性应变增量方向。 
（2）模型以基于特征应力提出的非线性统一强度

理论为剪切破坏条件，仅增加材料参数 β 就可以合理

描述土体在三轴拉压条件下不同的变形与强度特性，

且增加参数可以通过常规土工试验确定。 
（3）分数阶阶次 μ 是与特征应力空间参数 β 相对

应，通过特征应力参数与临界状态条件给出了分数阶

阶次 μ 的明确确定方法。 
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