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一种增广拉格朗日优化方案及其非连续变形分析实现 
张  洪 

(同济大学土木工程学院，上海 200092) 

摘  要：接触力计算精度是关乎非连续变形分析结果有效性的关键因素之一。经典非连续变形分析法（DDA）采用罚

法施加块体间的接触约束，实现简单，但合理的罚值选取困难。因此，提出了一种增广拉格朗日优化算法，改进 DDA
中接触约束的处理。通过结合开闭迭代算法和自适应罚值更新方案等，提出并实现了多面体 DDA 增广拉格朗日算法及

其优化方案。最后，设计了 2 个经典数值算例，计算结果表明：改进后的三维 DDA 提高了计算精度且保证了计算效率，

可用于复杂多面体块体系统的非连续力学行为分析，如大型节理岩体工程稳定性分析。 
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An optimized augmented Lagrangian method and its implementation in 
discontinuous deformation analysis (DDA) 

ZHANG Hong 
(College of Civil Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China) 

Abstract: One of the key factors regarding the validity of the results of discontinuous deformation analysis (DDA) is the 

computational accuracy of the contact force. The classic DDA employs a penalty function to enforce the contact constraints 

between blocks, which is easy to implement but challenging to choose the penalty value in the actual computation. To 

overcome the limitation, a three-dimensional (3-D) DDA based on an optimized augmented Lagrangian method (ALM), 

abbreviated as DDA-3a, is established to modify the treatment of the contact constraints. This study provides necessary 

knowledge to fully implement and further optimize the ALM in the 3-D DDA by integrating it with the open-close iteration, 

and an adaptive penalty update scheme. Numerical examples are designed to exhibit the capability of DDA-3a in the 

computational accuracy, efficiency, and robustness. This study reveals that the DDA-3a can be used to analyze the 

discontinuous mechanical behavior of polyhedral block systems, such as the stability analysis of jointed rock-masses. 

Key words: discontinuous deformation analysis; contact constraint; augmented Lagrangian method; open-close iteration; 

adaptive penalty update scheme 

0  引    言 
由 Shi[1]提出的非连续变形分析法（DDA）可广泛

应用于块体材料和结构的静动力分析。由于岩体工程

空间特性显著，二维分析精度有限，因此三维 DDA
的提出[2]和改进[3-4]显得尤为重要。 

接触是块体非连续力学行为分析，尤其是滑动、

碰撞等问题分析中最基本和核心的问题之一。接触力

计算精度直接影响到 DDA 分析结果的有效性。经典

DDA[1-2]采用罚法施加块体间的接触约束，物理意义明

确、实现简单，但合理的罚值选取困难[5-6]。拉格朗日

乘子法能精确满足块体间无嵌入的接触条件[7]，但经

常发生接触状态振颤问题[8]，导致计算难收敛；引入

的拉格朗日乘子会导致刚度矩阵非正定、主对角不占

优甚至病态，不利于数值计算稳定[9]。互补法[10]移除

了罚因子、保证了计算精度，但目前其计算效率并不

理想；三维接触摩擦呈现出强非线性和高度非光滑的

特点，使其较难被直接处理成线性互补问题[11]。 
增广拉格朗日法充分利用了罚法和拉格朗日乘子

法各自的优点，通过将罚力迭代累加到前步拉格朗日
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乘子而逐步逼近接触力精确解[12]。因此，本文通过结

合开闭迭代算法和自适应罚值更新方案等，提出并实

现了三维 DDA 增广拉格朗日算法及其优化方案

（DDA-3a），提高了计算精度、保证了计算效率。 

1  增广拉格朗日接触约束变分原理 
本文采用一阶增广拉格朗日法逐步逼近法向接触

力精确解，即 

1 n nk k p d  
     ，       (1) 

式中，pn为法向罚值，dn为进入点对间的法向距离，

1k  和 k 为第 k次迭代前后的拉格朗日乘子近似解，

为拉格朗日乘子精确解。 
法向引入拉格朗日乘子而切向沿用罚法施加约

束，理由如下：①满足法向约束条件是求解接触问题

的基础与核心，法向接触力计算准确与否不仅关乎切

向接触状态的判定，也关系到接触计算的稳健性（因

接触嵌入过深引起的接触判断出错将使计算崩溃）；

②切向锁定状态下，接触的切向静摩擦抵抗力值取决

于块体受力状态，与切向罚值没有必然联系；③切向

滑动状态下，接触的切向滑动摩擦力由法向力和接触

界面摩擦系数决定，不受切向罚值影响；④一般的三

维接触摩擦问题呈现出强非线性、非光滑性，切向接

触状态、受力大小和受力方向均较难准确获得，若采

用增广拉格朗日法确定块体系统的切向接触状态则迭

代计算量均会有较大程度地增大。 
1.1  法向接触力子矩阵 

第 k次迭代后法向接触力势能为 
21

n 1 n n n2k d p d      。           (2) 

设块体 Ωi的角 P1与块体 Ωj的面 P2P3P4接触（见

图 1（a）），或块体 Ωi的边 P1P2与块体 Ωj的边 P3P4

接触（见图 1（b）），则其计算时步后法向距离近似

为 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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   ，

(3) 
式中，(xr，yr，zr)为计算时步前点 Pr (r = 1，2，3，4)
的坐标，(ur，vr，wr)为计算时步内点 Pr的位移增量，

A0的表达式分别为 
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(角对面进入形式)  ，         (4a) 
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。

(边对边进入形式)  。          (4b) 

显然，两种基本进入形式具有相似的计算公式，这种

一致性为实现数值计算提供了便利。 

 

图 1 基本进入形式 

Fig. 1 Basic entrance modes 

令 
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并记 Arc为 V0中元素 arc的代数余子式。 
对角对面进入形式，记 
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对边对边进入形式，记 
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式中，[Ti(xr，yr，zr)]为块体 Ωi中点(xr，yr，zr)的线性

位形函数[2]。 
令 

4

1
1

0
0

r
r
A

d
A

 


  ，             (7) 

则式（3）可简写为 
n 0 i i j jd d  G D G D   ，       (8) 
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式中， iD 为块体 Ωi的线性位形增量[2]。 
将式（8）代入式（2）中并展开，得 

n 1 0( )k i i j jd     G D G D  

2 T T
n 0 0 0

1 ( 2 2
2 i i j j i i i ip d d d   G D G D G D D G  

T T T T2 )j j j j i i j jG D D G G D D G   。     (9) 

根据变分原理，δΠn = 0，得 
T

n i i iip GG K   ，          (10a) 
T

n i j ijp GG K   ，          (10b) 

T
n j i jip G G K   ，          (10c) 

T
n j j jjp G G K   ，          (10d) 

1 n 0( )k i ip d   G F   ，       (10e) 

1 n 0( )k j jp d   G F   。       (10f) 

1.2  切向静摩擦力子矩阵 

切向静摩擦力势能为 
21

τ τ τ2 p d    ，            (11) 

式中，pτ为切向罚值，dτ为进入点对Pa(xa, ya, za)和Pb(xb, 
yb, zb)间的切向距离。 

2
τd 计算表达式为 
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  ，              (12) 

式中，(ua, va, wa)和(ub, vb, wb)分别为计算时步内 Pa和

Pb的位移增量，(nx, ny, nz)为进入面单位法向量。 
令 
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将式（12）和（13）代入式（11）中并展开，得 
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根据变分原理，δΠτ = 0，得 

   T
τ a a a a a a( , , ) ( , , )i i iip x y z x y z T N T K   ， (15a) 
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1.3  切向滑动摩擦力子矩阵 

切向滑动摩擦力势能为 
f   f f d   ，             (16) 

式中，f为滑动摩擦力矢量，df为进入点对 Pa(xa, ya, za)
和 Pb(xb, yb, zb)间的相对位移增量。 

f和 df的表达式分别为 
T
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式中，(τx，τy，τz)为向量 b aP P


投射到进入面的单位向

量， 为接触界面摩擦角。 
将式（17）和（18）代入式（16）中并展开，得 
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根据变分原理， f  = 0，得 
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T

1 b b btan ( , , )
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2  优化方案 
2.1  计算流程 

DDA-3a 采用如下计算步骤：①试算接触状态；

②根据接触状态调整接触力，即开接触法向接触力为

0（见图 2（a）），闭接触法向接触力大于 0（见图 2（b））
且满足收敛条件（见图 2（c））；③校核接触状态，若

不一致，重复上述计算。DDA-3a 计算流程见图 3。 

 

图 2 接触力调整示意图 

Fig. 2 Schematic convergence process of iteration of contact force 

2.2  自适应罚值更新方案 

如图 4 所示，迭代计算的收敛效率取决于罚值。

若初始罚值（pn,1）太小，则计算需更多的迭代步才能

收敛。为取得更好的计算效率，除 pn,1 取值不宜太小

外，本文提出如下自适应罚值更新方案： 

 

图 3 DDA-3a 流程图 

Fig. 3 Flow chart of DDA-3a scheme 
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
n, n,min( , )k kp p E   。            (21b) 

式中   n,kp 和 pn,k 分别为临时罚值和最终罚值；系数 
 >1 而 0< < 1，借鉴有限元分析的经验[13]，本文建

议 =10， =0.25；E为材料弹性模量，建议系数 ≤

100 以防止刚度矩阵病态而使计算收敛困难。 
2.3  收敛条件 

增广拉格朗日迭代收敛需满足两个收敛条件：进

入深度收敛条件和残余力收敛条件。 
实际计算时，为近似满足进入深度收敛，可设置

dn小于某一进入深度限值（dn,tol）。事实上，DDA 规

定计算中的点位移必须小于一位移限值，否则缩减时

间步重新计算（见图 3）。在不施加约束力的情况下，

计算时步内法向进入深度不会超过两倍该限值，记为

dn,max。令 
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n, tol 1 n,maxd d   ，         (22) 

式中，0 < ε1 < 1。则进入深度收敛条件可表示为 

n,
1

n,max

kd
d

   ，             (23) 

残余力收敛条件可表示为 

, , 1
2

, 1

i k i k

i k








F F

F
  ，         (24) 

式中， 2  > 0。 
类似地，增广拉格朗日迭代收敛于 1 →0 及 2 → 

0 时。两者值越小，越严格满足块体间无嵌入接触约

束条件；但值太小，则会牺牲计算效率。因此，本文

建议 0.01 < 1 < 0.1，0 < 2 < 0.1，从而兼顾计算精度和

效率。 

 

图 4 罚值和拉格朗日乘子更新示意图 

Fig. 4 Schematic update process of penalty and Lagrange  

..multiplier 

3  算  例 
3.1  斜坡模型 

如图 5 示，一个长方体块体置于坡度 θ为 30°的

固定斜坡上。本例旨在通过此经典滑动问题，将

DDA-3p、DDA-3a 的计算结果和理论解进行对比，分

析改进后的三维 DDA 在接触计算中的精度。 
算例中，块体和斜坡体采用相同的材料参数：密

度  = 2.75×103 kg/m3，弹性模量 E = 2.0×1010 Pa，
泊松比 =0.25；稳定性分析时，块体和斜坡体间节理

摩擦角 =35°，不计黏聚力；块体滑动分析时，块

体和斜坡体间节理摩擦角 =15°，不计黏聚力。斜

坡体 6 个顶点分别用刚度 100E 的弹簧约束。重力加

速度 g为 9.8 m/s2。 
其他计算控制参数包括：最大时步长 Δt 为 0.01 

s，计算时长为 2.00 s；最大时步位移率 δ为 0.01；为

保证 DDA-3a 的计算效率，初始罚值 pn,1 和 DDA-3p
中的罚值一致，取为 0.01E；增广拉格朗日迭代方案

中的参数 =10， =0.25， =100， 1 = 0.01， 2 =0.01。 

 

图 5 斜坡模型 

Fig. 5 Slope model  

当块体和斜坡体间节理摩擦角 = 35°时，块体

处于稳定状态，图 5 中块体的支持力理论值可计算式

为 

1 2
cos( )

4cos
N N mg 




    ，     (25a) 

3 4
cos( )

4cos
N N mg 




    ，     (25b) 

式中，m为块体质量（kg）。 
DDA-3p 和 DDA-3a 均采用静态模式进行求解。

表 1 列出了计算时间 2.00 s 时式（25b）、DDA-3p 和

DDA-3a 的计算结果。可见，DDA-3p 和 DDA-3a 的接

触力解计算精度均较高，但 DDA-3a 的接触力计算精

度较 DDA-3p 有不小的提高，尤其是 DDA-3a 计算的

法向嵌入深度较 DDA-3p 更小。 
表 1 接触计算误差分析 

Table 1 Analysis of contact calculation errors 
解析解 相对误差/% 

参数 理论解 
DDA-3p DDA-3a DDA-3p DDA-3a 

dn/m — 0.000164803 0.000010071 — — 

pn/(N·m-1) — 2.0×108 2.0×108 — — 

λk-1 — — 31177.2 — — 

N1(N2)/N 33203.8 32960.6 33191.4 0.7 0.04 

dn/m — 0.000300082 0.00001244 — — 

pn/(N·m-1) — 2.0×108 2.0×109 — — 

λk-1 — — 35259.4 — — 

N3(N4)/N 60153.8 60016.4 60139.4 0.2 0.02 
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块体的滑动位移解析解为 
21 (sin cos tan )2s gt      ，     (26) 

式中，s为块体质心的滑动位移（m），t为块体滑动时

间（s）。 
DDA-3p 和 DDA-3a 均采用动态模式进行求解。

表 2 列出了公式（26）、DDA-3p 和 DDA-3a 的计算结

果。由图 6 可知，在计算时间（2.00 s）内，DDA-3a
的计算精度高于 DDA-3p，且相对误差一直比较稳定。 

表 2 块体位移误差分析 

Table 2 Analysis of displacement errors of sliding block 
解析解/m 相对误差/% 

时间/s 理论解/m 
DDA-3p DDA-3a DDA-3p DDA-3a 

0.2 0.0525 0.0434 0.0523 17.26 0.34 

0.4 0.2101 0.1955 0.2097  6.95 0.20 

0.6 0.4727 0.4477 0.4721  5.29 0.13 

0.8 0.8403 0.8050 0.8395  4.20 0.09 

1.0 1.3130 1.2660 1.3120  3.58 0.07 

1.2 1.8906 1.8323 1.8896  3.08 0.06 

1.4 2.5734 2.5067 2.5721  2.59 0.05 

1.6 3.3612 3.2844 3.3639  2.28 0.08 

1.8 4.2540 4.1686 4.2568  2.01 0.07 

2.0 5.2518 5.1587 5.2507  1.77 0.02 

 

图 6 DDA-3p、DDA-3a 计算位移相对误差对比 

Fig. 6 Comparison of relative displacement errors by DDA-3p and  

   DDA-3a 

3.2  落石撞击节理岩柱崩塌模拟 

如图 7 所示，节理岩柱由 5 个块体构成，底部边

界施加固定约束，其他边界自由；落石为正十二面体，

以初速度 10 m/s 冲向稳定的节理岩柱。本例旨在通过

此经典失稳破坏问题，展示 DDA-3a 分析复杂多面体

块体系统非连续力学行为的巨大潜力和优势。 
算例中，落石和节理岩柱采用相同的材料参数：

密度   = 2.75 × 103 kg/m3，弹性模量 E = 2.0×1010 
Pa，泊松比 = 0.25，节理摩擦角  = 35°，不计黏

聚力。底部块体 8 个顶点分别用刚度 100E 的弹簧约

束。重力加速度 g = 9.8 m/s2。 

其他计算控制参数包括：最大时步长 Δt = 0.01 s，
计算时长 2.00 s；最大时步位移率 δ = 0.01；为保证

DDA-3a 的计算效率，初始罚值 pn,1取为 0.01E；增广

拉格朗日迭代方案中的参数 =10， =0.25， =100，

1 = 0.01， 2 = 0.01。 

 

图 7 落石撞击节理岩柱崩塌 

Fig. 7 Collapse of jointed rock-column due to rockfall impact 

如图 8 所示，在受到落石撞击后，处于稳定状态

的节理岩柱沿节理面发生开裂、滑移直至破坏。块体

运动过程中同时存在角对面和边对边两种基本进入形

式。尽管由于缺乏解析解和实验结果，本算例不能说

明 DDA-3p 和 DDA-3a 的计算结果哪个更为准确，但

对比两者的结果表明 DDA-3a 与 DDA-3p 同样具备分

析复杂多面体块体系统非连续力学行为的能力。 
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图 8 崩塌过程 

Fig. 8 Collapse process 

计算采用的是 Intel Xeon E5-2670 处理器，内存

128 GB。在本算例中，DDA-3p 用时约 67 s，DDA-3a
用时约 72 s，较好地保证了计算效率。 

4  结    论 
（1）DDA-3a 引入一阶增广拉格朗日法逐步逼近

接触力精确解，提高了计算精度。 
（2）DDA-3a 迭代结合开闭状态校核的方案既能

最小程度改动 DDA-3p，又保证了计算结果的有效性。 
（3）自适应罚值更新方案能提高增广拉格朗日迭

代计算效率，适当提高初始罚值、合理设置收敛条件

参数能兼顾计算精度和效率。 
（4）DDA-3a 具备分析大型复杂节理岩体工程力

学行为的巨大潜力和优势。 
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