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移动荷载作用下层状正交各向异性地基平面应变 
问题动力响应 
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摘  要：基于移动谐振荷载作用下单层正交各向异性地基的平面应变问题的动力方程，通过 Fourier 变换，引入状态向

量，推导了直角坐标系下单层正交各向异性地基的传递矩阵，建立层状正交各向异性地基平面应变问题计算模型，利

用传递矩阵方法，结合层间接触条件和连续条件，求得了直角坐标系下正交各向异性层状地基任意深度处的平面应变

问题的位移和应力解析表达式。基于推导的理论方法，编制了相应的计算程序，验证了单层正交各向异性土体的计算

结果，算例分析土体的分层特性和正交各向异性性质对土体变形的影响规律。研究结果表明：忽略土体的分层特性和

上层土体的正交各向异性，不能准确描述地基的动力特性。 
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Dynamic response to plane strain problem of multilayered orthotropic           
foundation under moving loads 
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Abstract: Based on the dynamic equation for plane strain problem of single-layer orthotropic foundation under moving 

harmonic loads, the transfer matrix of single-layer orthotropic foundation in the Cartesian coordinates is deduced through the 

Fourier transform and the introduction of state vector. Then the computational model for the layered orthotropic foundation is 

established. Considering the contact condition and the continuous condition between layers, the analytic expressions for the 

displacements and stresses at arbitrary depth in the plane strain problem of multilayered orthotropic foundation are derived by 

means of the transfer matrix method. Based on the theoretical solutions, the corresponding calculation programs are compiled to 

verify the calculated results of the single-layer orthotropic foundation and to study the influences of layered characteristics and 

orthotropic properties of soils on the amplitudes of vertical displacement of soil surface. The results indicate that neglecting the 

layered characteristics of soils and orthogonal anisotropy of the upper soils cannot accurately describe the dynamic 

characteristics of foundation. 
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0  引    言 
在路基等工程中，计算常简化为平面应变问题。

地基土往往成层沉积，沿深度存在分层，不仅水平和

垂直方向的力学性质存在差异，即使在水平方向也会

存在各向异性。为了使路基的力学计算模型更精确，

建立层状正交各向异性弹性半空间模型，研究移动荷

载作用下层状正交各向异性地基的平面应变问题的动

力响应无疑具有重要的理论和应用价值。Grundmann
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等[1]研究了线性弹性层状半空间在简谐移动荷载作用

和（简单的移动周期荷载模拟）简化列车荷载作用下

的动力响应问题。钟阳等 [2] 利用传递矩阵和

Laplace-Hankel 积分变换相结合的方法推导出了轴对

称半空间层状弹性体系动态反应的理论解。王有凯等[3]

首次在直角坐标系下用矩阵传递法研究了层状横观各

向同性弹性地基的非轴对称静力问题。艾智勇等[4]用

解析层元法求解了直角坐标系下横观各向同性层状地

基平面应变的静力问题。Ai 等[5-6]用解析层单元法研

究了横观各向同性多层半平面的动力响应。邓学钧等[7]

提出了有限单元和无限单元耦合的方法计算了弹性层

状体系动态响应。Runesson 等[8]用有限元方法求解了

层状地基，用离散的傅立叶级数将二维问题简化为若

干一维问题。Lu 等[9]建立了路面结构层的物理模型，

试验研究了各向同性层状路面–路基系统的动力特性。

王新宽[10]把路面结构分为 4 层，通过有限元软件对路

基土体动力响应进行分析。Jin 等[11]利用薄层法，研

究了在移动简谐线荷载作用下，平面应变条件下各向

同性层状半空间的动力响应。 
已有的研究工作主要集中在对各向同性或横观各

向同性层状地基的静动力问题研究，针对正交各向异

性半空间层状地基动力问题的研究仍属于空白，需要

进一步研究。本文利用传递矩阵方法，结合边界条件、

层间接触条件和连续条件，求得直角坐标系下层状地

基平面应变问题动力响应解，研究土体的分层特性和

正交各向异性性质对土体变形的影响规律。 

1  单层正交各向异性地基传递矩阵 
1.1  动力方程 

假设单层正交各向异性地基表面受横向谐振荷载
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图 1 单层正交各向异性地基模型 

Fig. 1 Computational model for single-layer orthotropic soils 

在直角坐标系下，不考虑体力作用的平面应变问

题的动力平衡微分方程为 
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正交各向异性介质的本构方程为 
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引入移动坐标系 1 1,x x ct z z   ，各变量在移动

坐标系下可以表述为 
i
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联合式（5）、（6）可推导出 
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1.2  状态方程及求解 

对式（7a）～（7d）的变量 x做 Fourier 变换得状
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态方程： 
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常微分方程（8）的解[12-13]为 
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其中，
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A( )=T 为传递矩阵，

它建立了初始状态向量与任意深度处的状态向量之间

的关系式。 
( )A 的特征方程为   

4 2
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式中， 2 2 2
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2
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式（10）的 4 个根分别为 1 2  ， (Re[ ]j ≥  
0,  1,2)j  ， j 可表示为 
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根据 Cayley-Hamiton 定理，矩阵 A要满足特征方

程，则有 
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当 ( )A 的特征值有重根，即 1 2=   时， 
1 1 1 1

0 1
e e e e

2 4

z z z z

b z
   


  

    ，    (15a) 

1 1 1 1
1

1
1

3(e e ) (e e )
4

z z z zzb
   



   
   ， (15b) 

1 1

2
1

(e e )
4

z zzb
 




   ，              (15c) 

1 1 1 1
1

3 3
1

(e e ) (e e )
4

z z z zzb
   



    
   。  (15d) 

联合式（13）～（15）可求得传递矩阵 ( )ez A 各元

素表达式： 
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2  传递矩阵在层状土体的应用 
为简化计算，仅研究层状正交各向异性地基的平

面应变问题，地基表面作用的荷载为恒定速度移动的

谐振荷载，如图 2 所示，有 N层土体， nh 分别为第n
层土层的厚度，层间接触面上位移和应力完全连续。

该问题的边界条件如下所示 
（1）地基表面 z=0 处     
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（2）底面 N Nz h （第 N层土体的下表面），只要

把   ( 1,2, , )nh n N  取得足够大，可认为 z，

根据 Saint-Venant 原理，有 
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（3）层间完全接触条件为 
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图 2 层状正交各向异性地基计算模型 

Fig. 2 Computational model for multilayered orthotropic soils 

对式（19）做 Fourier 变换得 
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写成向量的形式为 
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根据式（9）、（21），逐层传递即得底面和顶面之

间的传递表达式： 
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把式（18）代入式（22）的第一第二式得 
1

1 113 1411 12

23 2421 22 11

( ,0) ( ,0)

( ,0)( ,0)
x z

zxz

u

u

    
    

              
         

。

(23) 
把式（17）代入式（23）得到状态方程通解式（9）

中的初始状态向量 1( ,0)R 中位移分量。 

13 22 12 23

11 22 1

0

2
1

2 1

 2
( ,0) sin( )

 
x

q
u b

   






   

   ，(24a) 

11 23 13 21

11 22 12 21

0
1

2
( ,0) sin( )z

q
u b

   
 

    



   。 (24b) 

对式（24）进行 Fourier 逆变换，即可得到地基表

面位移解析表达式： 

13 22 1 i2 23

11 22 1 2
1

2 1

0 sin( )( ,0) e d
π

  x
x

q bu x     
    



 



  ，(25a) 

11 23 1 i3 210
1

11 22 12 21

sin( )( ,0) e d
π

x
z

q bu x     
    



 



  。(25b) 

按式（22）的推导过程，可得出任意深度的应力

应变的状态向量： 

1( , ) ( ) ( ,0)n nz z  R R   ，     (26) 

式中，
1

1
( ) ( )

n

n n j jj
z T z h 




 ( )T 。 

把初值 1( ,0)R 代入式（26），再进行 Fourier 逆变

换，即可得到任意深度处位移和应力解析表达式。 

3  算例分析 
3.1  结果验证 

为验证方法及数值结果的正确性，把地基简化为

单层地基，根据本文原理和 Fourier 变换理论[14]进行

数值计算，采用文献[15]的材料参数，并与文献[15]
计算结果进行比较，如图 3 所示。 

 

图 3 单层正交各向异性地基计算结果比较 

Fig. 3 Comparison of calculated results of single-layer orthotropic  

soils 

从图 3 可以看出，单层土体表面竖向位移计算结

果与文献[15]基本一致，验证了计算方法的正确性。 
3.2  土的成层特性对竖向位移的影响 

以三层地基为例，考虑正交各向异性地基的分层

特性对表面竖向位移的影响，建立如图 2 所示的计算

模型。取每层的参数之间的关系为 xnE : ynE : znE   
1 : 1.2 : 0.8 ， yznG : zxnG : xynG  1 : 1.2 : 0.8 ，

xyn : xzn : yzn =1 : 1.2 : 1.6， 1xy = 2xy = 3xy =0.25，
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1 2
3

3 1800 kg/m     ， 1 2 3     0.025。1 层

厚 1 m，2 层厚 5 m，3 层厚度无限大。其他参数见表

1 和表 2。地基的弹性常数 11c ～ 55c 和工程常数 iE ， ij ，

ijG 之间的关系见文献[16]。 
表 1 土体参数 

                  Table 1 Soil parameters             (MPa) 

1层 2层 3层 
工况 

1xE  1yzG  2xE  2yzG  3xE  3yzG  

工况1 50 20 50 20 50 20 

工况2 50 20 100 40 25 10 

工况3 50 20 25 10 100 40 

工况4 100 40 50 20 25 10 

工况5 25 10 50 20 100 40 

工况6 100 40 25 10 50 20 

工况7 25 10 100 40 50 20 
表 2 荷载参数 

Table 2 Loading parameters 

参数 b/m 0q /kPa c/(m·s-1) f/Hz 

数值 2 100 35 8 
表 3 表面竖向位移模值 

 Table 3 Amplitudes of vertical displacement of soil surface 
                                                     (mm) 

x/m 工况1 工况2 工况3 工况4 工况5 工况6 工况7 

-30 1.7688 1.7463 1.7832 1.0721 2.9333 1.0731 2.9299 

-10 2.4992 2.4731 2.5239 1.4967 4.0679 1.4983 4.0718 

-2 5.7027 5.6452 5.7597 3.4463 9.1942 3.4490 9.1911 

-0.5 7.9714 7.8905 8.0514 4.6824 12.2940 4.6883 12.2910 

0 7.6633 7.5860 7.7410 4.6639 10.3840 4.6694 10.3880 

2 3.1102 3.0812 3.1407 2.8824 1.8528 2.8845 1.8429 

10 2.3679 2.3456 2.3870 1.6196 1.5396 1.6123 1.5371 

30 1.6797 1.6678 1.6934 1.4188 0.2558 1.3402 0.2532 

图 4～6 分别给出了改变下层和上层土体参数时

土体表面竖向位移曲线，数值的变化详见表 3。从图 4
可以看出，下层土体的弹性模量和剪切模量的变化，

对表面竖向位移幅值影响很小；尽管第 3 层土体模量

有变化，但数值随第 2 层土体模量的增大而减小。从

图 5，6 可以看出，尽管第 2 层或第 3 层的土体参数有

变化，但随第 1 层土体的弹性模量和剪切模量的增大，

表面竖向位移幅值曲线关于荷载中心点的不对称性明

显减弱，位移幅值最大值减小且出现的位置离荷载中

心点越近；和工况 1 相比，工况 4 的表面竖向位移幅

最大值减小 41.3%，工况 5 的表面竖向位移幅最大值

增大 65.9%。 
从图 4～6 和表 3 可以看出，土体参数改变时，正

交各向异性土体表面竖向位移发生变化，并且第 1 层

土体的影响明显大于其他下层土的。计算时忽略土体

的分层特性，特别是第 1 层土的分层特性是不精确的，

而应当考虑正交各向异性土体的分层特性。 

 

图4 改变第 2和 3层土体参数时地基的表面竖向位移幅值曲线 

Fig. 4 Amplitude curves of vertical displacement of soil surface  

    for different parameters of second- and third-layer of soils 

 

图5 改变第 1和 3层土体参数时地基的表面竖向位移幅值曲线 

Fig. 5 Amplitude curves of vertical displacement of soil surface  

  for different parameters of first- and third-layer of soils 

 

图6 改变第 1和 2层土体参数时地基的表面竖向位移幅值曲线 

Fig. 6 Amplitude curves of vertical displacement of soil surface for  

..different parameters of first- and second-layer of soils 

图 7 给出了不同荷载振动频率时土体表面竖向位

移幅值曲线。从图 7 可以看出，土体表面竖向位移幅
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值随频率的增大而减小，且幅值递减曲线出现明显波

动；除 f=8 Hz 外的荷载作用范围右侧的数值均小于左

侧的数值；特别当 f=32，48 Hz 时，在荷载作用范围

内出现多个极值，作用荷载范围以外的土体表面竖向

位移响应很小。 

 

图 7 不同荷载振动频率时地基的表面竖向位移幅值曲线 

Fig. 7 Amplitude curves of vertical displacement of soil surface for  

..different loading frequencies 

3.3  土的正交各向异性性质对竖向位移的影响 

以三层地基为例进行分析，考虑上层土体的正交

各向异性性质对表面竖向位移的影响。最上层土体的

参数为 1xE =100 MPa， 1yzG =40 MPa， 3
1 1800 m kg/  ，

1 0.025  ， 1 0.25xy  ， 1yzG ∶ 1zxG ∶ 1xyG  1∶1.2∶
0.8， 1xy ∶ 1xz ∶ 1yz  1∶1.2∶1.6，令 1 1 1y xE k E 和

1 2 1z xE k E ，调节 1k 和 2k 即改变上层土体的 1yE 和 1zE ；

2 层和 3 层参数及土层厚度同工况 4。 
工况 8 中的第 1 层土体为各向同性土体，取

1E =100 MPa， 1 0.25  ， 3
1 1800 m kg/  ， 1 0.025  ，

2 层和 3 层参数及土层厚度同工况 4。 
图 8为 2k =0.8时仅改变 1k 的地基表面竖向位移幅

值的变化曲线，图 9 为 1k =1.2 时仅改变 2k 的地基表面

竖向位移幅值图，图 8，9 中的 2 m 10 mx≤ ≤ 范围

内，工况 8 的曲线有微弱锯齿形震荡。从图 8 可以看

出随着 1k 即 yE 的增加，表面竖向位移幅值反而增大；

第 1 层土为各向同性时的幅值最大值仅大于 1k =0.5
的； 1yE 从 120 MPa 减小到 50 MPa 时竖向位移最大值

减小 10.83%，从 120 MPa 增加到 200 MPa 时竖向位

移最大值增加 2.56%。图 9 可以看出随着 2k 即 zE 的增

加，地基表面竖向位移明显减小；第 1 层土为各向同

性时的竖向位移幅值最大值仅小于 2k =0.8 的； 1zE 从

150 MPa 减小到 80 MPa 时竖向位移最大值增加

73.12%，从 150 MPa 增加到 200 MPa 时竖向位移最大

值减小 28.92%。图 8，9 均表明，上层土体的正交各

向异性参数对竖向位移幅值影响很大，影响规律和单

层地基基本相同[15]。显然，对于正交各向异性的上层

土体，采用各向同性介质的动力学模型，不能准确描

述地基的动力特性。 

 
图 8 上层土体不同 yE 时表面竖向位移幅值 

Fig. 8 Amplitude curves of vertical displacement of soil surface for  
..different yE  of first-layer of soils 

 

图 9 上层土体不同 zE 时表面竖向位移幅值 

Fig. 9 Amplitude curves of vertical displacement of soil surface for  
..different zE  of first-layer of soils 

4  结    语 
本文利用传递矩阵方法，结合层间接触条件和连

续条件，推导直角坐标系下正交各向异性层状地基平

面应变问题动力响应解，并进行了方法验证和算例分

析。数值分析结果表明：①上层土体参数对土体表面

竖向位移幅值影响明显大于下层土，计算时忽略土体

的分层特性，特别是上层土的分层特性是不精确的；

②作用荷载振动频率越大，土体表面竖向位移幅值越

小；③上层土体的正交各向异性参数对竖向位移幅值

影响很大，忽略上层土体的各向异性，不能准确描述

地基的动力特性。因此在工程中考虑土体的分层及正

交各向异性具有一定的实际意义。 
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