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摘  要：降雨入渗条件下非饱和土坡流固耦合作用复杂，具有高度非线性的特点，一般采用数值方法模拟。数值模型

计算量大已成为监测数据概率反分析的重要制约因素。提出一种基于随机多项式展开（PCE）的概率反分析方法。该方

法采用随机多项式展开构建土性参数与数值模型响应的显式函数，作为概率反分析中原数值模型的代替模型，与基于

贝叶斯理论和马尔可夫链蒙特卡罗（MCMC）模拟的概率反分析方法相结合，从而有效提高非饱和土坡流固耦合参数

概率反分析的效率。通过降雨入渗非饱和土坡算例研究，结果表明，与基于数值模型的常规随机反分析相比，两种方

法在后验分布统计值、95%置信区间等结果非常接近，基于 PCE 的概率反分析计算效率显著提高，结果可靠。 
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Abstract: The seepage and stress-deformation in an unsaturated slope under rainfall infiltration are interacted with high 

nonlinearity. Numerical models are commonly adopted to solve the coupled governing equations. Tremendous computational 

cost of numerical modeling is the main obstacle for probabilistic back analysis with field monitoring data. A probabilistic back 

analysis method based on polynomial chaos expansion (PCE) is proposed in this study. PCE approximation is used to construct 

the explicit functions between unsaturated soil parameters and model responses to replace the original numerical model. The 

PCE surrogate model is adopted in parameter posterior inference with Markov chain Monte Carlo (MCMC) simulation based 

on the Bayesian theory. An example of unsaturated soil slope under rainfall infiltration is presented to illustrate the efficiency of 

the proposed method. The statistics of posterior distribution and 95% uncertainty bounds obtained using the PCE-based method 

are close to the results of the traditional back analysis based on the original numerical model. In addition, the proposed new 

method can significantly improve the efficiency of model calibration.  

Key words: back analysis; unsaturated soil; coupled hydro-mechanical model; polynomial chaos expansion; Markov chain 

Monte Carlo simulation 

0  引    言 
降雨诱发的滑坡灾害在全球广泛分布，具有群发

性、季节性的特点，每年因灾死亡达数千人，经济损

失巨大。降雨入渗过程中坡体渗流场、应力场、变形

场相互作用[1-2]，要准确评价非饱和土坡在降雨入渗条

件下的稳定性，需采用考虑渗流场和应力场的耦合作

用的计算方法[3-7]。由于土体存在自然变异性，室内试

验获得的土性参数不能完全反映现场情况，确定性分
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析方法很难获得与工程实测数据一致的结果。近年来，

国内外研究者利用现场监测数据进行参数反分析，取

得了大量成果。杨林德等[8]提出了考虑初始应力的线

性和非线性位移反分析法。杨志法等[9]提出用于位移

反分析的图谱法，根据图谱由位移量测值反演地应力

及围岩参数。黄宏伟等[10]考虑模型输入和输出不确定

性提出了贝叶斯广义参数反分析方法。冯夏庭等[11]应

用神经网络结合有限元进行位移反分析。陈斌等[12]

针对传统贝叶斯法中观测信息与先验信息不匹配的缺

陷，提出扩展贝叶斯法。Zhang 等[13]基于系统辨识理

论提出了边坡稳定性概率反分析方法。Zhang 等[14-15]

提出了失稳信息同时反演强度参数和模型误差的边坡

概率反分析方法，并利用时变监测数据进行了概率反

分析。Juang 等[16]基于贝叶斯反分析法，利用基坑工

程分步开挖地表沉降与挡墙变形监测数据反演土体力

学参数。Kelly 等[17]基于沉降与超孔压监测数据反演

了一维单面排水弹性土体固结参数。Li 等[18] 基于贝

叶斯理论和支持向量机方法，采用位移监测数据反演

岩质边坡参数。  
采用监测数据对非饱和土坡流固耦合模型进行反

分析的难点在于，由于非饱和土力学特性的高度非线

性，解析解一般只针对一维问题和特定的初始条件和

边界条件[19]，难以直接用于复杂情况分析；数值方法

适应性好，但计算量大，即使采用相对高效的抽样方

法，整体随机反分析的计算量也难以承受。近年来基

于随机多项式展开（Polynomial Chaos Expansion，简

称 PCE）的随机有限元方法在岩土工程可靠度分析方

面取得了良好的效果。代表性的工作包括：黄淑萍

等 [20-22]提出了基于概率配点法的谱随机有限元分析

随机响应面方法，研究了其在结构可靠度和边坡可靠

度分析中的应用。李典庆等[23-24]考虑非正态随机变量

之间的互相关性，将基于 PCE 的随机响应面法应用于

岩质边坡可靠度分析，提出基于 PCE 的非侵入式随机

有限元法，应用于地下洞室变形可靠度分析。Jiang
等[25]通过 PCE 构建边坡稳定系统可靠度的多重响应

面函数，研究了空间变异性对系统可靠度的影响。 
针对现有非饱和土坡流固耦合反分析研究的不

足，本文提出一种基于随机多项式展开的概率反分析

方法，采用随机多项式展开建立非饱和土坡耦合分析

的代替模型，通过马尔可夫链蒙特卡罗模拟对代替模

型进行概率反分析，有效减小计算量提高反分析效率，

通过算例研究与基于数值模型的常规概率反分析比

较，探讨所提出方法的计算精度和效率。 

1  非饱和土流固耦合理论 
非饱和土流固耦合的基本控制方程包括力的平衡

方程和渗流连续方程。首先，非饱和土单元的二维应

力状态满足下列平衡关系：  
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式中，x和y分别为 x 和 y 方向的主总应力，xy为 x
平面上 y 方向的剪应力（xy =yz），bx 和 by 分别为 x
和 y 方向的体力。 

采用 Bishop 非饱和有效应力公式
[26]

： 

a a w( )u u u         ，         (2) 

式中， 为有效应力，为总应力，ua和 uw分别为孔

隙气压力和孔隙水压力，χ 为非饱和土有效应力参数。

假设非饱和土孔隙与大气连通，则 ua为 0。 
土体本构模型采用满足 Mohr-Coulomb 准则的理

想弹塑性模型，非饱和土抗剪强度表示为
[27] 

f a a w( ) tan + ( ) tanc u u u           ，  (3) 
式中，τf为非饱和土抗剪强度，c为有效黏聚力， 为
有效内摩擦角。本文假定非饱和土有效应力参数 χ 等

于饱和度 S [28]
。 

由质量守恒和 Darcy 定律，非饱和土二维非稳态

渗流控制方程可表示为
[29] 
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式中，kx和 ky分别为 x 和 y 方向的渗透系数， w 为体

积含水率，t 为时间，H 为总水头（H = y+uw/ w ， w
为水重度）。对于各向同性均质土，kx等于 ky，下文简

写为 k。本文采用 VGM（van Genuchten-Mualem）模

型
[30-31]

描述非饱和土饱和度和渗透系数，表示如下： 
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式中，θs和 θr分别为饱和体积含水率和残余体积含水

率， 是进气值倒数相关的参数，nw 和 mw 为水力特

性参数，mw = (1 – 1/nw)，ks为饱和渗透系数，l 为孔

隙连通性参数。 

2  随机多项式展开代替模型 
本文采用随机多项式展开（PCE）构建响应和随

机变量的显式函数来代替非饱和土坡流固耦合数值模

型。随机多项式展开是以正交多项式为基函数的一种

模型近似方法。定义输入参数为随机向量  = ( 1 ,…, 

n )，假定 n 维随机变量相互独立。原模型响应 F 可

采用如下随机多项式展开
[32]

来表示： 
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式中，a0, ai1,…, 1i ipa  为待定系数，p 为多项式的阶数，

Гp (θi1,…, θip) 表示 p 阶多变量正交多项式。 
正交多项式类型选取由随机变量分布决定，高斯

分布对应 Hermite 多项式，Beta 分布对应 Jacobi 多项

式，Gamma 分布对应 Lagueree 多项式，均匀分布对

应 Legendre 多项式。由于土性参数一般服从正态或对

数正态分布
[33]

，本文采用 Hermite 多项式作为基函数，

则式(7)中 p 阶多项式为 Hermite 多项式： 
T T

1
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为简化表达，式（7）也可表示为 
1
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式中，di为第 i 个待定系数， ( )i Ψ 为第 i 个正交多项

式，U 为随机多项式展开的项数。在 n 维随机变量空

间，当多项式 ( )i Ψ 最高阶数为 p 时，式（9）展开项

数 U = (p+n)!/(p!n!)。基函数 ( )i Ψ 和 Гp(θi1,…, θip)，
待定系数 di和 1i ipa  之间存在一一对应关系

[32]
。求解展

开式系数 di的方法包括回归法和投影法等
[34]

。本文采

用谱投影法
[35]

来计算待定系数： 

1
2

( ) ( )

( )

Q

j i j j
j

i
i

F w
d 

   

 
  ，         (10) 

式中， j 表示随机变量空间中任意一配点，wj是 j 对

应权重系数，Q 为配点数目，< 2 ( )i  >表示第 i 个多

维正交多项式内积。 
谱投影法的关键在于选择合适的配点，配点分布

和数目直接影响计算精度和效率。常用的配点法包括

张量积法、Stroud 配点法、稀疏网格配点法和概率配

点法。本文采用基于 Smolyak 算法[36]的稀疏网格配点

法。与张量积法不同，Smolyak 算法通过构造张量积

的线性组合并根据一定的权重来组合配点，配点数不

随维度呈几何级数增加，在大量减少所需的点数同时

能保证较小的插值误差，适用于处理高维问题。稀疏

网格配点总数 Q 是配点阶数和随机变量维度的函数，

Q 的计算方法详见文献[37]。一般建议稀疏网格配点

阶数与多项式展开阶数 p 相同[38]。对于 Hermite 多项

式展开，稀疏网格配点采用高斯积分点。二维随机变

量空间的稀疏网格配点如图 1 所示。随机变量维度为

2，1 阶，2 阶和 3 阶配点数目分别为 5，22 和 75。 

3  基于随机多项式展开的概率反分析 
定义 t1到 tN时刻随机多项式展开PCE代替模型响

应为向量 ( )F  = {F1( ),..., FN( )}，其中 N 表示数

据量。 ( )F 与实测值 g = {g1,..., gN }的误差向量为 = 
{ 1 ,..., N }，ti时刻对应的误差为 

( )i i ig F     。              (11) 

假定误差向量 满足独立等方差高斯分布，即 i -N(0, 
2
e )，其中 2

e 是未知的常数方差，则似然函数可表示

为[39] 
2

22
1 ee

( ( ))1( | ) exp
22π
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

 
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基于贝叶斯原理，由式（12）和参数先验分布可

得到随机向量 的后验概率密度函数如下： 
( | ) ( ) ( | )f g b f L     g   ，       (13) 

其中，b 为归一化系数，f ( )为随机向量 先验概率

密度函数。 
采用马尔可夫链蒙特卡罗（Markov Chain Monte 

Carlo，简称 MCMC）方法，对参数后验分布随机取

样，计算随机样本的后验分布估计值（均值、方差、

置信区间）。具体算法为 Vrugt 等[40]提出的自适应差分 

 

图１ 二维 1~3 阶稀疏网格配点 

Fig. 1 1-, 2- and 3-level sparse grids in two-dimensional random space 
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演化 Metropolis 算法（Differential Evolution Adaptive 
Metropolis Algorithm，简称 DREAM）。该算法可同时

运行多链，能自动调节 Metropolis 转移函数的比例和

方位进行全局搜索，可高效地处理高维、强非线性的

复杂问题。采用 Gelman 和 Rubin 提出的基于链内和

链间方差的 R 收敛准则[41]来判定收敛性。当各参数

Rstat值均小于 1.2 时，则马尔可夫链收敛于稳定的后验

分布。DREAM 算法和 Rstat值计算公式详见文献[40]。 
以降雨入渗非饱和土坡的参数反演为例，基于随

机多项式展开的概率反分析方法的具体步骤如下： 
（1）建立降雨入渗非饱和土坡流固耦合数值模

型。 
（2）明确需要反演的随机向量 和先验分布，对

先验分布进行正态变换，转化为独立高斯分布，生成

稀疏网格配点和相应权重。 
（3）将配点映射得到原始参数向量空间，运行配

点对应的数值模型得到响应（如孔压和位移）。 
（4）利用谱投影法求解多项式系数，得到随机多

项式展开的显式表达式。 
（5）根据实测数据确定似然函数，采用 MCMC

方法生成参数后验分布随机样本，其中响应采用 PCE
代替数值模型计算。 

（6）计算后验分布统计值，均值、标准差、最大

后验概率密度（MPD）值、相关系数矩阵、置信区间等。 

4  算例分析 
采用有限元软件 ABAQUS 建立非饱和土坡耦合

分析数值模型，开发了基于随机多项式展开的概率反

分析方法 MATLAB 程序。以一个降雨入渗非饱和土

坡为例，分别用传统的基于数值模型概率反分析方法

和本文提出的基于 PCE 代替模型概率反分析方法求

解参数后验分布，验证所提出方法的计算精度和效率。 
4.1  降雨入渗非饱和土坡流固耦合数值模型 

降雨入渗非饱和土坡计算模型简图如图 2 所示。

坡高 30 m，坡度为 40°。初始水位在 HC，初始坡体

内孔压分布假设为静水压状态。降雨流量边界条件施

加在 GFED，强度 q（0.012 m/h，中雨），持续 36 h。
AH 和 BC 为定水头边界 H = 8 m，AB、HG 和 CD 为

不透水边界。左右两侧边界 AG 和 BD 为水平位移约

束，底边界 AB 水平竖向、位移均约束。 
坡 内 土 体 为 均 质 各 向 同 性 砂 土 ， 采 用

Mohr-Coulomb 理想弹塑性本构关系，参数见表 1。 
假定弹性模量 E、饱和渗透系数 ks、VGM 模型参

数 、内摩擦角 和黏聚力 c为随机变量。根据文献

研究，假定参数 E，ks， ，tan 服从对数正态分布，

参数 c服从正态分布。随机变量均值与表 1 一致。研

究[42]表明，砂土摩擦角的变异系数（COV）一般在

5%～20%，水力特性参数的变异性大于抗剪强度参

数。本算例取 E，ks， ，tan ， c的 COV 分别为

0.25，0.25，0.25，0.1，0.15。表 2 列出了随机变量先

验概率分布和统计值。 

 

图 2 非饱和土坡模型示意图 

Fig. 2 Schematic diagram of unsaturated soil slope model 

表 1 非饱和土坡计算模型参数 

Table 1 Input parameters of unsaturated soil slope model 

参数（单位） 数值 参数（单位） 数值 

密度 ρ/(kg·m-3) 1800 残余饱和度 θr/% 0 

泊松比  0.3 α/(kPa-1) 0.04 

弹性模量 E/kPa 10000 nw 1.2 

渗透系数 ks/(m·h-1) 0.036 l 0.5 

黏聚力 c /kPa 12 内摩擦角 /(°) 30 
表 2 随机变量先验分布和统计值 

Table 2 Prior distribution and statistics of random variables 

参数 均值 标准差 分布类型 下限 上限 

ln E 9.180 0.246 正态 8.2 10.1 

ln ks -3.355 0.246 正态 -4.2 -2.5 

ln α -3.249 0.246 正态 -4.1 -2.4 

ln tan  -0.550 0.100 正态 -0.9 -0.2 

c  12 1.8 正态 6 18 

4.2  PCE 代替模型构建和验证 

以坡顶 Y 点的孔压响应作为监测对象，每 0.5 h 
提取数值模型输出值，构建 PCE 代替模型共 72 个。

采用蒙特卡洛抽样法生成满足表 2 参数分布的 200 组

随机样本点，分别采用数值模型和 PCE 代替模型计

算，比较响应值的差别，验证 PCE 代替模型精度。图

3 为 1～3 阶 PCE 模型和数值模型的孔压响应比较。

对于本算例中随机向量维度为 5，1～3 阶稀疏网格配

点数目分别为 11，81，471，PCE 待定系数数目分别

为 6，21，56。采用确定性系数 R2和均方根误差（Root 
Mean Square Error，简称 RMSE）衡量数值模型和 PCE
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代替模型的拟合程度。R2越大，均方根误差 RMSE 越

小，拟合效果越好。 

 

 

 

图 3 数值模型和 PCE 模型对比 

Fig. 3 Comparison between numerical model and PCE model 

由图 3 可见，对于 Y 点孔压响应，1 阶 PCE 没有

交叉项，逼近效果最差；2 阶 PCE 能最好地近似数值

模型；3 阶 PCE 系数数目为 56，多项式待定系数误差

增加，导致近似效果不理想。 
选取边坡浅层和深部共 9 个测点（见图 2），基于

稀疏网格配点法构建各点孔压响应的 2 阶、3 阶 PCE
代替模型。如图 4 所示，所有测点 2 阶、3 阶 PCE 代

替模型 R2 都大于 0.996，RMSE 均小于 0.8 kPa；除测

点 6、9 外，2 阶 PCE 计算得的 R2 普遍大于 3 阶 PCE
对应的值， RMSE 值普遍小于 3 阶 PCE 对应的值。

综合考虑精度和计算效率，本文采用 2 阶 PCE 作为孔

压响应的代替模型。 

 

 

图 4 多测点 2 阶、3 阶 PCE 模型误差对比 

Fig. 4 Comparison of errors using PCE model of 2-order and 3-  

.order for different monitoring points 

为比较不同配点法构建 PCE 模型的拟合效果，在

相同的 81 个配点情况下，分别基于稀疏网格配点法和

拉丁超立方法构建各点孔压响应的 2 阶 PCE 代替模

型。如图 5 所示，对于不同位置的测点，两种配点法

计算得到的 R2均十分接近，对于原数值模型都能提供

较高的拟合精度。 

 

图 5 基于不同配点法 PCE 模型 R2对比 

Fig. 5 Comparison of R2 using PCE model based on different  

collocation methods 
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4.3  随机参数后验估计 

以测点 Y 为例，将孔压响应的数值解加 3%随机

噪声作为监测数据，MCMC 反分析计算取马尔科夫链

10 条，最大样本数 10000。图 6 所示为收敛准则 Rstat

值随样本数变化曲线。可见，两种方法收敛速度相差

不大，均可在 2000 个样本后达到收敛。 

 

 

图 6 基于数值反分析法和基于 PCE 反分析法 Rstat值随样本数 

.变化 

Fig. 6 Variation of Rstat with sample numbers using numerical  

   model-based and PCE-based back analysis methods 

就计算量而言，基于数值模型的概率反分析计算

207.45 h，采用 PCE 代替模型的概率反分析仅需    
1.6 min，计算效率提高 7000 倍，表明本文提出的基

于 PCE 的概率反分析方法极大提高了反分析效率。 
根据马尔科夫链收敛结果，取后 25%样本作为稳

态后验分布样本。表 3 列出了参数后验分布的均值和

标准差。与先验分布（表 2）对比，水力特性参数 ln ks、

ln 的标准差较其他参数有显著减少，这与文献[42]
结论相符，使用孔压数据能显著降低水力特性参数的

变异性，而对其它类型力学参数的不确定性缩减效果

不明显。 
图 7 为两种反分析方法 95%置信区间和实测值的

比较。图中灰色阴影区域表示同时考虑参数不确定性

和模型误差的 95%置信区间。由图可见，两种方法结

果非常接近，95%置信区间均较窄，实测数据基本在

置信区间内；MPD 计算值与实测值的确定性系数 R2

均为 0.993，RMSE 值仅 1.69 kPa。结果表明，采用

PCE代替数值模型随机反分析结果可靠，计算精度高。

对不同位置测点同样可得到上述结论，由于篇幅原因

本文不再展示其它测点的结果。 
表 3 随机变量后验分布统计值 

Table 3 Posterior distribution and statistics of random variables 

基于数值反分析 基于 PCE 反分析 
参数 

均值 标准差 均值 标准差 

ln E 9.232 0.223 9.223 0.191 

ln ks -3.281 0.062 -3.534 0.087 

ln α -3.201 0.031 -3.561 0.080 

ln tan  -0.550 0.091 -0.539 0.100 

c  11.950 1.793 11.874 1.834 

 

 

图 7 基于数值反分析法和基于 PCE 反分析法 95%置信区间 

Fig. 7 95% prediction uncertainty bounds using numerical  

    model-based and PCE-based back analysis methods 

5  结    论 
本文提出了一种基于随机多项式展开（PCE）的

概率反分析方法，以降雨入渗非饱和土坡流固耦合问

题为例，与基于数值模型的随机反分析对比。主要结
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论如下： 
（1）综合考虑精度和计算效率，相比 1 阶与 3

阶 PCE，2 阶 PCE 能更好地近似非饱和土坡流固耦合

数值模型，对于时变孔压响应的拟合精度高。 
（2）基于数值模型的概率反分析计算量大，基于

PCE 代替模型的概率反分析可显著提高计算效率。 
（3）基于数值模型的概率反分析和基于 PCE 的

概率反分析在后验分布统计值、95%置信区间等结果

非常接近。表明基于 PCE 的随机反分析方法用于非饱

和土坡流固耦合问题结果可靠，计算精度高。 
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