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水力–力学耦合的超固结非饱和土本构模型的 
隐式积分算法及其应用 
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摘  要：超固结非饱和土经常出现于工程实践中，表现出复杂的力学性质。从已有的非饱和土水力–力学耦合的本构模

型出发，将超固结的影响加入到了模型中，使模型可以考虑超固结对非饱和土力学性质的影响。超固结非饱和土本构

方程的求解是一个复杂的非线性问题，给出了该超固结非饱和土水力–力学耦合模型的隐式积分算法和本构模型的一致

切线模量，并对该算法进行验证，证明了该算法的正确性，最后采用该算法对某非饱和土质边坡在地下水位上升的情

况下进行有限元分析。 
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Implicit integration algorithm of hydro-mechanical constitutive model for 
overconsolidated unsaturated soils and its application 
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Abstract: The overconsolidated unsaturated soils emerge in many engineering projects. The constitutive models for unsaturated 

soils are very complicated due to the complex mechanical beahviour of overconsolidated unsaturated soils. A modified 

constitutive model is given considering the effect of overconsolidation. The constitutive models for the overconsolidated 

unsaturated soils are used to solve complicated non-linear problems. The implicit integration algorithm of a hydro-mechanical 

constitutive model for overconsolidated unsaturated soils is given. The consistent tangent modulus is also given. The implicit 

integration algorithm is validated by the experimental data available in the literatures. The algorithm is applied to the finite 

element method to analyze an unsaturated soil slope. 
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0  引    言 
随着国内经济的快速发展，近年来国家兴建了大

规模的基础设施，公路铁路路基、机场跑道、土坝等

基础设施的变形特性和非饱和土的力学性质息息相

关，超固结非饱和土经常出现于工程实践中，非饱和

土相对于饱和土表现出复杂的力学特性：土体中基质

吸力的变化使正常固结非饱和土压缩曲线的斜率发生

变化；对于湿陷性黄土在净应力不变的条件下因基质

吸力卸载可能发生的湿陷现象。而由于先期应力历史

影响产生的超固结现象无疑使得非饱和土的力学性质

更加复杂。Alonso 等[1]在 1990 年提出了 BBM 模型， 
BBM 模型首次提出了非饱和土加载湿陷（LC）屈服

面的概念。自从 Alonso 建立 BBM 模型以来，非饱和

土本构模型的发展有了质的飞跃。虽然 BBM 模型取

得了巨大的成功，但是 BBM 模型也存在一些缺陷，

比如，该模型尚未考虑水力–力学耦合对非饱和土的物

理力学性质的影响。Wheeler 等[2]明确指出，在基质吸

力和净应力都相同的情况下，饱和度改变会对非饱和

土的力学性质有显著的影响。随着对非饱和土的研究

的深入，刘艳等[3]在连续土力学的本构模型框架内采

用广义有效应力、修正吸力和气体压力作为模型的应

力状态变量，建立了三轴应力状态下非饱和土的本构
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模型，Zhou 等[4]提出了和初始密度相关的水力–力学

耦合的非饱和土本构模型，该模型和以往本构模型的

显著区别是将非饱和土的有效饱和度与有效应力作为

非饱和土本构模型的变量，能够较好描述水力–力学耦

合对非饱和土力学性质的影响。 
将水力–力学耦合的超固结非饱和土本构模型应

用于实际工程问题时，本构方程求解是一个复杂的非

线性问题，一般只能通过数值算法得到解答，非饱和

土本构算法可以分为两类：显式的本构积分算法和隐

式的本构积分算法，不同的积分算法直接影响最终数

值结果的精确性。显式的本构积分算法采用向前的欧

拉积分方法，求解下一步的应力增量。由于超固结非

饱和土本构方程的非线性，在采用显式的本构积分算

法时，会使得当前的应力状态漂移至屈服面之外，导

致局部误差，影响最终数值计算结果的精确性。隐式

积分算法由 Krieg 等[5]提出，Simo 等[6]对隐式积分算

法进行了改进，提出了基于一致切线模型的返回映射

隐式积分算法。隐式积分算法通过弹性预测和塑性修

正解决了显式积分算法应力从屈服面漂移的问题。

Vaunat 等[7]、Zhang 等[8]、Borja 等[9]与 Hoyos 等[10]将隐

式积分算法应用于非饱和土本构模型，取得了理想的

效果，刘艳等[11]将隐式算法推广至水力–力学耦合的

非饱和土本构模型，较好地预测了非饱和土的水力–
力学耦合的特性，但未考虑超固结对非饱和土的影响。

为了描述前期应力历史对后期土体变形的影响，需在

本构模型中引入能够考虑应力历史的对土体变形影响

的方程，如姚仰平等[12]在统一硬化模型中引入下负荷

面模型，使得超固结非饱和土水力–力学耦合的本构模

型更加复杂，增加了应用隐式算法的难度，本文从已

有的非饱和土水力–力学耦合的本构模型出发，将其扩

展至超固结非饱和土，随后给出水力–力学耦合的超固

结非饱和土的隐式积分算法，并给出超固结非饱和土

水力–力学耦合的本构模型的一致切线模型，最后对该

数值算法进行验证，并将该算法运用于某非饱和土质

边坡的有限元分析中。 

1  超固结非饱和土的本构模型 
李吴刚等[13]根据以往非饱和土文献中的试验结

果经整理和分析后，提出了非饱和土的硬化效应 ，

如图 1 所示，其物理意义为正常固结条件下，非饱和

土试样和饱和土试样在相同孔隙比时正常固结曲线之

间的水平距离，为一个无量纲的量，通过整理文献中

的试验数据发现非饱和土的硬化效应 是关于饱和度

的函数，可用下式描述： 
r r( ) lnS a S b   ，           (1) 

式中，a 和 b 为材料参数。 

通过引入非饱和土的硬化效应，给出了正常固结

非饱和土的体变方程： 

 r
r

ln ( )pe N S
p

 


  


  ，         (2) 

式中，为饱和土正常固结曲线的斜率， rp为参考应

力，N为饱和土的正常固结曲线与孔隙比轴的交点。 

图 1 非饱和土硬化参数 定义 

Fig. 1 Definition of hardening effect   of unsaturated soils 

该体变方程认为非饱和土的体积变化由骨架应力

改变引起的体积变化和饱和度改变引起的体积变化两

部分组成。在该模型框架内，加载湿陷屈服面（LC屈
服面）可表示为 

r( )

ce
S

xp p
 

     ，           (3) 

式中， cp为饱和土的先期固结压力， xp为非饱和土

的屈服应力。将体变方程扩展至三轴应力状态，根据

修正的剑桥模型，可以得到非饱和土的屈服面和塑性

势面方程： 
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， (4) 

式中， 0e 为初始孔隙比，q为偏应力， 为弹性系数，
p
v 为塑性体应变。 

式（3）只适用于正常固结土，对于超固结非饱和

土，可采用Hashiguchi[14]提出的下负荷面理论，将式

（3）扩展至超固结非饱和土。下负荷面模型由下负荷

屈服面和正常屈服面组成，如图2所示，下负荷面穿过

当前的应力状态，由下负荷面和正常屈服面之间的相

似性可得如下关系： 

 q p
q p
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
  ，               (5)  
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对于图 2 中的正常屈服面，根据式（4）可表示为 
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将式（4）、（5）代入式（7）中，得到超固结非饱和

土的屈服面和塑性势面方程： 
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式中，R 为超固结比的倒数，其发展准则采用如下形式： 
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式中， 为材料参数，控制着超固结的发展速率，若
越小，则超固结土在外荷载作用下需发生较多的塑性

变形才可发展为正常固结土；反之，若 较大，则超

固结土在外荷载作用下只需发生较少的塑性变形即可

发展为正常固结土。参数 可通过超固结试样的剪切

或压缩试验的结果校核得到。 

 
图 2 超固结非饱和土的正常屈服面和下负荷面 

Fig. 2 Extension of subloading concept to unsaturated soils 

对某击实试样，假设该试样的初始平均净应力、

初始基质吸力、初始孔隙比和初始饱和度分别为 p0，

s0，e0和 Sr0，则初始状态时超固结比的倒数值可为 
0

0 0 r0 0
0
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p
R p S s
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。(10) 

若初始超固结参数 R0越接近 1，说明试样的初始

应力越接近于应力历史上受到的最大先期应力，则超

固结试样的压缩曲线在初始阶段越与正常固结曲线越

相似；反之，若初始超固结参数 R0越小，则超固结试

样的压缩曲线在初始阶段越接近弹性关系。为描述非

饱和土的水力特性，将饱和度的增量分为两部分：由

基质吸力改变引起的饱和度变化和孔隙比改变引起的

饱和度变化[15]，饱和度的增量方程可表示为 
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式中，
rS 为相同基质吸力条件下，饱和度和孔隙比关

系曲线的斜率， rS
s




为饱和度对基质吸力的偏导数。

本文中饱和度对基质吸力的偏导数采用 Van 
Genuchten 模型[16]描述： 
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 (14) 
式中  res

rS 为残余饱和度； 0
rS 为基质吸力为0时的饱

和度； da ， dm ， dn ， wa ， wm 和 wn 为模型参数，下

标d和w分别表示脱湿和吸湿。 
若当前的饱和度和基质吸力位于土水特征曲线主

干线之内的扫描线上，则采用Li[17]提出的边界扫描准

则： 

 r r( 1)s s HS S
s sH s

 
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 
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式中  和H为模型参数， 为投影中心点，它表示最

近一次由脱湿变为吸湿或由吸湿变为脱湿变换处的基

质吸力值， s 为映射点的基质吸力，通过将当前的饱

和度代入土水特征曲线的主干线得到。 

2  本构的隐式积分算法 
本构的显式积分算法采用向前的欧拉积分算法，

由于上一步的变量不满足当前步的屈服条件，所以会

使得求解得到的应力增量从当前屈服面漂移，影响计

算精度。隐式的积分算法在求解时，通过迭代不断更

新当前的应力变量和内变量，解决了应力变量从屈服

面上漂移的问题，提高了本构积分算法的精确性。非

饱和土本构方程的隐式积分算法主要由弹性预测和塑

性修正这两步组成，由于本文中的模型采用下负荷面

描述超固结现象，使得当前的应力状态始终位于下负

荷屈服面之上，所以本文中的模型可以跳过弹性预测

直接进行塑性修正，简化了隐式积分算法的流程。 
在[ 1,n nt t  ]时刻内，总应变增量为  ，弹性试探

应变与总应变相等，根据相关联的流动法则，在 1nt  时

刻的弹性应变增量可表示为 

 e tr
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f
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
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
，          (16) 

式中， tr 为弹性试探应变，为塑性乘子。在[ 1,n nt t  ]
时刻内的塑性体应变增量由式（2）可表示为 
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将式（11）代入式（17），经整理可得在[ 1,n nt t  ]时刻

内 xp的增量形式： 
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则在 1nt  时刻， xp可表示为 
 e

( 1) ( ) v( , )x n x n x xp p p p         。     (19) 
由变量 R 的发展准则式（9）可得在 1nt  时刻 R 的

表达式 
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对式（21）线性化后得到 
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R
f f f

p R








   
     

    
                       

    
     

Ι 
   








 

 



( )
1
( )

2

( )
3
( )

4

k

k

k

k

r
r

r

 
 
  
 
 
 

r

  。                  (22) 

式中，Ι 为四阶对称单位张量， ( )
1

kr ， ( )
2

kr ， ( )
3

kr 和 ( )
4

kr
分别为方程组迭代 k 次后的残值。对方程组（22）求

解，可以求得未知量的第 k 迭代步的增量，再对未知

量进行更新： 

 

e e( ) e

( )

( )

( )

 
 

 

  

k

k
x x x

k

k

p p p
R R R







  

    


    


  
  

，

，

，

，

  

          (23) 

将更新后的值代入式（22）中继续迭代计算，直至残

值小于容许误差后停止计算。 

3  一致切线模量 
隐式积分算法采用一致切线模量代替显式积分算

法的连续弹塑性模量，对于非饱和土，其一致切线模

量根据定义可表示为 

 
e e

ep e
tr e tr tr: :   

  
   

D D   
   

 ， (24) 

 
e e

ep e
e : :

s s s
   

  
   

W D   


 。   (25) 

对于式（24）可由式（16）对 tr 求偏微分得到 
e 2

tr tr tr

f f 


   
   

    

    

Ι   

2 e
e

tr tr: :f f 


   
   

    


    
Ι D  。(26) 

将式（26）整理后可得 

 
e

1
tr tr: f          

  

A Ι   ，   (27) 

其中
2

e:f



 

  
A Ι D ，对式（19）、（20）分别

求关于 tr 的偏微分，可得 

 
e

tr e tr tr tr:x x x x x

x

p p p p p
p

        
  

     


    
 ，(28) 

 
e

tr e tr tr:R R R R
R

    
  

    


   
  

e

e tr tr : :R R   


   
 

   
  。      (29) 

对式（28）、（29）整理后可得 

 
e

1
tr e tr tr:x x xp p p

a     
      


   

  ，   (30) 

 
e

1
tr e tr tr: :e

R R R Rb                   
 

     
， 

(31) 

式中 1 x

x

p
a

p


 

， 1 Rb

R


 


。对式（8）求对 tr 的

偏微分，可得 
e

e tr tr tr: : 0x

x

pf f f R
p R

     
  

      
 

    
 。(32) 

将式（30）、（31）代入式（32）经整理可得 

 
e

tr: 0
 





a b   ，           (33) 

式中， 

 1
e e: x

x

pf fa
p

   
  

   


  
a   

1 e
e :f R Rb

R
         

D   ，      (34) 

 1 1
tr tr
x

x

pf f Ra b
p R

   
 

   


 
 。   (35) 

将式（27）代入式（33）可得 

 1 1
tr ( : )c  
 


a A b  ，       (36) 

其中 1: : fc  



a A 。对于式（25）可由式（16）对 tr
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求偏微分得到 

 
e tr 2 f f

s s s s

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    

   
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   

   
    


  

D  。 (37) 

将式（37）整理后可得 

 
e

1 : f
s s

  
 

  



A   。        (38) 

对式（19）、（20）分别求关于s的偏微分，可得 
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e :x x x x x

x

p p p p p
s s p s s
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


 ，  (39) 
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  
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(40) 
将式（39）、（40）整理后可得 
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e :x x xp p p

a
s s s

     
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


  ，     (41) 
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1
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            

 
   

 。 (42) 

对式（8）求对 tr 的偏导，可得 

 
e

e: : 0x

x

pf f f R
s p s R s

     
  

      
 

 
 ， (43) 

将式（30）、（31）代入式（32）经整理可得 

 
e

: 0d
s


 


a   ，            (44) 

式中， 1 x

x

pfd a
p s

 


 
。 

将式（38）代入式（33）经整理可得 

 
e

1c d
s





   ，            (45) 

将式（27）、（36）、（38）、（45）分别代入式（24）、

（25），经整理得到非饱和土的一致切线模量： 

 ep e 1 1 1: : ( : )fc        
D D A Ι a A b  ， (46) 

 ep e 1 1: : f c d 
 


W D A   。        (47) 

4  算例分析 
4.1  算法验证 

前文推导了超固结非饱和土水力–力学耦合的本

构模型的隐式积分算法，在进行有限元数值分析前，

应先对数值算法的有效性进行验证。本节选用 Sun 等[18]

对非饱和珍珠黏土进行的不排水条件下的压缩试验数

据来确定模型参数，选用 Sun 等[19]对非饱和珍珠黏土

基质吸力恒定的压缩试验数据来验证算法的正确性。

模型中的材料参数 a 和 b 可从压缩试验的结果得到。

Sun 等[18]对不排水条件下珍珠土压缩试验过程中的饱

和度与基质吸力进行了监测，珍珠土试样的初始孔隙

比、基质吸力和饱和度分别为 1.33，120 kPa 和 0.525，
平均净应力从 20 kPa 加载至 600 kPa，试验结果重新

绘制于图 3，根据硬化效应 的定义可得不同饱和度

下的 值，将 和饱和度 Sr绘制于 和饱和度 Sr的半

对数坐标系中，如图 4 所示，可得控制非饱和土硬化

效应发展的参数 a 和 b，其值分别为-4.29 和-1.1。参

数 控制超固结的发展速率可由压缩试验结果校核得

到，分别选取不同 值（0.1，0.55，1.0）预测图 3 中

的压缩试验结果，由图 3 可知，当 取 0.55 时，模型

的预测结果（图 3 中的实曲线）与试验结果最接近，

故 值取 0.55。材料参数
rS 可由基质吸力恒定的压缩

试验得到，测定压缩过程中不同孔隙比时的饱和度，

得到饱和度和孔隙比关系曲线的斜率
rS ，Sun 等[19]

已给出了珍珠土的材料参数
rS 其值为 0.35。土水特征

曲线的模型参数可由土水特征曲线试验结果拟合得

到。本节预测 Sun 等[19]中基质吸力恒定的压缩试验，

故土水特征曲线模型参数不再给出。模型中需要的其

余模型参数可为： 0.13  ， 0.03  ， 1.15M  ，

4.29a   ， 1.1b   ， 0.3  ，
r

0.35S  ， 0.55  。 

图 3 孔隙比和平均净应力关系曲线 

Fig. 3 Relationship between net mean stress and void ratio   

图 4 硬化效应和饱和度关系曲线 

Fig. 4 Relationship between hardening effect and degree of  

.saturation   

Sun 等[19]对不同初始密实度条件下的非饱和珍珠

黏土进行了各向同性的压缩试验，3 个非饱和试样的

初始孔隙比分别为 1.39，1.28 和 1.17，其超固结比分

别为 1.48，1.69 和 3.67。3 个试样从 20 kPa 初始平均

净应力加载至 600 kPa 平均净应力，在加载过程中基
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质吸力保持 147 kPa 恒定。图 5，6 分别给出了孔隙比

和饱和度的试验结果和模型预测结果，在加载过程中，

模型能够模拟连续平滑变化的弹塑性应力应变关系曲

线，也能够预测在加载过程中饱和度随着净应力的变

大而升高的现象，模型的预测结果与试验结果较吻合，

验证了本文提出的隐式应力积分算法的正确性。 

图 5 孔隙比预测值和实际值对比 

Fig. 5 Comparison of void ratios between experimental data and  

predictions   

 

图 6 饱和度预测值和实际值对比 

Fig. 6 Comparison of degrees of saturation between experimental  

data and predictions 

4.2  水力-力学耦合本构模型的数值分析应用 

本节将上文所述算法用 FORTRAN 语言编程并嵌

入有限元计算程序，利用有限元程序分析地下水位上

升对土质边坡的影响。有限元分析的模型尺寸及边界

条件由图 7 给出，模型采用的力学部分材料参数：

0.025  ， 0.012  ， 1.0M  ， 4.5a   ， 0.0b  ，

0.3  ， 0.55  ，R=1.0；水力部分材料参数：

w 10.0a  ， w 1.0m  ， w 2.0n  ， 0
r 1.0S  ， res

r 0.2S  ，

0.0  ， H  ，
r

0.0S  。分析地下水位由-5 m
上升至 0 m 对土质边坡的影响，在数值分析中，土骨

架采用八节点等参单元，孔隙流体采用四节点等参单

元，模型共划分为 823 个单元，建立了 2600 个节点。

在有限元分析时建立两个分析步分析水位变化对土质

边坡的影响：第一步，地应力平衡，获得初始条件的

应力分布；第二步，水位上升分析步。在水位上升分

析步中，设定非饱和土质边坡的初始超固结比为 1.0，
即边坡处于正常固结状态。在水位上升分析步计算结

束后，采用 Femap 软件对计算结果后处理，图 8，9
分别为水位上升至坡脚处时 x 和 y 方向的位移云图，

随着地下水位的上升，坡脚下方 0～-5 m 深度范围内

的孔隙水压力由初始的负孔隙水压力变为正孔隙水压

力，坡脚上方 0～5 m 高度范围内的基质吸力减小，

并且由于地下水位的上升，整个土质边坡的饱和度都

呈现上升趋势，土体单元中的基质吸力降低，使得土

体单元的骨架应力降低。由于骨架应力的降低，则土

体单元中的骨架应力会小于应力历史上的最大应力，

所以在地下水位上升的过程中，土质边坡中的土体单

元有可能会处于超固结状态。若土质边坡在地下水位

上升的过程中由正常固结状态变为超固结状态，则土

体单元经历的应力路径为应力卸载，则土质边坡会发

生弹性回弹。由图 8 可知，在坡脚下方约-3 m 处，土

体发生弹性回弹，说明该部分土体受到地下水位上升

的影响，变为超固结状态，而坡脚上方土体由于饱和

度的降低使得土体的屈服应力也降低，虽然土体中有

效应力降低了，但是并不会变成超固结土，所以该部

分土体发生湿陷，如图 8，9 所示，边坡的最大沉降发

生在坡顶处，而最大水平位移发生在土坡中部位置，

边坡最大的水平位移达到 21 cm，表明地下水位的上

升会对土质边坡的稳定性产生一定的影响。 

图 7 土质边坡模型 

Fig. 7 Model of soil slope 

图 8 x 方向位移云图 
Fig. 8 Displacement contours in direction of x  

图 9 y 方向位移云图 
Fig. 9 Displacement contours in direction of y 
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5  结    语 
本构模型的隐式积分算法能够较好地解决本构

模型显示积分算法应力从屈服面上漂移的问题，提高

数值计算结果的精度，本文对文献中已有的水力–力
学耦合的非饱和土模型进行研究，推导了超固结非饱

和土水力–力学耦合的本构模型的隐式积分算法，并

给出本构模型的一致切线模量，最后对文献中不同初

始孔隙比条件下非饱和土样的压缩试验结果进行预

测，通过预测结果和文献中给出的试验数据对比得

出，本文给出的水力–力学耦合的超固结非饱和土本

构模型能够较好地预测超固结土在加载过程中连续

平滑的应力应变关系，证明了本文所推导的隐式应力

积分算法的正确性，最后采用该积分算法对某非饱和

土质边坡在地下水位上升的情况下进行分析，计算结

果表明地下水位上升时边坡会发生较大变形，对边坡

的稳定性产生影响。 
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