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基于非局部 Biot 理论下饱和土中深埋圆柱形衬砌 
对平面弹性波的散射 
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摘  要：基于 Biot 饱和多孔介质理论和非局部弹性理论，构建了非局部 Biot 运动方程及本构方程。利用波函数展开法

及饱和土与衬砌边界连续条件和衬砌内边界自由边界条件，求解了饱和土体中圆柱形衬砌对平面波散射问题的解析解。

并通过将该解退化为单相介质中及经典 Biot 理论下衬砌对平面 P 波散射稳态解，验证了计算结果的正确性。研究结果

表明，衬砌内边界及外边界动应力集中因子均随非局部因子的增大而减小；隧道内边界动应力集中因子分布曲线随非

局部因子的减小而扩大；当入射波频率大于 0.045 MHz 时，饱和土中空隙尺寸及空隙动力的影响将不可忽略；非局部

因子一定时，衬砌外径与内径比越大则衬砌内边界动应力集中因子越大，且当衬砌较薄时，衬砌内边界动应力集中因

子可能产生负值。 
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Scattering waves generated by cylindrical lining in saturated soil                      
based on nonlocal Biot theory 
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Abstract: Based on the Biot theory and the nonlocal elastic theory, the nonlocal Biot governing equations are proposed. The 

analytical solutions to the scattering wave fields generated by the cylindrical lining structure under incident plane waves are 

obtained utilizing the wave function expansion method under specific boundary conditions. The solutions are verified by 

degenerating the two-phase materials into single-phase ones and by comparing with the classical Biot theory as well. It is shown 

that the dynamic stress concentration factors on the inner and outer surfaces of the lining decrease with the increasing nonlocal 

factor. The distribution curves of dynamic stress concentration factor on the inner surface of the tunnel increase with the 

decrease of nonlocal factor. The influences of pore size and porosity dynamics in saturated soils cannot be ignored when the 

frequency of incident waves is greater than 0.045 MHz. For a certain nonlocal factor, the dynamic stress concentration factor 

increases with the increase of the ratio of outer radius to inner radius of the lining. The dynamic stress concentration factor may 

be negative on the inner surface of the lining for a thin lining. 
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0  引    言 
随着地下空间开发规模的持续扩大，地下结构的

安全性问题日益受到重视。地下隧道及各类管道等重

要地下结构常会受到弹性波作用（如地震波），波对地

下结构的动力作用将影响其使用安全，甚至会引起结

构破坏。确定弹性波所引起的地下结构动力响应是地

球物理学及土木工程领域中一个重要的工程问题。 
针对地下空间圆形衬砌对弹性波的散射问题，国

内外已有许多学者做了相关研究。Pao 等[1]采用波函

数展开法开创性地研究了无限空间中的圆形洞室在弹

性波入射下的动应力集中问题；随后 Lee 等[2-3]运用复
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变函数法推导出了半无限空间中洞室对 P 波和 SV 波

散射问题的解析解；Karinski 等[4]研究了全空间中平面

波对饱和土体中衬砌结构动应力集中因子的影响；李

伟华等[5-6]基于 Biot 理论，首次建立了求解饱和土中

圆柱形孔洞对平面 P 波散射问题的波函数展开法，并

采用 Laplace 变换和波函数展开法研究了深埋圆柱形

隧道衬砌对瞬态平面 P 波和 SV 波散射问题；胡亚元

等[7]考虑了土颗粒压缩和固液两相的黏滞作用，推导

出饱和土中平面波在圆柱体上的散射及折射的理论

解；Catmiri 等[8]提出了无限空间中各向同性弹性多孔

材料中圆柱形孔洞对弹性波散射理论解；周香莲等[9]

基于 Biot 理论，采用复变函数法，研究了衬砌结构对

无限空间弹性稳态波散射问题的数值解。丁亚光等[10]

引入与实际工程更相符的半透水边界条件，得出半空

间饱和土中半渗透柱形壳体对平面 P 波的级数解答。 
以往的研究都是基于经典 Biot 理论[11-12]，虽然

Biot 理论在工程中得到了广泛的应用，但其推导是建

立在假设饱和土中的波长远大于孔隙尺寸，而忽略了

孔隙尺寸效应对波传播特性的影响。Lee 等[13]通过实

验发现波的频率在 0.3～1.0 MHz 范围内时有很显著

的负色散关系，而 Biot 理论的预测在此频率范围内并

不存在色散现象。实际上在高频情况下 Biot 理论假设

的波长远大于孔隙尺寸已不再成立，此时孔隙介质中

孔隙尺寸的大小对波的特性影响较为显著；此外，波

的传播会引起孔隙介质中孔隙大小的改变，倘若此变

形是周期性变化，则会在孔隙介质中产生一个惯性力，

称为孔隙动力[14]，显然，此惯性力随频率的增加而增

大；而 Biot 理论中没有考虑孔隙尺寸及孔隙动力对波

传播特性的影响。关于此类问题已有学者做了相关研

究，为考虑到孔隙尺寸及孔隙动力的影响，Eringen[15]

采用非局部本构关系替代了Biot理论中经典的线弹性

本构关系；Chakraborty[16]为预测负散射波，通过结合

非局部理论[15]和 Biot 理论，提出了非局部孔隙弹性理

论，但是由于其考虑了流体中的非局部效应，对 Biot
本构关系产生了“过修正”现象[17]；Tong 等[17]丢弃

流体中的非局部效应，重新推导了非局部–Biot 模型，

详细分析了非局部因子对波速的影响，得出非局部因

子可表示为孔隙尺寸影响因子和惯性力影响因子之和。 
本文将利用非局部–Biot 理论，运用波函数展开

法，通过引入势函数，根据饱和土体与衬砌结构交界

面的连续条件及衬砌内边界自由边界条件求解出势函

数表达式，推导出深埋衬砌对平面 P 波散射场的解析

解。以期为工程中深埋衬砌设计提供借鉴。 
 

1  计算模型及入射波场 
将饱和土中深埋圆柱形衬砌洞室视为无限长圆柱

形洞室，因此，可将问题简化为平面问题，如图 1 所

示。衬砌外径为 R1，内径为 R2，衬砌外为饱和土。 

图 1 计算模型 

Fig. 1 Computational model 

假设入射的平面 P(SV)波沿 x 正方向传播并入射

到衬砌外边界上，入射波势函数为 
1i( )( )

0e
k x ti      ，              (1) 

式中， 1k 为入射波波数， 0 为入射波振幅， 为入射

波圆频率。 
为求解方便，将入射波势函数展开为柱坐标系下

的级数形式[1]： 

( )
0 1

0
i J ( ) cosi n

n n
n

k r n   




  ie t   ，   (2) 

式中， J ( )n kr 为第一类 n 阶 Bessel 函数。当 0n  时，

n =1；当 1n≥ 时， 2n  。 

2  饱和土中的波场求解 
2.1  非局部弹性理论 

根据非局部弹性理论，若影响 P 点应力的应变场

区域半径为 r（如图 2 所示），则 P 点受到以 P 为圆心，

r 为半径范围内所有质点对其作用，若忽略体力作用，

则线性、可变形、各向同性非局部弹性固体的基本方

程为[17] 
( ) ( , ) d ( )ij ijkl klV

C V     r r r r  ， (3) 

, ,
1 ( )
2ij i j j iu u     。                (4) 

式中  ijklC 为各向同性弹性模量张量； ij 和 ij 分别为

应力和应变张量； ( , ) r r 为非局部模量； r r 为

空间距离； 为非局部因子，体现了饱和土中孔隙尺

寸和孔隙动应力的影响[17]。 
2.2  饱和土中散射波场的求解 

入射波入射到衬砌外边界后，在饱和土中产生向

外传播的散射波。衬砌外饱和土为两相饱和多孔介质，

考虑非局部弹性理论（不考虑液体的非局部影响）下： 
直角坐标系下饱和土体的本构关系为[17] 

2 2 L(1 ) ij ij       ，            (5a) 

2 ( )L
ij ij ij c M           ，   (5b) 

fP M M       ，            (5c) 
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      ，u w   。          (5d) 

式中  L
ij 为 Biot 理论中饱和土体总应力； ij 为考虑

非局部理论下饱和土体中总应力； 2 为 Laplace 算子；

ij ， 分别为土骨架的应变和体应变； fP 为孔隙水压

力；  ， c 为土骨架的 Lame 常数； ij 为 Kronecker
符号，当 i j 时， 1ij  ， i j 时， 0ij  ； 为单

位体积中流体体积变化量； ，M 为 Biot 参数。 

图 2 非局部弹性理论示意图 

Fig. 2 Schematic of nonlocal elasticity theory 

饱和土中土骨架和流体的运动方程为[17] 
2 2( + ) +M M          u u w  

2 2
f(1 )( )      u w   ，          (6a) 

f
f

0

+ ( )M M F
n k
 

          i i iu w u w w 。(6b) 

式中  u ，w 分别为土骨架位移和流体相对于土骨架

位移； 0 s f(1 )n     ， 为饱和土平均密度， s 为

土颗粒密度， f 为流体密度， 0n 为孔隙率；为空隙

间流体的黏滞系数；k 为渗透系数； ( )F  为黏性修正

系数；为入射波圆频率。 
根据 Biot 高频理论[11]，黏性修正系数 ( )F  表达

式为 
( )( )

4(1 2i ( ) / )
TF

T
 


 




  。        (7) 

式中  c/f f  ，圆孔状孔隙时， 8  ；裂缝

状孔隙时， 16 / 3  ，  为弯曲因子； ( )T    
ber ( ) ibei ( )
ber( ) ibei( )

 
 
 


，ber 和 bei分别为第一类零阶开尔文

函数的实部和虚部。 
为简化饱和土中的运动方程，引入两个土骨架部

分的标量势函数和矢量势函数 s1 和 s1 ，及两个流体

部分的标量势函数和矢量势函数 s2 和 s2 。根据

Helmholtz 矢量分解定理有 
s1 s1 s2 s2     ，u + w +    。  (8) 

将式（8）代入式（6），并均略去时间因子 ie wt ，得 
2 2 2 2 2 2 2

s1 f s2

2 2
s1 f s2

2 2 2 2f
s1 s 2 f s1 s 2

0

( +2 ) ( )

                                         

i+ ( )

M M

M M F
n k

          

    

 
        

      


  


         
 

，

，

(9a) 
2 2 2 2 2 2 2 2

s1 f s2 s1 f s2

2 2f
f s1 s2

0

( ) =

i ( ) 0 F
n k

        

 
   

      


 
   
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，

。

   

 

(9b) 
由式（9a）、（9b）可得 

2 2
s1 1 s1

2 2
s1 2 s1

2 2
s1 3 s1

+ =0 
+ =0 

0 

a a

b b

k
k

k

 

 




 
  

，

，

。  

            (10) 

式中  s1a ， s1b 分别为土骨架中快波势函数和慢波势

函数，土骨架中标量势函数为 s1 s1 s1a b    ； s1 土

骨架中剪切波势函数。 1k ， 2k 为饱和土中压缩波波数，

3k 为饱和土中剪切波波数。 
2

1 1 22 4
2jk

   
   ，        (11a) 

2
2 4 3 7
3

7 8 4 9

k
  
   





  ，          (11b) 

式中， 

1 7 3 6 2 4 4 5
1

1 6 2 5

       


   
   




， 4

2
3 7

2
1 6 2 5

  


   





， 1   

2 2 2( +2 )M      ， 2 2
2 fM      ， 3 =  

2 ， 2
4 f    ， 5 M  ； 6 =M ， 7   

2f

0

i( + ( )F
n k
  

 
 
 

， 2 2
8 =    ， 9  2 2

f   。 

由式（10）可知，势函数满足 Helmholtz 方程，

由分离变量法可求出势函数在极坐标下的通解，通解

具体表达式见文献[6]。 
流体部分势函数与土骨架势函数的幅值为固定的

比值，因此可确定流体部分势函数为 

s2 1 s1 2 s1= a b       ，         (12a) 

s2 3 s1    ，              (12b) 

式中， 
2

2 4 3 6 5 2 1 6

4 6 2 7

( ) j
j

k       


   

  



( 1, 2j  ) ， (13a) 

3 4 7/      。                  (13b) 
2.3  饱和土中总波场 

饱和土中总波场是由入射波场和饱和土中散射波

场组成。 
（1）入射波为 P 波时： 

( )
1 s1 s1

i
a b        ，         (14a) 

1 s1    ，                  (14b) 
( )

2 1 s1 2 s1( )i
a b          ，    (14c) 



1566                         岩  土  工  程  学  报                                    2018 年 

2 3 1    。                 (14d) 

（2）入射波为 SV 波时： 
1 s1 s1a b      ，             (15a) 

( )
1 s1

i     ，             (15b) 

2 1 s1 2 s1a b        ，          (15c) 
( )

2 3 1 )i       。           (15d) 

式中  1 ， 1 为饱和土中土骨架部分总波场的标量势

函数和矢量势函数； 2 ， 2 为饱和土中流体部分总波

场的标量势函数和矢量势函数。 
限于篇幅，本文仅考虑入射波为 P 波的情况。 

3  衬砌的波场求解 
衬砌为单相固体介质，将衬砌视为弹性均匀介质，

因此衬砌内存在两种波，即压缩波和剪切波。在直角

坐标系下，其运动方程及本构关系为 
2

2 s 2 2 s sd s( )         u u u   ，  (16a) 

2 22ij ij ij         。             (16b) 

式中， su 为衬砌介质位移， sd 为衬砌的密度， 2 ， 2
为衬砌结构的拉梅常数。 

衬砌内存在与饱和土交界面引起的折射波和衬砌

内表面产生的散射波。求解衬砌内波场的方法与求解

饱和土中波场方法相同，引入与饱和土交界面引起的

折射波标量势函数 1
sd 和矢量势函数 1

sd ，及内表面产

生的标量势函数 2
sd 和矢量势函数 2

sd 。衬砌内势函数

表达式及波数表达式见文献[6]。 

4  边界条件及待定系数求解 
利用边界条件求解上述势函数中的待定系数。考

虑饱和土体与衬砌交界面的连续条件可得当 1r R
时， 

s

s

f s

s

 
 

 
 

r r

rr r

r r

u u
u u

P
 

 

 
 

 
 
  
 

，

，

，

。

           (17a) 

假设饱和土体与衬砌交界面为不透水边界，即在

边界处孔隙水压力在 r 方向的水力梯度为零[18]，由此

可知：当 1r R 时， 
f 0

P
r





  。             (17b) 

衬砌内表面自由边界条件为：当 2r R 时， 
s

s

0 
0 

r

r




 
 

，

。
               (17c) 

式中  ru ， sru 分别为饱和土土骨架和衬砌结构的径向

位移；u ， su  分别为饱和土土骨架和衬砌结构切向

位移； rr ， s r 分别为饱和土土骨架和衬砌结构的法

向应力； r ， sr 分别为饱和土土骨架和衬砌结构的

切向位移。 
由式 5（a）可知， 2 2 4 4+ +L L

ij ij ij ij        ，由

于 为很小的量，因此可将高阶小量 4 4
ij  略去，由

此可得考虑非局部理论下总应力表达式为 
2 2

c=(1 )[2 ( )]ij ij ij M            。 (18) 

因此，由式（5）、（8）及式（18）可得在柱坐标

下饱和土中位移、应力与势函数的关系如下： 

1 11
ru

r r



 

 
 


  ，           (19a) 

1 11u
r r




 
 

 


  ，           (19b) 

2 21
rw

r r



 

 
 


  ，           (19c) 

2 2
2 2 41 1 1

1 12 2

1 12rr c cr r r r


      
 

   
            

 

2 2
2 2 2 2 41 1 1

2 22 2

1 12 M M
r r r r


     
 

   
       

    
，

 

    (19d) 
2 2

f 1 2P M M         ，          (19e) 
2 2

1 1 1 1
2 2 2

1 1 1 1=2 2
r r r r r r

 
  

  
      

      
       

 
 

2
c 1 

2
2 4 2 2 1 1

1 2 2

1 12c r r r
 

   


  
     
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2
2 2 41 1

2 22

1 1 M M
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    
 

 
    

   
   ， (19f) 

2 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1=2r r r r r r r r
 

  
  

       
               

    
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2 2 2 2
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 


  
     

            
  

。 

(19g) 
由式（16b）及势函数可得衬砌中应力、位移与势

函数在柱坐标下关系为 
sd sd

s
1

ru
r r



 

 
 


  ，        (20a) 

sd sd
s

1u
r r




 
 

 


  ，        (20b) 

2 2
2 sd sd sd

s 2 sd 2 2 2

1 12r r r r r


   
 

   
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 ，  

(20c) 
2

2 sd sd2
s 2 sd 2

2 1+
r r r

 
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
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 sd sd22 1
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 
 
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  ，       (20d) 

2
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2 2
sd sd sd

2 2 2 2

1 1
r r r r

  



   

     
 。 (20e) 

将饱和土及衬砌内势函数表达式，代入式（19）、
（20）中，并利用式（17）的边界条件，可求解出势

函数中各待定系数，待定系数系数矩阵如下： 
31 32

(2) (1) (2) (1)
14 14 15 1511 12 13
(2) (1) (2) (1)
24 24 25 2521 22 23
(2) (1) (2) (1)
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(2) (1) (2)
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1
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0
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ET

     
     
     
     
     
     
     
     
     
     

   

，

(21) 
式中， nA ， nB ， nC ， 1nD ， 2nD ， 1nE ， 2nE 为势函数

中待定系数，系数矩阵中参数表达式参见附录。将式

（21）求出的待定系数，代入应力及位移表达式中即

可求出饱和土和衬砌内应力及位移值。 

5  结果验算与算例分析 
在工程实际中，人们所关心的问题是饱和土与衬

砌交界面或者衬砌内侧边界的动应力集中因子，即界

面上切向应力与入射应力最大幅值的比值[1]。 
*
s s 0/      ，            (22) 

式中，饱和土介质中， 2
0 1 0( 2 )      k ，衬砌介质

中， 2
0 2 2 0( 2 )k      。 

5.1  结果验算 

（1）与文献[1]计算结果对比 
为验算本文计算的正确性，将本文计算结果与文

献[1]结果进行对比，为此将本文求得的饱和土中深埋

圆柱形衬砌对平面 P 波散射解退化为单相介质中衬砌

对平面 P 波散射的稳态解，即取 0  ，M=0， f 0  ，

0  。令衬砌内外径之比 R1/R2=1.1，介质与衬砌剪

切模量之比为 2.9，P 波在土介质及衬砌中波速之比为

1.5，k1R2=0.2（k1为入射 P 波波数，R2为衬砌外径）。

计算所得衬砌内侧动应力集中因子 *
s 沿着衬砌内径

分布图，见图 3 所示。图 3 动应力集中因子分布曲线

与 Pao 等[1]研究结果（图 4.6a）一致，说明了本文公

式推导结果的正确性。 
（2）与文献[9]计算结果对比 
将本文基于非局部Biot理论求得的饱和土中深埋

圆柱形衬砌对平面 P 波散射的解，退化为基于 Biot
理论的解，即取 0  ， ( ) 1F   。饱和土及衬砌的物

理力学参数与文献[9]中参数一致[9]，计算所得衬砌外

边界动应力集中因子沿衬砌外径分布曲线如图 4 所

示，由图 4 可知动应力集中因子分布曲线与文献[9]中
图 2 研究结果一致，由此说明了本文推导的正确性。 

图 3 本文退化为单相介质与文献[1]结果比较 

Fig. 3 Comparison of results of degenerated solutions to single-  

..phase medium by proposed method and Ref. [1] 

 

图 4 本文退化解与文献[9]结果比较 

Fig. 4 Comparison of results of degenerated solutions by proposed  

present method and Ref. [9] 

5.2  算例分析 

饱和土介质参数如下：土骨架密度 s 2650   
kg/m3，流体密度 f 1000   kg/m3，孔隙率n  0.308，
泊松比 =0.3 ，剪切模量 6=24.9 10  Pa ，拉梅常数

  6.464× 810 Pa ，流体黏滞系数 1.0  ×10-3 Pa s ，

黏滞力修正系数 ( ) 1.1886F   ，渗透系数 1.0k  ×
810 2m ，Biot 参数 0.982  ，M  5.745 × 910 Pa 。 
衬砌结构参数如下：材料密度 sd 2700   3kg/m ，

剪切模量 2 44.9  × 610 Pa ，拉梅常数 2  1.225× 
910  Pa 。为便于分析，衬砌外径取 R1=3.0 m，分别取

R1/R2=1.05，1.1，1.15；入射波幅值 0 =1。 
图 5，6 给出了 R1/R2=1.1 时，P 波入射情况下，

衬砌内边界及外边界在角度为 π 和 π /2 时，动应力集

中因子随非局部因子的变化曲线。由图可知，衬砌内

边界及外边界动力集中因子均随非局部因子 的增加

而降低，且在角度为 π /2 处，入射波所引起动应力集

中因子大于角度为 π 处。由此可知，采用经典 Biot 理
论的计算结果大于非局部–Biot 理论下的计算结果。 

图 7，8 分别为角度在 =π，π /2 处，非局部 Biot
理论及经典Biot理论下衬砌内边界动应力集中因子随

入射波频率变化曲线。由图可知，在频率小于 0.045 
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MHz 时非局部 Biot 理论计算结果与 Biot 理论计算结

果变化规律及数值大小基本一致，频率范围在 0.045～
0.08 MHz 内时，非局部 Biot 理论计算结果波动幅度

较大，而 Biot 理论计算结果在此范围内波动很小，入

射频率大于 0.08 MHz 后，非局部 Biot 理论下动应力

集中因子已基本趋向于 0，而 Biot 理论下动应力集中

因子不为 0，且存在较小的波动。由此可知，当入射

波频率大于 0.045 MHz 时，饱和土中空隙尺寸及空隙

动应力的影响将不能忽略。 

 

图 5 衬砌内边界动应力集中因子与非局部因子 关系曲线 

(R1/R2=1.1) 
Fig. 5 Relationship between dynamic stress concentration factor  

  on inner face of lining and nonlocal factor (R1/R2=1.1) 

 

图 6 衬砌外边界动应力集中因子与非局部因子 关系曲线 

(R1/R2=1.1) 
Fig. 6 Relationship between dynamic stress concentration factor  

  on outer face of lining and nonlocal factor (R1/R2=1.1) 

图 7 θ= π 处衬砌内边界动应力集中因子随入射波频率的变化 

曲线 

Fig. 7 Curves of dynamic stress concentration factor on inner face  

of lining with frequency of incident waves at θ= π  

图 8 θ= π /2 处衬砌内边界动应力集中因子随入射波频率的 

变化曲线 

Fig. 8 Curves of dynamic stress concentration factor on inner face 

of lining with frequency of incident waves at θ= π /2 

图 9 给出了 R1/R2=1.1 时，非局部因子 =0.000，
0.005，0.010 时衬砌内边界动应力集中系数沿衬砌内

边界的分布曲线。由图可知，非局部因子越大，则动

应力集中因子越小，且在 90°～150°（或 210°～ 
270°）范围内动应力集中因子随非局部因子变化较为

明显，而其他部位变化较小，由此可知，不考虑空隙

尺寸的大小情况下得到动应力集中因子偏大。 
图 10 为非局部因子 =0.010 时，衬砌半径比为

R1/R2=1.05，1.1，1.15 时，衬砌内侧动应力集中因子

沿衬砌内边界分布曲线。由图可知，衬砌越厚则内边

界动应力集中系数越大，这与 Pao 等[1]的研究结果一

致。从图中还可以看出，在衬砌厚度较小时，衬砌内

边界的动应力集中系数可能为负值，即衬砌内侧实际

应力值与入射波应力符号相反。 

 
图 9 不同非局部因子时衬砌内边界动应力集中因子分布曲线 

Fig. 9 Distribution curves of dynamic stress concentration factor  

   on inner surface of lining with different nonlocal factors 

 
图 10 不同半径比时衬砌内侧动应力集中因子分布曲线 

Fig. 10 Distribution curves of dynamic stress concentration factor  

 on inner surface of lining with different radius ratios 



第 9 期                 徐长节，等. 基于非局部 Biot 理论下饱和土中深埋圆柱形衬砌对平面弹性波的散射  1569 

 

 

6  结    论 
基于非局部 Biot 理论，利用波函数展开法，求解

P 波入射条件下，饱和土介质中圆柱形衬砌动应力响

应问题。将求得的饱和土中衬砌对平面 P 波散射解退化

为单相介质及饱和土中衬砌对平面 P 波的稳态解，并将

计算结果与文献[1]和文献[9]结果比较，结果一致。此

外，本文还分析了非局部因子对动应力集中因子的影

响、入射波频率对动应力集中因子变化的影响及衬砌直

径比对动应力集中因子的影响，得出如下结论： 
（1）衬砌内外边界动力集中因子均随非局部因子

的增加而降低。且在角度为 π /2 处，入射波所引起动

应力集中因子大于角度为 π 处。 
（2）随入射波频率增加，非局部 Biot 理论与经

典 Biot 理论计算结果在频率小于 0.045 MHz 时，两种

理论计算结果变化规律及数值大小基本一致，在频率

范围为 0.045～0.08 MHz 时，非局部 Biot 理论下的计

算结果波动幅度很大，在频率大于 0.08 MHz 时，非

局部 Biot 理论计算结果基本为 0，而经典 Biot 理论计

算结果仍有较小的波动。由此可知，当入射波频率大

于 0.045 MHz 时，饱和土中孔隙尺寸及孔隙动应力的

影响将不能忽略。 
（3）衬砌外内径比一定时，非局部因子越大，则

动应力集中因子越小，且在 90°～150°（或 210°～

270°）范围内动应力集中因子随非局部因子变化较为

明显，而其他部位变化较小。 
（4）非局部因子一定时，衬砌越厚则内边界动应

力集中系数越大，且衬砌厚度较小时，衬砌内边界的

动应力集中系数可能为负值。 
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式中，下标 j =1，2，当 j =1 时为快波波数 1k ，当 j =2
时为慢波波数 2k ；上标 i =1，2，当 i =1 为第一类 Hankel
函数，当 i =2 时为第二类 Hankel 函数。

 


