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成层软土地基上土堤填筑稳定性的塑性极限分析 
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摘  要：针对成层软土地基上土堤填筑的稳定性分析问题，考虑地基土体的不排水抗剪强度既随土层变化又随深度任

意线性变化，根据工程实践中揭示的堤基深层破坏模式，基于塑性极限分析的上限理论，构建满足运动许可的对数螺

旋线与圆弧组合的转动破坏机制，建立了便于快速评估成层软土地基上土堤填筑稳定性的临界高度、无量纲化的稳定

数、稳定图、最小安全系数和临界滑动面的分析计算方法，并将计算结果与 2 个土堤失稳现场试验工程案例的实测结

果进行了对比。结果表明，采用本文方法计算得到的土堤最小安全系数接近于土堤失稳时的最小安全系数的理论值 1.0，
计算确定的临界滑动面也与实测的临界滑动面比较接近，从而验证了本文方法的适用性。 
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Plasticity limit analysis of stability of embankment fill on layered soft soil ground 
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Abstract: The stability of embankment fill on layered soft soil ground is analyzed. For each layer of soft soil, arbitrarily 

linearly increasing undrained shear strength with depth is considered. According to the deep-seated failure mode revealed from 

engineering practice, a logarithmic spiral and an arc combined rotational failure mechanism is constructed for the fulfillment of 

the kinematical admissibility based on the upper bound theory of plasticity limit analysis. The methods for the analysis of the 

critical embankment height, non-dimensional stability number, stability charts, the minimum factor of safety and the critical slip 

surface are established for rapid evaluation of the stability of embankment fill on layered soft soil ground. Comparisons are 

made of the calculated results with the measured ones from two case histories of field tests of embankment failure. It is shown 

that the minimum factor of safety derived from the proposed method is basically identical to the theoretical value of 1.0 of the 

minimum factor of safety for embankment instability. The critical slip surface determined by the proposed method is 

approximately consistent with the measured one. The applicability of the proposed method is thus verified. 
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0  引    言 
成层软土地基上土堤填筑的稳定性分析是路堤、

海堤等工程设计中必不可少的研究内容。已有的试验

结果[1-11]表明，软土地基上土堤填筑失稳的破坏模式

主要表现为堤基软土的深层破坏，而且，堤基软土的

不排水抗剪强度通常都呈现出既随土层又随深度而变

化的特征。工程实践中，普遍采用基于较多假设条件、

理论上较为简单的极限平衡法开展土堤填筑稳定性的

设计计算，虽然可以考虑土层间不排水抗剪强度的差

异，但不便于考虑土层内不排水抗剪强度随深度的变

化特性。相比而言，极限分析法在理论基础的严格性、

考虑抗剪强度的实际变化特性、构建稳定性分析的解

析或半解析方法以提升设计效率方面，却具有明显的

优势。为此，本文考虑成层软土地基土层间不排水抗

剪强度的非均质性，以及土层内不排水抗剪强度随深

度任意线性变化特性，依据堤基深层破坏模式，建立

针对成层软土地基上土堤填筑稳定性的极限分析计算

方法。 
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1  稳定性极限分析模型 
依据上述思路，本文所针对的成层软土地基上土

堤填筑的稳定性极限分析模型如图 1 所示。其中，土

堤的坡高和坡角分别设为 H 和 ，土堤的重度、黏聚

力和内摩擦角分别设为 ，c， ，软土地基设由 n 层

土组成，第 i 层土的重度设为 i ，土层顶面自地表起

算的深度为 zi，其不排水抗剪强度 cui假设为随深度 z
线性变化，即 

         u u0( ) ( )i i i ic z c z z     ，         (1) 
式中，cu0i为第 i 土层顶面的不排水抗剪强度， i 为第

i 土层不排水抗剪强度随深度线性变化的斜率。 

 

图 1 成层软土地基土堤填筑稳定性极限分析模型 

Fig. 1 Model for limit analysis of stability of embankment fill on  

layered soft soil ground 

土堤填筑稳定性安全系数 Fs定义为 

  u
s

um m m

tan
tan

i

i

c cF
c c




     ，        (2) 

式中，cumi为第 i 层土动用的不排水抗剪强度，cm和 φm

分别为土堤动用的黏聚力和内摩擦角。 
考虑软土地基上土堤填筑失稳的深层破坏模式，

依据极限分析的上限定理[12]，则在土堤内满足相关联

流动法则和运动许可的滑动面形状为对数螺旋线形，

其数学方程为 

            
 0

s

tan

0e
Fr r
 

   ，            (3) 

式中，r 和 θ 分别为图 1 中以 O 点为极坐标原点的极

径和从水平线开始沿顺时针方向定义的极角，r0和 θ0

分别为对数螺旋线起点 B 的初始极径和极角。 
在成层软土地基中满足相关联流动法则和运动许

可的滑动面形状为，从对数螺旋线终点 D（r = hr ，θ = 
θh）开始，至终点 E 结束（其对堤肩 A 点的仰角设为

β′），并与对数螺旋线具有相同转动中心的圆弧形，其

数学方程为 

            
 h 0

s

tan

h 0e
Fr r r
 

    。         (4) 

因此，图 1 所示的滑动面形状是由土堤中的对数

螺旋线 BD 和成层软土地基中的圆弧线 DE 所组成的

复合滑动面。 
设圆弧滑动面的底所处的深度为 Hk，其穿越的地

基土层数为 k，则 
h h(1 sin )kH r    

 h 0
s

1 tan

h
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e (1 sin )FHH
r
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 .， (5) 
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其中，I 为阶跃函数，即 
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≥
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式中，−0.001 m 是考虑当圆弧滑动面的底正好位于某

土层 i 的顶面即土层 i − 1 的底面，亦即 Hk = zi时，(Hk 
− zi)对应的阶跃函数 I 给出的值为 1 将导致多计入 1
个土层数，为避免之而特意设置的。 

令图 1 中圆弧滑动面与其所穿越的第 i 层土的顶

面的交点和滑动圆心的连线与水平线的夹角为 θi，则

由几何关系可得 
 h 0

s

tan

h
0

arcsin sin e Fi
i

z H
H r

 
 

   
   

   
  。 (8) 

圆弧滑动面的底和滑动圆心的连线与水平线的夹

角则设为 

 1
π
2k     。               (9) 

2  稳定性分析计算方法 
根据塑性极限分析上限方法[12]，成层软土地基上

土堤填筑失稳时，滑动面上方滑动体重力所做的功率

应等于滑动面上的内能耗散率，因此，土堤的稳定性

分析计算方法可以依此建立。 
2.1  滑动体重力所做的功率 

直接对滑动体ABDEFA计算其重力所做的功率W
是十分困难的，不过，可以通过间接的方法计算得到，

即，先分别计算 OBDO，ODEO，OBAO，OAEO 和

AFEA 区对应的土体自重所做的功率 W1，W2，W3，

W4和 W5，然后叠加。则滑动体 ABDEFA 的重力所做

的功率为 
 1 2 3 4 5W W W W W W      。 (10) 

计算对数螺旋区 OBDO 重力所做功率 W1时，应

先对该区域取微元体，如图 2（a）所示，微元体所做

功率为 
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2 3
1

2 1 1d cos d cos d
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W r r r           
  

， (11) 

式中，为滑动体的转动角速度。 
将该微元体所做功率沿 BD 段积分，即可得到对

数螺旋区 OBDO 重力所做功率为 

 h
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W r r f
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其中， 
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图 2 功率计算详图 

Fig. 2 Calculation details for work rate 

同理可得，扇形区 ODEO 重力所做功率为 
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1 cos d 0
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
    。   (14) 

计算三角形区域 OBAO 重力所做功率 W3时，可

采用该区域的重力与其重心速度的垂直分量（如图 2
（b）所示）的乘积求得，即 

3
3 0 0 0 0 0 3

1 sin (2 cos )
6

W Lr r L r f       ， (15) 

式中，L 为图 1 所示线段 AB 的长度； 
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同理可得，三角形区域 OAEO 和 AFEA 重力所做

功率 W4和 W5分别为 
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其中， 
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将式（12）、（14）、（15）、（17）和（18）代入式

（10）可得滑动体 ABDEFA 重力所做的功率为 
 3

0 1 3 4 5( )W r f f f f      。      (21) 

上式中，函数 f1，f3，f4和 f5对应的表达式分别为

式（13）、（16）、（19）和（20），这些表达式中，H/r0

和 L/r0的值可以根据图 1 的几何关系计算得到 
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综合上述表达式可以看出，滑动体 ABDEFA 重力

所做的功率是0，h和  这 3 个未知数的函数。 
2.2  滑动面上的内能耗散率 

内能耗散发生在滑动面即速度间断面 BD 和 DE
这两部分之上，其内能耗散率可以通过微分面积 rd/ 
cos与黏聚力 c或不排水抗剪强度 cui以及间断面的切

向速度rcos连乘后，在滑动面上进行积分计算得

到。 
滑动面 BD 段的内能耗散率为 

h
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其中， 
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考虑滑动面 DE 段相对于滑动圆心 O 点垂线的对

称性，及成层地基各层土中不排水抗剪强度 cui随深度

z 按式（1）呈线性变化，DE 段在第 i 层土中的内能耗

散率为 
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根据图 1 所示的几何关系，地基中圆弧滑动面上

任一点的深度 z 与第 i 土层顶面的深度 zi之差为 
 h (sin sin )i iz z r       ，       (27) 
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将式（27）代入式（26）可得 
2u01

0tani i
c

Q r q


   ，            (28) 

其中， 
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复合滑动面 BD 和 DE 总的内能耗散率则为 
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式（30）中的函数 q0和 qi对应的表达式分别为式

（25）和（29）。综合这些表达式可以看出，复合滑动

面 BD 和 DE 上的内能耗散率也是0，h和  这 3 个

未知数的函数。 
2.3  土堤的临界高度、最小安全系数和稳定数 

根据塑性极限分析上限方法[12]，成层软土地基上

土堤填筑失稳时，滑动面上方滑动体重力所做的功率

（式（21））应等于滑动面上的内能耗散率（式（30）），
即 
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式（31）可以改写为 
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其中， 
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式中，H/r0的表达式为式（22），函数 g 则是0， h 和

 的函数。 
当 Fs = 1 且 0 ， h 和  （  ≤  ）满足条件 
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； 0g






       (34) 

时，函数 g(0， h ，   )有一个对应于土堤失稳临界

高度的最小值，将其代入式（32）后，则可得到土堤

失稳临界高度 Hcr的一个最小上限值为 

  u01
cr 0 hmin ( , , )

tan
c

H g   
 

   。    (35) 

不过，由于式（33）所示函数 g 所包含的 qi项的表达

式（29）中也含有 H，因此，Hcr需要通过迭代求解确

定。 
由于函数 g(0，h，   )中含有（tan /Fs）项，

为求得土堤的安全系数 Fs，可以将式（32）改写为 

 u01

0 h

1
tan ( , , )

c
H g    




  。       (36) 

因此，土堤的最小稳定安全系数对应的表达式为 

 
 

u01

0 h

1
tan min ( )

c
H g    


， ，

 ， (37) 

式中，cu01/(  Htan )为土堤的稳定数[13]。 
通过输入参数 β，c/cu01，cu0i/cu01，ρiH/cu0i和 tanφ/Fs，

计算出式（37）的右端项，可以得到具有唯一关系的

[cu01/( tanH  )]与(tan /Fs)的稳定图，这样，依据土

堤的 cu01/( tanH  )值通过查图法就可以得到其对应

的(tan /Fs)值，则土堤的最小安全系数 Fs 可以依据

(tan /Fs)值和土堤的 值直接得到，无需迭代求解。 
2.4  求解方法 

为求得函数 g(0，h，   )的最小值，本文采用

Chen[14]提出的随机搜索优化法，该方法已在前期的研

究工作中证明是非常有效的[15]。本文继续利用该方

法，针对上述推导的计算公式，采用 Matlab 软件平台

编写程序进行计算。在优化计算过程中，以 3 个角度

(0，h，   )为搜索变量，给定初始值，并设定这 3
个角度的搜索精度为 0.001o，进行随机搜索得到函数

g(0，h，  )的最小值。将计算得到的 g(0，h，  )
的最小值代入式（35）则可得到土堤填筑的临界高度

的上限值 Hcr，与之相对应的滑动面即为临界滑动面。

依据式（37）则可得到与参数β，c/cu01，cu0i/cu01和ρiH/cu0i

相对应的具有唯一关系的量纲化为 1 的稳定数

[cu01/( tanH  )]与(tan /Fs)的稳定图，按照上节所述

的查图法则可得到土堤的最小稳定安全系数 Fs，将其

再代入程序中搜索，即可得到与之相对应的临界滑动

面。 

3  工程实例验证 
为验证本文所提出的成层软土地基上土堤填筑

稳定性塑性极限分析方法的工程适用性，针对 La 
Rochelle 等[10]和 Brand[3]报道的分别在加拿大和马来

西亚开展的软土地基上土堤填筑至失稳破坏现场试验

的工程案例，开展了计算和分析。 
3.1  加拿大土堤稳定性计算与分析 

La Rochelle等[10]
详细报道了 1个在加拿大开展的

海相软黏土地基上压实粗粒土土堤填筑至失稳破坏的

现场试验的工程案例。土堤的平均重度  为 19.2 
kN/m3

，土堤失稳时的堤高 H 为 3.9 m，土堤边坡的坡

比为 1∶1.5，对应的坡角 为 33.69°，土堤的抗剪

强度指标为 c = 0 kPa， = 44°。地基土体的不排水

抗剪强度计算参数采用 Leshchinsky 等
[16]

针对本工程

案例开展变分极限平衡法土堤稳定性分析时，与土堤
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失稳时的理论最小安全系数 Fs = 1.0 接近的计算结果

所选用的分段线性变化的不排水抗剪强度计算参数，

如表 1 第 2～4 列数据所示。 
表 1 试验土堤地基土体计算参数 

Table 1 Calculation parameters of ground soils for test  

embankments 
    加拿大土堤         马来西亚土堤    

土层 
i zi 

/m 
cu0i 
/kPa 

ρi 
/(kPa∙m-1) 

zi 
/m 

cu0i 
/kPa 

ρi 
/(kPa∙m-1) 

1 0.0 10.06 0.0 0.0 26.6 0.0 
2 1.83 10.06 0.522 2.0 12.8 0.0 
3 2.29 10.30 2.311 4.5 14.0 0.0 
4 4.57 15.57 2.86 7.0 17.5 0.0 
5 5.49 18.20 2.86 9.5 21.5 0.0 

基于上述参数，采用本文提出的塑性极限分析方

法计算得到的稳定图如图 3 所示，试验土堤和地基的

[cu01/( tanH  )]值对应的(tan /Fs)值如图中的带箭头

虚线所示，相应的最小安全系数为 1.008，与土堤失稳

时对应的最小安全系数的理论值 1.0 接近。计算得到

的临界滑动面的形状和位置如图 4 中的实线所示，与

图中虚线所示的实测临界滑动面的形状和位置虽然有

一定的差距，但也还算是可以接受的。 

 

图 3 加拿大试验土堤的稳定图 

Fig. 3 Stability chart for Canadian test embankment 

 

图 4 加拿大试验土堤的计算和实测临界滑动面 

Fig. 4 Calculated and measured critical slip surfaces for Canadian 

test embankment 

3.2  马来西亚试验土堤稳定性计算与分析 

Brand[3]
详细报道了1个在马来西亚开展的软黏土

地基上压实砂质黏土土堤填筑至失稳破坏的现场试验

工程案例。根据文中的报道，土堤的平均重度 为 20.4 
kN/m3

，土堤失稳时的堤高 H 为 5.4 m，土堤边坡的坡

比为 1∶2，对应的坡角 = 26.57°，土堤填土在不同

剪前固结应力条件下开展的不固结不排水三轴剪切试

验确定的抗剪强度指标
[3, 17]

为 c = 19 kPa， =26°。

地基土体的不排水抗剪强度计算参数采用 Chai 等
[17]

针对本工程案例开展简化 Bishop 法土堤稳定性分析

时所选用的分段均匀的不排水抗剪强度计算参数，如

表 1 第 5～7 列数据所示。 
基于上述参数，采用本文提出的塑性极限分析方

法计算得到的稳定图如图 5 所示，试验土堤和地基的

[cu01/( tanH  )]值对应的( tan /Fs)值如图中的带箭

头虚线所示，相应的最小安全系数为 0.976，与土堤失

稳时对应的最小安全系数的理论值 1.0 接近。计算得

到的临界滑动面的形状和位置如图 6 中的实线所示，

与图中虚线所示的实测临界滑动面的位置稍有偏离，

但形状较为接近。 

 

图 5 马来西亚试验土堤的稳定图 

Fig. 5 Stability chart for Malaysian test embankment 

 

图 6 马来西亚试验土堤的计算和实测临界滑动面 

Fig. 6 Calculated and measured critical slip surfaces for Malaysian  

test embankment 

4  结    论 
（1）基于严格的塑性极限分析理论，针对成层软

土地基上土堤填筑的稳定性问题，考虑成层软土地基

的不排水抗剪强度一般随深度线性变化的分布模式，

以及工程实践中揭示的堤基深层破坏模式，建立了稳
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定性分析计算方法，可以得到具有唯一性的稳定图。 
（2）通过 2 个工程案例分析，与土堤失稳现场试

验结果的对比表明，本文方法得到的最小安全系数与

试验结果基本一致，临界滑动面的形状和位置与试验

结果虽有所偏差，但尚在工程可接受的范围内，验证

了本文方法的适用性，可为成层软土地基上土堤填筑

的稳定性分析提供依据。 
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