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摘  要：在岩土工程中，可采用双尺度渐进展开法反演计算土体渗透率，其表征单元体（REV）的选取直接影响计算

的准确度。以海洋黏土渗透率为例，对 REV 颗粒形状、排列方式、建模维度以及对土体实际性状代表性等因素进行对

比分析。通过 4 种正多边形模型对比、圆形颗粒正对排布与交错排布对比、3D 与 2D 模型对比，计算结果均与实测值

存在较大偏差，而各对比模型彼此间差别不大，说明颗粒形状、排列方式与模型维度对计算准确度影响甚微。而在考

虑黏土颗粒多呈扁平状，以及颗粒表面存在强结合水膜的情况下，采用椭圆颗粒结合水膜单元模型（E-W 模型），其

计算准确度大大提高，并且能够在孔隙比较小时减小结合水膜带来的计算误差，说明 REV 能否充分表示土体实际几何

和物理特性是计算准确度的主要影响因素。E-W 模型对高岭土与伊利土渗透率的计算同样有较高的准确度，因此可将

其用作双尺度渐进展开法对黏土渗透率的计算 REV 模型。 
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Abstract: The determination of representative elemental volume (REV) directly affects the calculating accuracy in permeability 

calculation for clay using the asymptotic expansion method in geotechnical engineering. Using the sea clay as an example, the 

influencing factors are studied and compared. By contrasting the results of 4 different types of regular polygon models, and 

different unit arrangements which are parallel and staggered and different models in 2D and 3D, the calculated permeabilities 

show large deviations to the measured ones but little differences among each model. It is illustrated that the shape, arrangement 

and dimensions of the models have little influences in the calculating accuracy. The proposed elliptical particle combined with 

water film model (E-W model), which takes the consideration of the flattened shape of clay particles and the strong bound 

water wrapping around them, well improves the accuracy. The representativeness of the physical characteristics of the clay 

particles is the main influencing factor of REV. The calculated permeabilities of kaolin and illite clay also exhibit high accuracy, 

which shows that the E-W model can be widely used in the permeability calculation for clay using the asymptotic expansion method. 
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0  引    言 
在岩土工程中，土体的渗透率是非常重要的参数。

而双尺度渐进展开法作为研究均质和非均质材料连续

介质力学模型的重要方法，可在少量试验基础上，求

得较为准确的渗透率，兼顾实用性与经济性。而如何

提高渗透率计算的准确性，成为渗流分析中亟待解决

的问题。均质化尺度扩展理论是获取均质以及非均质

材料连续介质力学模型的一类方法。此类方法的主要

思想即为对于既定的物理现象，从局部问题入手，经
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过数学理论推导，进而得出全局宏观问题。现有研究

表明均质化理论在复合材料领域应用广泛，例如

Andreassen 等 [1]利用均质化思想，以简短而独立的

Matlab 程序实现了一种复合材料弹性张量的计算方

法，Keip 等[2]研究了有限应变条件下，电活性材料的

一种可计算双尺度均质化结构。 
对土体内部渗流现象的研究，严格来说应该属于

多孔介质传输动力学的研究领域[3]，其研究重点是压

强和流速在时间、空间上的分布规律[4-5]。而双尺度渐

进展开方法通过从局部孔隙尺度出发，对控制方程渐

进展开，进而得到宏观尺度的特征描述[6]。Wang 等[7]

针对混合土体复合地基，提出了一种简化算法，在假

设微观上压强为均质的基础上，采用数值计算方法模

拟符合土体的特性。具体到土体渗流方面，Tang 等[8]

采用双尺度渐进展开方法从微观角度对 Navier-Stokes
方程进行分析，在均质化基础上得出了渗透率多尺度

计算方法。通过等效表征单元体 REV（representative 
elementary volume），由土体一组孔隙比和渗透率的实

测数据出发，确定 REV 最优尺寸特征值，进而实现对

该土体不同孔隙比所对应渗透率的计算。 
在 Sun 等[9]利用双尺度方法对海洋黏土渗透率的

反演计算中，选取正方形颗粒作为 REV 模型，并保持

纵向间距不变，调节横向间距得到不同的孔隙比，进

而反演对应的渗透率。该模型计算结果并不理想，如

取试验孔隙比最大值 emax=1.91 时，实测渗透率为

4.97×10-17 m2，反演计算值为 5.36×10-17 m2；而当取

试验孔隙比最小值 emin=1.01 时，实测渗透率为

0.50×10-17 m2，反演计算值仅为 0.21×10-17 m2。 
双尺度渐进展开法 REV 模型的选取是决定渗透

率计算准确度的关键所在，因此本文仍以该海洋黏土

为例，从其颗粒形状、排列方式、模型维度、对土体

实际性状代表性等方面来研究各因素对渗透率计算的

影响，并找到适合计算黏土渗透率的 REV 模型。 

1  双尺度渐进展开方法 
1.1  理论公式 

双尺度渐进展开方法以均质化理论为基础，需要

将对宏观土体的研究转化对等效 REV 的分析。已有相

关文献[10-11]证明，对于一种在统计学意义上均质的土

体，总能找到等价的 REV 来代表其形状，其示意图如

图 1 所示。其中  s 部分代表固体颗粒，  f 部分代表

孔隙空间，孔隙内充满黏性不可压缩牛顿流体，且孔

隙中渗流为线性渗流， 面则代表固体颗粒与孔隙间

液体的交界面。 
描述不可压缩黏性流体的 运动方程 （ 即

Navier-Stokes 方程）是理论流体力学的基本方程之一，

结合边界条件，理论上讲 N-S 方程的解是存在的。但

是直接描述复杂细微的黏性流体运动十分困难，该方

面的研究仍然是学科前沿性问题。 

图 1 多孔介质及等效表征单元体示意图 

Fig. 1 Sketch of porous media and unit cell 

由于土体中渗流速度较慢，可认为流体雷诺数较

低 ， 此 时 多 孔 介 质 中 的 不 可 压 缩 流 体 满 足

Navier-Stokes 方程，连续性方程及边界条件： 
在  f 内， 

2 0v p     ，          (1a) 
  0v    ，                (1b) 

在 面上， 
0v    。                  (1c) 

式中，v 为速度矢量（m/s），p 为压强（Pa），η 为液

体的动力黏度系数，是反映流体黏滞性大小的度量

（Pa·s）。 
引入宏观尺度坐标变量 L、微观尺度坐标变量 l

以及联系宏观尺度和微观尺度量纲为 1 的系数： 
l
L

    。    (2) 

通过渐进展开，得到形式与 Navier-Stokes 方程形

式类似的方程： 
在  f 域内， 

2 (0) (0) (1) 0y x yv p p       ，(3a) 
(0) 0yv    ；    (3b) 

在 面上， 
(0) 0v    。     (3c) 

该方程可以看作是流体在表征单元体内部所满足

的方程。对该方程的求解可得渗透率的计算公式： 

 (0)
(0)

x

k v
p


 


   。         (4) 

式中，k 为多孔介质渗透率（m2），其求解过程可借助

有限元软件来进行计算。 
1.2  选取等效 REV 

双尺度渐进展开方法假定多孔介质为均质，然后

对 REV 模型进行选取。具体到土体渗透率的的计算，
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可以选取方形边界单元，其中放置某规则几何形状代

表土颗粒单元，即  s 域，剩余部分为介质孔隙部分，

即  f 域，作为渗流通道。确定 REV 相当于确定了颗

粒的结构、孔隙连接方式以及边界条件。通过对单个

REV 中渗流的分析，根据均质体的周期性，即可将该

REV 无限扩展，得到对整个多孔介质特征的描述。 
1.3  等效 REV 特征尺寸的确定 

一旦选定了 REV 模型，在孔隙比一定的情况下，

渗透率就只与代表颗粒的几何形状尺寸（即颗粒的特

征尺度值）有关。因此可根据少量实测数据（em，km）

作为初始值，利用 COMSOL 程序进行计算，得到满

足该初始值的最优颗粒特征尺度。具体过程为：①首

先人为给定某个 REV 中土颗粒的特征尺度，此时整个

REV 的尺寸值可由初始孔隙比 em 计算得知；②利用

COMSOL 计算此特征尺度下的土体渗透率 kc，与初始

渗透率 km进行对比，并随对比结果调整步骤①中所选

定的特征尺度值；③重复步骤①和②，直至步骤②中

渗透率计算值和初始渗透率满足 |kc-km|<ε，即认为

REV 的最优特征尺度确定，步骤③终止。其中 ε 为控

制计算精度的极小量。 
1.4  不同孔隙比下渗透率计算 

在求得最优颗粒尺寸后，保持该颗粒特征尺度不

变，通过调整颗粒间距的方法来实现孔隙比 e 的改变，

并以此来计算不同孔隙比下，该种多孔介质所对应的

渗透率 kc。 

2  黏土渗透率计算的影响因素 
为保证本文研究的可对比性，黏土渗透率的反演

计算数据选取与 Sun 等[9]相同的高岭土[12]、伊利土[13]、

海洋黏土[14]，并通过对 REV 不同因素的分析不断修

正，使模型选取趋于准确。 
2.1  颗粒形状影响 

首先从最简单的情况出发，在各向同性情况下，

REV 形状选取应为正多边形，区别在于正多边形边数

不同。以海洋黏土为例，采用圆形、正方形、正六边

形、正八边形（分别简称为 Sph, Squ, Hex, Oct，圆形

可认为 n→∞的正多边形）4 种标准正多边形模型对其

渗透率进行了反演计算。单元颗粒示意图如图 2 所示。 
对于正多边形 REV，可将边长（圆形颗粒为半径）

作为其特征尺寸值，确定该特征尺寸值需要一组实测

值即可。 
为探讨初始值的不同对计算结果的影响，本文分

别选取实测值中孔隙比最大值及其所对应渗透率

（em=1.91，km=12.60×10-17 m2），和孔隙比最小值及

其所对应渗透率（em=1.01，km=1.08×10-17 m2）为初

始值，分别计算得到这两组初始值各自对应的四种颗

粒模型 REV 特征尺寸，如表 1 所示。 

图 2 4 种标准模型示意图 

Fig. 2 Sketch of 4 standard unit cell particles 

表 1 4 种标准模型特征尺度计算值 

Table 1 Results of characteristic length for 4 standard unit cell  

.particles 

初始值 特征尺度计算值/10-8 m 

em km/(10-17m2) Sph Squ Hex Oct 

1.91 12.60 4.305 7.533 4.877 3.546 

1.01 1.08 2.952 4.951 3.276 2.433 

以这两组计算所得的特征尺寸，分别对其余孔隙

比所对应的渗透率进行计算，并以试验孔隙比 em为横

坐标、以计算渗透率与实测渗透率的比值 kc/km为纵坐

标，结果分别如图 3，4 所示。 

图 3 4 种标准模型对海洋黏土渗透率计算值与实测值的比较  

(emax=1.91, km=12.60×10-17 m2) 

Fig. 3 Results of permeability calculation for sea clay using 4  

models with (emax=1.91, km=12.60×10-17 m2) 

根据文献[15～17]，实测渗透率通常在真实值的

1/3 到 3 倍之间，图 3，4 中，虽然各个渗透率的计算

值均在该误差范围内，但规律性的误差也很明显。当

选取最大孔隙比（emax=1.91，km=12.60×10-17 m2）为

初始值时，4 种模型计算结果均偏大；而当选取最小

孔隙比（emax=1.01，km=1.08×10-17 m2）为初始值时，

4 种模型计算结果均偏小。且与所选取初始孔隙比差
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值越大的孔隙比，相应渗透率的计算结果误差也越大。

而对于，某个特定的孔隙比，这 4 种模型的渗透率计

算结果虽各有不同，但相差并不大。 

 

图 4 4 种标准模型对海洋黏土渗透率计算值与实测值的比较  

.(em=1.01, km=1.08×10-17 m2) 

Fig. 4 Results of permeability calculation for sea clay using 4  

models with (em=1.01, km=1.08×10-17 m2) 

计算结果说明正多边形颗粒模型的边数对计算的

结果并无明显影响，综合考虑建模和计算的简便性，

选取圆形颗粒来进行进一步的研究是合理可行的。 
2.2  颗粒排布影响 

对于各向同性土体，其 REV 颗粒分布无外乎如下

两种排列方式，一种为颗粒正对形排列，如图 2（a）
所示，另一种为颗粒对称交错形排列，如图 5 所示，

图中正方形内部为 REV 区域，且颗粒圆心组成的三角

形 OAB 为等腰直角三角形（简称为 Sph-Stag.模型）。 

 

图 5 圆形颗粒对称交错排列模型示意图 

Fig. 5 Sketch of unit cell particles with staggered arangement 

同样以（em=1.91，km=12.60×10-17 m2）、（em=1.01，
km=1.08×10-17 m2）为初始值，计算相应的 REV 特征

尺寸，并进一步计算其余孔隙比所对应的渗透率。两

种模型计算结果如图 6 所示。 
从图 6 中可看出，颗粒正对（Sph 模型）和交错

排列（Squ-alt 模型）两种模型对于同一初始值的计算

结果并无太大差别；但同样存在计算结果整体偏大（取

试验最大孔隙比时）和偏小（取试验最小孔隙比时）

的现象。这个结果说明模型颗粒的排列分布，对于双

尺度计算黏土渗透率的影响不大。 

 

图 6 Sph 模型与 Sph-Stag 模型对海洋黏土渗透率计算值与 

实测值的比较 

Fig. 6 Results of permeability calculation for sea clay using Sph.  

model and Sph-Stag. model 

2.3  2D 和 3D 模型对比 

之前模型的建立均为二维等效模型，而实际土体

为三维立体结构，因此采用图 7 三维 REV 来研究 2D
模型和 3D 模型的精度对比。其计算结果如图 8 所示。 

 

图 7 3D 球形颗粒模型示意图 

Fig. 7 Sketch of 3D unit cell model with sphere particles 

 

图 8 2D 模型与 3D 模型对海洋黏土渗透率计算值与实测值的 

.比较 

Fig. 8 Results of permeability calculation for sea clay using 2D  

.model and 3D model 

从图 8 可看出，3D 模型 REV 精度与 2D 模型相

比几乎没有差别，并且同样有整体偏大或整体偏小的

现象。然而，3D 模型由于其建模及网格划分复杂程度

高，因此在反演计算时需要花费数倍于 2D 模型的时

间，如表 2 所示。（注：本研究采用计算系统主要硬件
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配置如下：CPU: Intel i5-6600K @3.5GHz，Motherboard: 
ASUS Z170-AR，RAM: Corsair DDR4 2400 8G×2）。 

表 2 2D 模型与 3D 模型单次计算时间对比 

Table 2 Durations of permeability calculation of 2D model and 3D  

.model 

模型类别 网格划分时间/s 求解自由度数 计算时间/s 

2D 3 28821 3 

3D 132 1231808 177 

从表 2 可看出，3D 模型单次计算所花费的时间是

2D 模型的数十倍，并且建模过程也较 2D 更为麻烦和

复杂。因此，考虑到两者计算精度无本质差别，在黏

土渗透率双尺度反演计算时，采用 2D 模型来作为

REV 即可，无需采用耗时费力的 3D 模型。 
2.4  REV 对土体实际形状代表性的影响 

上文对 REV 的讨论均基于横纵向尺度相同的情

况下展开的，而众所周知黏土颗粒由于沉积原因大多

呈片状结构，且横向尺度一般大于纵向尺度。因此，

考虑将圆形颗粒修正为扁平状的椭圆形颗粒模型（Ell 
Model），如图 9 所示。 

 

图 9 椭圆颗粒模型示意图 

Fig. 9 Sketch of Ell Model 

其中假设 REV 横纵向尺度比等于椭圆颗粒长轴、

短轴尺度之比。与圆形颗粒相比，椭圆形颗粒长短轴

尺度则需要两组初始值来分别确定。在上文圆形颗粒

的计算中，选取孔隙比最大值作为初始值，计算所得

REV 特征尺度偏大，渗透率计算结果也整体偏大；选

取孔隙比最小值初始值，所得 REV 特征尺度偏小，渗

透率计算结果也整体偏小，说明 REV 的尺度应该介于

上述两个特征尺度之间。简便起见，将两者分别作为

椭圆颗粒模型的长轴和短轴，由此确定了 REV 的特征

尺度。进而计算可得其他孔隙比所对应的渗透率，同

样地，kc /km的对比如图 10 所示。 
从图 10 中可看出，经过修正后的椭圆形颗粒，渗

透率计算精度较修正前有了大幅提高，尤其是孔隙比

较大时，kc计算精度很高，而当渗透率较小时，kc 仍

存在偏大的现象。 

 

图 10 Sph模型与 Ell 模型对海洋黏土渗透率计算值与实测值的 

.比较 

Fig. 10 Results of permeability calculation for sea clay using Sph.  

.model and Ell. model 

微观上，土体颗粒表面一般存在有吸附水形式的

非气态水，而吸附水表现为颗粒表面的一层吸湿水水

膜（也称为结合水膜）。这层水膜是靠土体颗粒表面分

子引力和静电引力的作用所吸附的水。其能量水平低，

几乎不能自由移动且没有溶解溶质的能力[18]，表现出

近乎于固态的性质。这层水膜的存在，使得渗透区域

变小，在渗透率的测量中是作为土颗粒的一部分存在，

会使渗透率变小。但是在孔隙比的测量过程中，这层

结合水膜会因高温变为气态水，因此会被算作孔隙的

一部分。同时，由于黏土颗粒颗粒尺寸很小，比表面

积较大，因此在孔隙比很小时，若将结合水膜忽略不

计，则会造成较大影响，导致计算结果偏大。 
因此，考虑将椭圆颗粒模型做进一步修正，采用

椭圆颗粒–结合水膜单元模型（E-W 模型），如图 11
所示。该模型在椭圆颗粒模型基础上，在颗粒表面附

加一层结合水膜薄层，该层水膜不计入孔隙比的计算，

但在渗透率计算中作为占用了渗透通道的固体部分考

虑。在 REV 模型的几何关系上，假设 E-W 中附加结

合水膜后的椭圆颗粒，其长、短轴之比，等于修正前

Ell 模型中附加结合水膜前的土颗粒的长短轴之比。则

水膜层厚度的计算可通过土体吸湿性指标来计算。 

图 11 椭圆-水膜颗粒模型示意图 

Fig. 11 Sketch of E-W model 

仍以海洋黏土为例，根据文献[19]中吸湿性指标，

可知对于海洋黏土，1 cm3的土体颗粒约有 0.1 cm3的

吸湿水。即附加结合水膜修正后的颗粒尺度为修正前



1210                         岩  土  工  程  学  报                                    2018 年 

的 1.05 倍。进而可计算得附加结合水膜后的 E-W 模

型计算所得海洋黏土渗透率的计算值与实测值的比较

见图 12。 

图12 Ell模型与E-W模型对海洋黏土渗透率计算值与实测值的 

.比较 

Fig. 12 Results of permeability calculation for sea clay using Ell.  

..model and E-W model 

从图 12 中可看出，相比修正前的 Ell 模型，E-W
模型计算结果有了大幅改善，说明结合水膜的存在对

于渗透率反演计算的影响确实存在，并且当孔隙比较

小时，是不可忽略的。具体来看，当孔隙比较大时，

E-W 模型与 Ell 模型计算结果相差不大，均有较高的

准确度；而当孔隙比很小时，土体内结合水造成的计

算误差也在 REV 附加了表面结合水膜的条件下大幅

减小。同时，由于土体内部不可避免地存在其他渗透

率的影响因素，如表面电荷的影响，由于无法简单地

由几何关系体现在模型的修正上，因此对中间部分孔

隙比的渗透率计算结果造成了一定程度的偏大。但整

体看来，采用经过修正的 E-W 模型，同时选用最大孔

隙比和最小孔隙比以及对应渗透率这两组数据来作为

初始值，确定 REV 特征尺度，可以使中间部分孔隙比

对应渗透率的计算值保持在一定准确度之内，不会出

现本文图 3 和图 4 这种随着孔隙比的增大或减小，渗

透率计算值误差越来越大且不收敛的情况。 
2.5  E-W 模型计算高岭土和伊利土渗透率 

同样地，采用 E-W 模型对高岭土、伊利土也分别

进行渗透率反演计算。引入高岭土和伊利土吸湿性指

标[19]可知，考虑结合水膜的高岭土修正后的颗粒尺度

为不考虑水膜时颗粒尺度的 1.12 倍，考虑结合水膜的

伊利土修正后的颗粒尺度为不考虑水膜时颗粒尺度的

1.10 倍。两者的渗透率计算结果如图 13，14 所示。 
可看出 E-W 模型对高岭土和伊利土同样有较好

的计算准确度。孔隙比较大和较小时均有很高的准确

度，中间部分孔隙比由于其他原因的影响随略有偏大

但仍处于误差范围之内。说明 E-W 模型有一定的普适

性，可在双尺度渐进展开模型对黏土的渗透率反演计

算中作为表征单元体模型。 

图 13 高岭土 E-W 模型渗透率计算值与实测值的比较 

Fig. 13 Results of permeability calculation for kaolin clay using  

E-W model 

图 14 伊利土 E-W 模型渗透率计算值与实测值的比较 

Fig. 14 Results of permeability calculation for illite clay using  

.E-W model 

3  结    论 
（1）双尺度渐进展开法作为计算黏土渗透率的有

力工具，其计算精度的关键在于 REV 的选取，REV
形状区别、颗粒排布、模型维度及对土体实际性状的

代表性等因素均有不同程度的影响。 
（2）以海洋黏土渗透率计算为例的 REV 影响因

素分析中，标准正多边形模型的性状区别、颗粒排布

以及计算选用模型的维数（2D 或 3D），对渗透率的计

算结果影响并不大，均存在规律性误差，需要针对其

对土体实际特性的代表性来进行进一步修正以提高计

算精度。 
（3）而在考虑黏土颗粒多呈片状结构、以及表面

强结合水膜的实际性状，将圆形颗粒修正为椭圆颗粒–
结合水膜模型（E-W 模型）后，其计算结果精确度大

大提高。可见对土体颗粒实际性状的代表性为渗透率

计算准确度的主要影响因素；同时可看出，在孔隙比

较小时，结合水膜对渗透率计算的影响不可忽略。 
（4）同样采用 E-W 模型，对另外两种已有文献

中高岭土和伊利土进行渗透率的反演计算，均有较高

的准确度，一定程度上说明了 E-W 模型的普适性，可

以用在双尺度渐进展开法对黏土计算渗透率的反演计
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算中。 
（5）在孔隙比较大和较小时，土体渗透率计算精

度分别由土体颗粒扁平化和土颗粒表面结合水起主导

作用，此时针对这两个实际特性所作修正后的 E-W 模

型均保证了很高的计算准确度。而在此之间的孔隙比，

由于受到其他因素的影响，造成了计算结果的偏大，

但整体仍然处于可控的误差范围之内，足以满足实际

工程中的需要。 
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