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多层水平或倾斜介质中的震源定位 
王  帅，张向东，贾宝新 

(辽宁工程技术大学土木工程学院，辽宁 阜新 123000) 

摘  要：为了充分利用矿区岩土体的三维速度结构，以正反演联用法为雏形，提出专门针对水平或倾斜分层介质的定

位方法。推导水平分层介质中的波前曲面方程，并基于该方程，从任意观测系统角度，将发震时刻作为未知量引入非

线性方程组求解，建立未知数个数等于非线性方程个数的适定非线性方程组，从而建立了波前正演法。不同于正反演

联用法通过规则观测系统和曲线拟合确定发震时刻，波前正演法将发震时刻作为未知量，确定震源时空参数需要四个

台站的非线性方程。为了简化波前正演法的非线性系统，采用变量代换法，减少了定位参数，从而减小了确定迭代初

值的难度。通过将台站所在的原大地坐标系旋转至与介质分界面平行正交，使得新坐标系中的波前面推进方向与坐标

轴 z 平行，从而将波前正演法推广应用于倾斜层状介质，有效解决了倾斜层状介质中的震源定位问题。对波前正演法的

16 个未知参数相对于 3 个速度结构参数的条件数进行计算，多种定位条件下的条件数计算结果表明，波前正演法的条

件数均远小于 10，波前正演法是良态的。 
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Positioning of seismic sources in multilayered horizontal or inclined media 

WANG Shuai, ZHANG Xiang-dong, JIA Bao-xin 
(College of Civil Engineering, Liaoning Technical University, Fuxin 123000, China) 

Abstract: In order to make full use of 3-D velocity structure of the rock mass in the mining area, based on the combined 

method of forward and inversion as an embryonic form, a new method for positioning of seismic sources in multilayered 
horizontal or inclined media is put forward. The wave front surface equation in multilayered horizontal media is derived. From 

the perspective of any field setup, based on the equation, the original time of earthquake is substituted into the nonlinear 
equations as an unknown quantity. The nonlinear equation set is established, of which the unknowns are equal to the number of 

nonlinear equations, thus a method for positioning of seismic sources based on forward of wave front is established. The time 
when the earthquake happens is obtained through inversion and corrected by curve fitting based on regular field setup in the 

positioning model combined with forward and inversion. The positioning model, based on forward of wave front, which deals 
with the time of earthquake as an unknown quantity in the nonlinear equations, is different. It obtains spatiotemporal parameters 

of seismic sources through nonlinear equations of four stations. The number of source parameters is reduced using the method 
of variable substitution, so the nonlinear system of the positioning model based on forward of wave front is simplified. The 

determination of iterative initial value is easier. The original geodetic coordinates of stations are rotated into those which are 
orthogonal or parallel to the interfaces between different media. The forward direction of wave front in the new coordinate 

system is parallel to the axis z. Thus the positioning model based on forward of wave front is extended to multilayered inclined media. 
The positioning model based on forward of wave front is an effective method to solve the problem of source positioning in 

multilayered inclined media. The calculated results of conditional numbers of 16 unknown parameters corresponding to 3 parameters 
of velocity structure under different conditions show that the conditional numbers of positioning model based on forward of wave 

front are all far less than 10, and the positioning model based on forward of wave front is in good state. 
Key words: source positioning; field setup; forward of wave front; multilayered medium; inclined medium 

 

0  引    言 
研究地震定位方法和提高地震定位精度，一直是 
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地震科学中的一个重要课题，地震学家不断改进或提

出新的定位方法，期望得到更高的定位精度[1]。影响

地震定位精度的因素很多，主要因素有台网布局、震

相识别[2-4]、到时读数、地壳结构[5]及定位算法等。 
矿山微震的发生机理与地震不同[6-10]，因此微震

的监测定位方法也与地震有所区别[1-4]。 
从数学上讲，传统地震定位算法的实质在于求目

标函数的极小值。各种定位方法产生于对目标函数的

构造、处理以及求极小值方法的不同。目前广泛使用

的计算机定位方法中，以 Geiger 法最为基础和经典[11]，

是计算定位的起源，1912 年由德国物理学家 Geiger
提出。大部分定位方法均以 Geiger 法为基础。  

近年来基于现代数字地震观测技术和科学计算以

及计算机技术的智能化数值自动定位方法得到了迅速

发展，并业已成为当前地震定位的主流方法。随着全

球及区域速度结构三维层析成像的研究，在此基础上

应用三维速度结构的地震定位已经被人们所关注，如

美国哈佛大学一直将提高震源定位精度列为主要的研

究方向之一，并侧重探索使用三维速度结构为主[12]。 
矿山微震监测定位与地震定位不同，例如矿山微

震监测定位的岩土体范围有限，监测范围内的岩土层

分布情况、各层波速大小相对容易确定。因此直接将

地震定位算法移植到矿山微震定位中不合适，一方面

地震定位的精度量级要求达不到矿山微震精确定位

的要求，另一方面地震定位算法复杂程度高、计算量

大。 
辽宁工程技术大学冲击地压研究院开发的矿山微

震监测定位系统，采用了适用于矿山微震监测的几种

定位方法[13]，包括单台站定位法、2 或 3 台站定位

法和多台定位法。其中多台站定位中采用了经典线性

法。 
上述适用于矿山微震监测定位的算法中，都将矿

区内的岩土体近似为均匀介质，因此为了进一步提高

矿震定位精度，更好地利用矿区岩土层的三维速度结

构，张向东等[14-15]提出了专门针对水平层状介质的震

源定位方法，几何平均法和正反演联用法。 
从解决问题的出发点考虑，张向东等提出的算法，

是一种以介质为导向的算法，出发点是设计介质的非

均匀速度结构，并有针对性地建立相应的定位算法，

并不断增加非均匀速度结构的复杂度以接近实际。 
真实的三维速度结构，介质层数应是任意的，这

是将二层介质推广到更复杂速度结构的自然想法。另

外，根据矿区岩土层的三维速度结构，发现速度分布

不但沿垂直方向具有非均匀性，还普遍呈现出横向非

均匀性。倾斜层状介质是这种横向非均匀性的最简单、

最基本的情况。为了充分利用矿区岩土层的三维速度

结构来提高微震定位精度，解决这种倾斜层状的横向

非均匀介质中的震源定位问题是必须跨越的障碍。 
 

1  波前正演法的提出 
本文提出的定位方法利用了波前面的正演，因此

本文称该法为“波前正演法”。文献[15]中的正反演联

用法局限于规则观测系统，特定定位条件下误差过大。 
正反演联用法存在上述问题的原因在于发震时刻

的确定。为确定发震时刻，并用曲线拟合法修正发震

时刻以接近真实值，正反演联用法采用了与几何平均

法一致的观测系统。这是正反演联用法局限于特定规

则观测系统，且特定定位条件下误差过大的根本原因。 
因此，本文的改进方法是避开在算法执行前进行

发震时刻的近似确定，由于缺少发震时刻作为已知数，

相当于在方程组中增加了一个未知数，因此采用增加

一个台站的方法，由正反演联用法采用的 3 台站定位

变为本文的四台站定位，恰好能构成适定的方程组，

具体方法将在后文中详细说明。 
本文区分了台站 1 的监测到时 1t 和震波从震源到

台站的走时 1T 。实际工程中监测台站只能提供 P 波的

初至时刻 1t ，由于发震时刻 T0 是待解未知数，因此

1T = 1 0t T 未知。但任意两个监测台站的走时之差 1T   

2T = 1 2t t 为已知。文献[14]提出的定位方案不必区分

监测台站的走时与到时，本文将要提出的波前正演法，

也不需要区分监测台站的监测到时 1t 与震波的实际走

时 1T ，但为了实用，以下分析均基于台站监测到时。 
波前正演法的定位思路与正反演联用法一致，见

文献[15]。 
二层介质波前正演法的定位公式与文献[15]中二

层介质正反演联用法的定位公式一致，只是不局限于

规则观测系统，组建非线性方程组的方式也不同。 
1.1  任意层介质中球面波正演公式 

台站 1 监测到时为 t1，震波在介质中的传播历时

为 1 1 0T t T  ，波阵面在介质 1 中扩散半径 1 1R v T ，

波阵面在第一层介质分界面上交线与波源成角为 1 。 
j

ih 表示介质层厚，其中下标 i 表示台站号，上标

j 表示介质层号。观测系统任意，各台站至第一层介

质分界面的距离互不相等，即 1
ih 可以互不相等；由于

介质层水平，因此上标 1j  时，有 j j
i lh h  ( i l )。又 

有：
1
1

1
11

cos h
v T

 
层

，或
1
1

1 11
1cos

hR v T


 层 。其中 1v层 表 

示介质层 1 波速； iv层 表示介质层 i 波速（其中：1≤i
≤n，n 表示分层介质总层数）。 
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震源 Q 为波阵面上一点，波阵面上各点与参数

 (0< <1)一一对应，设台站 1 发出震波的路径在介

质 1 中入射角为 1 ，则 与震波路径的折射点对应。 
设台站 i 发出震波的射线路径上，射入第 j 层介

质的折射角（或射出第 j 层介质的入射角）为 ij （其

中前一个脚标 i 表示台站序号，后一个脚标 j 表示介

质层序号）。由于 1 表示台站 1 发出震波的路径在介

质 1 中入射角，则容易得到 11 1  。 
无论 j 取多大， ij 中只有一个未知数 ，原因如

下：由于 11 1sin sin  ， 11 1cos cos  ， 11tan   

1tan。
2

2
1 11 1 112

1 1

sin sin cos 1 sinj j
j j

v v
v v

     层 层

层 层

则 ， ，

11
1 2

21
112

sin
tan

sin
j

j

v
v








层

层

。 

对台站 1 发出的球面波在 k 层介质中的传播过程

进行正演，得在第 k 层介质中的波阵面方程为 
1 1
1 1

0 1 1
11 11

sin
cos cos

jk

kk
j jj

h hx x v
v v


 





 
       

 层

层 层

 
1

1 1 1
1

tan cos
k

j
j

j

h  










  

，              (1) 

1 1
1 1

0 1 1
11 11

sin
cos cos

jk

kk
j jj

h hy y v
v v


 





 
       

 层

层 层

 

1

1 1 1
1

tan sin
k

j
j

j

h  








   ，               (2) 

1 1
1 1

0 1
11 11

cos
cos cos

jk

kk
j jj

h hh v
v v


 





 
    
 

 层

层 层

 ， (3) 

式中，为震波路径所在的竖直平面与 x 轴夹角。 
对于 4 层介质，式（1）～（3）中 k 取 4。 

1.2  任意层介质中球面波正演公式的解释说明 

现对式（1）～（3）的物理含义解释如下： 
式（1）、（2）中： 1

1h 是台站 1 所在第一层介质的

层厚， 1 是台站 1 历经台站总走时后波阵面在第一层 

介质分界面上交线与波源的成角，
1
1

1cos
h


表示台站 1  

历经台站总走时后震波在台站所在的第一层介质中传

播的最大距离，则
1
1

11 cos
h

v 层

就表示台站 1 总走时。 

1
jh 是第 j 层介质的层厚， 1 j 是台站 1 发出震波实

际路径射入第 j 层介质中的折射角或射出第 j 层介质 

的入射角， 1

1cos

j

j

h


表示台站 1 发出的震波实际路径在

第 j 层介质中的射线长度，则 1

1cos

j

jj

h
v 层

就表示震波在

第 j 层介质中的传播时长，
1

1

1 1cos

jk

j jj

h
v 






层

就表示台站 1

发出的震波在第 1 层至第 k-1 层介质中的传播时间之

和，
1 1
1 1

11 11 cos cos

jk

j jj

h h
v v 





 
  

 


层 层

表示台站 1 总走时减去

震波在第 1 层—第 k-1 层介质中的传播时长之和，即

震 波 在 第 k 层 介 质 中 的 传 播 时 间 ，
1 1
1 1

11 11 cos cos

jk

k
j jj

h h v
v v 





 
   

 
 层

层 层

表示震波在第 k层介质

中的传播距离。 
1k 是台站 1震波实际路径射入第 k 层介质中的折

射角，
1 1
1 1

1
11 11

sin
cos cos

jk

kk
j jj

h h v
v v


 





 
   

 
 层

层 层

表示震波

在第 k 层介质中的传播距离的水平投影，
1
1

11 cos
h

v 



 层

 

1
1

1
1 1

cos
cos

jk

kk
j jj

h v
v












 层

层

表示震波在第 k 层介质中的

传播距离的竖直投影，即震源所在的第 k 层介质的层

厚 h0，此即式（3）的物理含义。 
对于式（1）、（2），因为 1

jh 是第 j 层介质的层厚，

1 j 是台站 1 发出震波实际路径射入第 j 层介质中的折

射角或射出第 j 层介质中的入射角， 1 1tanj
jh  表示台

站 1 发出震波实际路径在第 j 层介质中的射线的水平 

方向长度，则
1

1 1
1

tan
k

j
j

j
h 




 就表示震波在第1层—第k-1

层介质中的射线的水平方向长度之和，
1
1

11 cos
h

v 



 层

 

1
1

1 1cos

jk

j jj

h
v 










层

1

1 1 1
1

sin tan
k

j
k jk

j
v h 





层 就表示震波在 

第 1 层—第 k 层介质中的射线的水平方向长度之和，

此即震源与台站的水平方向距离。 
表示震波传播路径所在竖直平面与 x 轴夹角， 

1 1 1
1 1

1 1 1
1 11 11

sin tan
cos cos

jk k
j

k jk
j jjj

h h v h
v v

 
 

 

 

  
         
 层

层 层

1cos 就表示震源与台站的水平方向距离在 x 轴上 

的 投 影 ，
1 1
1 1

1
11 11

sin
cos cos

jk

kk
j jj

h h v
v v


 





 
     
 层

层 层
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1

1 1
1

tan
k

j
j

j

h 








 1sin 表示震源与台站水平方向距离在 y

轴上的投影。即式（1）、（2）含义。 
1.3  任意水平层状介质中的波前正演法 

参数方程式（1）～（3）是由一个台站的震波走

时正演而来，波前分布即为震源的可能位置。如果再

得到另外 3 个台站的监测到时，采用相同的方法正演，

则可得到另 3 个代表震源可能位置的波前分布。这样

4 个波前曲线的交点，一定是震源位置，在代数意义

上就是 4 个台站对应参数方程的公共解。 
当已知 4 个台站的参数方程时，包含 16 个未知参

数： 1T ， 1 ， 1 ， 1 ； 2T ， 2 ， 2 ， 2 ； 3T ， 3 ，

3 ， 3 ； 4T ， 4 ， 4 ， 4 。表示台站 i 的时空位置。 
对于每两个台站，由 x，y，h 坐标分别相等能构

建 3 个线性独立方程，4 个台站建立 9 个线性独立方

程；4 个台站的走时差 1 2T T 、 2 3T T 和 3 4T T 已知能 

构建 3 个线性独立方程；由几何关系
1
1

1
11

cos h
v T

 
层

， 

1
2

2
21

cos h
v T

 
层

，
1
3

3
31

cos
h

v T
 

层

，
1
4

4
41

cos h
v T

 
层

可建立

4 个等式方程。 
由 4 个台站波前分布曲面分布方程、走时时差方

程、球面波在第一层介质中几何关系，恰好构建16个
线性独立方程，可解出全部 16 个未知数： 1T ， 1 ， 1 ，

1 ； 2T ， 2 ， 2 ， 2 ； 3T ， 3 ， 3 ， 3 ； 4T ， 4 ，

4 ， 4 。得到震源坐标。 

2  复杂非线性系统的简化 
三维坐标下的观测系统中，描述台站分布位置的

参数包括台站 i 距第 1 层介质分界面的距离 1
ih ，以及

台站 i 与震源的水平距离 xi，yi。三维坐标下的波前正

演法，最少需要 4 个台站才能组成适定的方程组。对

于方程： 
1

1

cos i
i

i

h
v T

 
层

      (i=1，2，3，4) ，  (4) 

以及方程： 

1i i iT T a            (i=1，2，3)  ，  (5) 
式中，ai表示监测台站到时时差。 

式（4）、（5）包含 7 个方程，以及 1T ， 1 ， 2T ，

2 ， 3T ， 3 ， 4T ， 4 8 个未知数，可根据 7 个方程消

去 7 个未知数，即同样将 8 个未知数用一个未知数表

示。 

设 1

2

T
m

T
 ，则根据式（5）得 

1
1

1
2

1
3 2

1
4 2 3

 
1

 
1

 
1

 
1

maT
m

aT
m

aT a
m

a
T a a

m

  
 

 


  
 

，

，

，

。

         (6) 

将 T1，T2，T3，T4代入方程（4），即可将 1 ， 2 ， 

3 ， 4 也用未知数 m 表示， 
1
1

1
11

1
2

2
11

1
3

3
1 2 21

1
4

4
1 2 3 2 31

1cos  

1cos  

1cos  

1cos   

h m
v ma

h m
v a

h m
v a a ma

h m
v a a a ma ma










  


  



    



      

层

层

层

层

，

，

，

。

 

(7) 

新方程组中，含有 1 ， 1 ， 2 ， 2 ， 3 ， 3 ， 4 ，

4 ，m，共 9 个参数，相应有 9 个非线性方程构成适

定非线性方程组。原非线性系统得以简化。 

3  倾斜层状介质中的震源定位 
文献[14]提出的几何平均法和文献[15]提出的正

反演联用法的算法要求，台站布设于地表水平面，对

于水平层状介质，各台站至第一层介质分界面距离相

等，因此台站竖坐标 1 1
i jh h （i，j 为台站号，且 i j ）。 

对于波前正演法，是任意观测系统下的定位方法，

算法本身不必要求各台站布置在同一水平面上，即台

站竖坐标可以有 1 1
i jh h ，定位计算过程不受影响。 

波前正演法不要求台站竖坐标 1 1
i jh h ，但对台站

发出震波的波前面在分层介质中正演时，要求波阵面

向前正演推进的方向与介质分界面正交，这样通过波

前正演使震源坐标 0 0 0( , , )x y h 重新参数化为新参数

( , )  的方法才有效。波前正演法波阵面向前推进的

方向，一般与所在的三维坐标系的 z 轴平行。而现有

台站布局采用的大地坐标系，z 轴一般是与地表水平

面正交，而不是与岩土层分界面正交。因此如果采用

台站所用的大地坐标系，波前正演的推进方向与地表

水平面正交，而不是与介质分界面正交，波前正演法

的计算过程将不再适用。因此，要将波前正演法应用

于倾斜层状介质，需要先将台站所在的大地坐标系进

行旋转，旋转至新坐标系的 z 轴与介质分界面正交为

止，即可应用本文前述的波前正演法的计算方法定位。 
正是因为波前正演中波前面推进方向，须保持与

介质分界面正交，因此倾斜分层介质虽然产状相对于
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地表水平面倾斜，但各个分界面之间保持平行，这样

就能保证波前正演法中波前面的推进方向在各层中均

与介质分界面正交，使得波前正演计算过程得以继续。 
所以本文须特殊限定倾斜分层介质的分布方式。

以保证无论倾斜介质的层数是二层还是多层，只需将

台站坐标旋转，台站水平坐标 ( , )i ix y 变化至与介质分

界面平行的平面内，台站铅垂坐标变化为至第一层介

质分界面的垂直距离，即可将二层倾斜介质或多层倾

斜介质中的震源定位问题转化为不规则观测系统下水

平层状介质中的定位问题，即可使用波前正演法。 
下面列出倾斜层状介质中波前正演法计算步骤： 
条件：将介质分界面延伸，设介质分界面的延伸

面与地表水平面相交于直线 l；直线 l 与台站所在大地

坐标系的 y 轴正向夹角为 ；介质分界面法线与地表

水平面法线的夹角为  。 
（1）将台站所在大地坐标系绕 z 轴旋转 角度

（ 有正负号，正号表示顺时针旋转，负号表示逆时针

旋转），使旋转后的新坐标系的 y 轴与直线 l 平行，

台站的水平坐标由（ ix ， iy ）变为 
cos sin  

sin cos  
i i i

i i i

x x y
y x y

 
 

   
    

，

。
       

(8) 

旋转过程见图 1。 

 

图 1 台站所在大地坐标系的第一次旋转 

Fig. 1 First rotation of geodetic coordinate system of stations 

（2）步骤（1）得到的新坐标系绕 y 轴（ 0x  ， 
0z  ）旋转  角度（ 有正负号，正号表示顺时针旋

转，负号表示逆时针旋转），使旋转后的新坐标系的

z 轴与介质分界面的法线平行，第二次旋转后台站的

三维坐标由（ i i ix y z ， ， ）变为  
 

cos sin
   ( cos sin )cos sin  

sin cos  
sin cos

  ( cos sin )sin cos  

i i i

i i i

i i i

i i i

i i i

x x z
x y z

y x a y
z x z

x y z

 
   


 
   

   
       
    
    

，

，

。

  (9) 

步骤（2）旋转过程见图 2。 

 

图 2 台站坐标系的第二次旋转 

Fig. 2 Second rotation of coordinate system of stations 

（3）步骤（2）得到新坐标系（ x y， ）坐标面与

介质分界面平行，可在此坐标系下采用波前正演法进

行震源定位。这个新坐标系下，台站的水平坐标按式

（9）计算。 
（4）计算台站至介质分界面距离。对于台站至介

质分界面距离，不能应用式（9）计算。由于已知各台

站与介质分界面竖直方向距离 iH ，则可取台站距分界

面 竖 直 方 向 距 离 iH 在 分 界 面 法 线 的 投 影 ：

cosi ih H   ， ih 即台站距介质分界面的垂直距离。 
（5）将震源坐标回代，旋转回原台站所在的大地

坐标系。先将新坐标系绕 y 轴向回旋转 - 度（ - 有

正负号，正号表示顺时针旋转，负号表示逆时针旋转），

将震源坐标转换至步骤（2）中第二次旋转前的坐标系，

即步骤（1）中旋转一次后的坐标系，得到 x，y，z。 
cos( ) sin( ) 

sin( ) cos( ) 
x x z
z x z

 
 

       
        

，

。
     (10) 
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将坐标系绕 z 轴向回旋转 - 度（ - 有正负号，

- 正号表示顺时针旋转，负号表示逆时针旋转），

将震源坐标转换至步骤（1）中第一次旋转前的原大地

坐标系，即未经过旋转的原台站所在的大地坐标系： 
cos( ) sin( ) 

sin( ) cos( ) 
x x y
y x y

 
 

        
         

，

。
    (11) 

得新坐标 x， y， z，即所得最终震源坐标。 

4  微震试验工程背景介绍 
选定在阜新某金矿进行微震试验。矿区位于东经

121°43′04″，北纬 41°53′04″。矿山采用竖井和斜井联

合开拓，单罐笼配平衡锤提升。矿山开拓有 4 个中段：

223 m 中段、180 m 中段、140 m 中段及 100 m 中段。

223 m 中段已采空废弃。根据矿山生产现状及矿体赋

存条件，采场自上而下水平分层开采，目前矿山矿体

采用地下开采，在充分利用原有开拓系统的基础上，

采用竖井–盲斜井联合开拓，地表—180 m 平面采用竖

井运输，180 m 平面—140 m 平面和 180 m 平面—100 
m 平面通过斜井进行运输。将传感器布设在井下正开

采约 28°倾斜软泥岩斜井底板，泥岩下方为上表面 
73°倾斜坚硬矿层。试验仪器包括无分向传感器、构

造物理变形场 12 通道数据集线器和 48 通道数据记录

器。 

5  微震试验的理论计算 
表 1 为根据前文所述金矿内传感器位置及各传感

器监测到时的换算数据，实际使用时，只取用到时时

差，因此，表 1 中的监测到时对应的发震时刻均已调

整为 0 s，以便于校核发震时刻的定位效果。 
表 1 定位条件及台站参数 

Table 1 Positioning conditions and parameters of stations 
台站

号 
X/m Y/m 距分界面竖

直距离 H/m 
监测到

时/s 
1  -866.80  1901.33 1214.210 1.150 
2  -211.10  1725.64  734.214 1.003 
3   444.59  1549.95  254.210 0.885 
4   266.03  1539.23  414.210 0.917 
5   412.44  2085.64   14.210 0.880 
6   212.44  2432.05   14.210 0.919 
7  -758.85 -2285.64 3214.210 1.689 
8 -2758.85  1178.46 3214.210 1.689 
9 -3490.90 -1553.59 5214.210 2.216 

10 0 0 1414.210  

将介质分界面延伸，设介质分界面的延伸面与地

表水平面相交于直线 l；直线 l 与台站所在大地坐标系

的 y 轴正向夹角为 30°；介质分界面法线与地表水平

面法线的夹角为  45°。震源坐标为： 200 mx  ，

400 my  ， 3000 mz   。 

首先将台站所在大地坐标系 y 轴旋转至与直线 l
平行。利用式（8），使台站所在原大地坐标系绕 z
轴旋转  -30°，台站坐标变化情况从略。 

再利用式（9）将台站所在坐标系绕 y 轴旋转   
45°，使台站坐标系的 z 轴与介质分界面法线方向平

行。台站水平坐标变化从略。 
台站监测到时时差为：a1 = 2 1T T  =-0.248 s，a2 

= 3 2T T = 0.034 s，a3= 4 3T T =1.211 s。利用数值计算

软件 Matlab 中 fsolve 函数，取初值： 
1 1 2 2 3 3 4 4( , , , , , , , , )m       

  (0.3, 2,0.3, 2,0.3, 2,0.3,0,1.3)    。

 解得定位参数为 
1 1 2 2 3 3 4 4( , , , , , , , , )
(0.4012,  2.5177,  0.3333,  2.9188,  

m       
  

 

0.3185,  2.68,  0.1889,  0.0954,  1.2823) 。 

代入 4 个台站的参数方程中，得到震源位置坐标、

发震时刻的计算结果，平均值为 

0

0

0

0

2116.79 m 
454.59 m 
1058.31 m 
0.010 s 

x
y
h
t

  
 


 
 

，

，

，

。

 

则震源在新坐标系下的坐标为 x=2116.79 m，

y=454.59 m，z=2058.30 m。 
上述震源坐标属于旋转后的坐标，不够直观。为

了直观了解震源的位置，需将新坐标系下的震源坐标

回代，旋转回原台站所在的大地坐标系。 
新坐标系绕 y 轴向回旋转   -45°，得新坐标：

x =41.36 m， y  =454.59 m， z=2952.24 m。 
再将坐标系绕 z 轴向回旋转 30  ，根据式(11)

得震源在原大地坐标系的坐标计算值为 x =191.48 
m， y =414.36 m， z = 2952.24 m。  

6  波前正演法的条件数及病态程度衡量 
对一个数值问题本身如果输入数据有微小扰动

（即误差），引起输出数据（即问题解）相对误差很

大，这就是病态问题[16]。例如，计算函数值 ( )f x 时， 

若 x 有扰动 x x x   ，其相对误差为
x

x


，函数值

( )f x 的相对误差为
( ) ( )

( )
f x f x

f x


，相对误差比值： 

p
( ) ( ) ( )

( ) ( )
f x f x x xf x C

f x x f x

  
    。 (12) 

pC 称为计算函数值问题的条件数[17]。自变量相对

误差一般不会太大，如条件数 pC 很大，将引起函数值

相对误差很大，出现此情况就称问题病态[17]。 
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一般情况下，条件数 pC ≥10就认为是病态，越

大病态越严重。问题病态不因为计算方法，是数值问

题自身固有，但可以采取特殊方法减少误差的危害。 
波前正演法在实际数值计算中采用了确定性计算

模型，特别是模型层速度给予确定性的数值，虽然层

速度可测，但实际生产过程中或应用过程中，实际场

地中完全水平成层或倾斜平行的情况少见，且波速准

确获取也是十分困难。介质信息存在误差，特别是介

质速度结构均存在一定的误差，因此从理论上分析衡

量波前正演法的病态程度，对保证实际生产中的定位

精度，提高波前正演法的适用性尤为重要。 
本文主要采用前文提到的“计算函数值问题的条

件数”来衡量波前正演法的病态程度。为了计算和表

示上的方便以节省篇幅，以二层介质中的波前正演法

为研究对象，由于多层水平或倾斜介质中的波前正演

法与二层介质中的体系和结构相同，只是介质速度结

构参数的多少不同，因此二层介质中的波前正演法不但

具备代表性，而且更方便计算衡量病态程度的条件数。 
为了衡量介质波速 1v层 ， 2v层 和介质层厚 1

ih 的误

差，引起定位参数 1 ， 1 ，T1， 1 ， 2 ， 2 ，T2， 2 ，

3 ， 3 ，T3， 3 ， 4 ， 4 ，T4， 4 的偏差，需要求

这 16 个参数对 1v层 ， 2v层 和 1
ih 的偏导数。 

根据多元隐函数方程组的隐函数存在定理，波前

正演法共 16 个非线性方程，对应 16 个未知参数，因

此只要其对应偏导数组成的函数行列式（或称雅可比

式）在方程解处不为 0，则该非线性方程组可确定 16
个存在导数的一元隐函数。16 个一元隐函数在方程解

处导数计算方法是：16 个非线性方程分别对每个未知

参数求偏导数，组成的雅可比式每一行分别是某一非

线性方程对 16 个未知参数的偏导数，雅可比式每一列

是 16 个非线性方程对某一未知参数的偏导数，由此构

成 16 行 16 列的函数行列式，作为 16 个未知参数对某

一速度结构参数（ 1v层 ， 2v层 或 1
ih ）偏导数的分母[18]。 

对于未知参数对速度结构参数导数的分子，计算

各非线性方程对某一速度结构参数的偏导数，组成 16
维列向量，用该列向量替换雅可比式的某一列，被替

换的列对应哪个未知参数，由该分子、分母组成的分

数值就是这个未知参数对速度结构参数的偏导数[18]。 
虽然理论上可以得到波前正演法任意一个未知参

数对某一速度结构参数的导数的解析表达式，但波前

正演法有 16 个非线性方程，对应 16 维的函数行列式，

写出偏导数的具体表达式是困难的，也没有必要。 
借助 Matlab 软件 det 函数，编写出分子、分母行

列式每一个分量表达式，充分借助循环语句和思想，

代替重复性的计算，就能自动高效地得到行列式的值，

进而得到偏导数。就可以利用式（12）计算条件数 pC 。 

本节分析选取不同波速比、不同台站间距、不同

介质层厚度比、不同震源深度的若干算例，借助Matlab
等软件解出这些算例对应的 16 维非线性方程组，然后

就可以采用前文所述方法计算偏导数以及条件数。 
图 3～6 图中：m1，f1，T1，c1，m2，f2，T2，

c2，m3，f3，T3，c3，m4，f4，T4，c4 分别代表 1 ，

1 ，T1， 1 ， 2 ， 2 ，T2， 2 ， 3 ， 3 ，T3， 3 ， 4 ，

4 ，T4， 4 。需要指出的是，后文图中没有未知参数

4 相对于速度结构参数的条件数数据，原因是各个算

例中预先设计的台站以及震源位置恰好使参数 4 为

0，而 4 相当于式（12）分母中的因变量 ( )f x ，因此 4
无法计算条件数，下文分析中将其略去。 

 

 

 
图 3 不同波速比下 16 个未知参数对 3 个速度结构参数的 

条件数 

Fig. 3 Conditional numbers of 16 unknown parameters  

       corresponding to 3 parameters of velocity structure  

under different wave velocity ratios 

从图 3（a）可以看出，随着波速比变小，即二层

介质波速相差增大，各未知参数对波速 1v层 的条件数
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明显增大，意味着对参数 1v层 的敏感性增大，即 1v层 的

误差所引起的定位参数的相对误差变大。除 4 外，图

3（a）中最大条件数也小于 10，图 3（b）、（c）中对 2v层 ，
1
ih 的条件数变化规律虽有不同，但总体均远远小于

10。对于 4 关于 1v层 的条件数，也是在波速比极小的

小范围变化内急剧增加到略高于 10，这种悬殊的波速

比只有理论计算意义，在实际岩土工程中不可能遇到

如此小的波速比，而观察图中岩土工程中常见的波速

比范围， 4 关于 1v层 的条件数也远小于 10。因此，在

波速比变化过程中，波前正演法总体上不体现病态性。 
从图 4 中可以看出，除了 1 ， 2 ， 3 ， 4 体现

的规律不同外，其余参数都体现出较好的规律性，且

图 4（a）、（b）、（c）中的条件数最大值均不大于 1.5，
远小于 10，可见从台站间距的不同变化角度看，波前

正演法也不体现出数值病态性。 

 

 

 

图 4 不同台站间距下 16 个未知参数对 3 个速度结构参数的 

条件数 

Fig. 4 Conditional numbers of 16 unknown parameters  

       corresponding to 3 parameters of velocity structure  

under different station distances 

从图 5（a）中可以看出，与前图 3 相似，当震源

深度增加到相当大的值之后，未知参数 4 对 1v层 的条

件数明显大于其他未知参数的条件数，但也不大于

5.5，条件数小于 10。图 5 分图 2 对 2v层 的条件数小于

2，图 5 分图 3 对 1
ih 的条件数小于 0.4。因此，随着埋

深增加，虽然未知参数相对于速度结构参数的条件数

有增大趋势，但仍远小于判断问题为病态的临界值。 

 

 

图 5 不同震源深度下 16 个未知参数对 3 个速度结构参数的 

.条件数 

Fig. 5 Conditional numbers of 16 unknown parameters  

        corresponding to 3 parameters of velocity structure  

under different depths 
从图 6（a）中可以看出，相对于 1v层 的条件数 2 ，

4 ， 1T ， 2T ， 3T ， 4T 呈先增大，后减小的趋势，存

在一个条件数最大的介质层厚度比，该比值大于 0 小

于 1，不等于 1。综合观察图 6（a）、（b）、（c）中相

对于 1v层 ， 2v层 和 1
ih 的条件数，均不大于 2，因此随着

介质层厚度比变化，问题也不体现数值病态性。 
波前正演法利用了震源坐标的新参数化，是震源

定位问题的一种新提法，这种新提法的条件数指标是

否合格，还是条件数已达病态，关系到未知参数对定
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位条件的敏感性，也直接关系到该算法的可行性。综

合图 3～6 的条件数分析比较，可以看出波前正演法各

变量的条件数总体上都不高，在岩土工程微震定位中

常见的条件参数范围内，所有变量对速度结构参数的

条件数都远小于 10，可见波前正演法的提法并不是一

个病态问题，利用常规数值解法即可满足计算要求。 

 

 

 

图 6 不同介质层厚度比下 16 个未知参数对 3 个速度结构参数 

的条件数 

Fig. 6 Conditional numbers of 16 unknown parameters  

       corresponding to 3 parameters of velocity structure  

under different buried depth ratios 

7  结    论 
针对矿区地层构造的多样性，提出一系列针对性

较强的特殊地层结构下的震源定位方法。层数任意和

倾斜产状的地质结构在自然界中广泛存在，本文提出

了层数任意的水平或倾斜层状介质中的震源定位方 
法： 

（1）波前正演法只需获取监测台站 P 波到时的

时差，将发震时刻作为未知变量引入非线性方程组求

解，波前正演法算法中只有舍入误差，无论是在多层

水平介质还是在多层倾斜介质中，均不包含模型误差。 
（2）波前正演法是基于任意观测系统的定位方

法。在多种不同定位条件下，包括介质层的层厚相差

较大，介质的非均匀性减弱，性质更趋近于均匀介质

的情况下，波前正演法的定位效果良好，且优于正反

演联用法和经典线性法。 
（3）通过将台站所在的大地坐标系进行两次旋

转，使得新坐标系的坐标轴与倾斜介质的产状平行正

交，从而将多层倾斜介质中的震源定位问题转化为不

规则观测系统下多层水平介质中的震源定位问题。 
（4）提出了倾斜分层介质中台站所在大地坐标系

的正交旋转变换计算公式，在得到震源坐标计算值后，

为了直观了解震源位置，分析推导了将计算坐标重新

旋转回原大地坐标系的方法与公式。 
（5）计算了波前正演法 16 个未知参数对 3 个速

度结构参数的条件数，多种定位条件下的条件数计算

结果表明，在岩土工程常见的条件参数范围内，条件

数均远小于 10，因此波前正演法对震源定位问题的新

提法是良态的，速度结构条件参数的误差，不会导致

待解未知参数的较大误差，因此采用常规数值计算方

法即可对问题求解。 
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