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土体非共轴各向异性对城市浅埋土质隧道诱发地表 
沉降的影响 
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摘  要：当前用于隧道工程数值模拟的本构模型，大多局限于土体各向同性框架下的共轴假设，难以充分反映隧道周

围土体力学响应的复杂性。针对典型砂土和软黏土，建立考虑初始强度各向异性和非共轴特性的二维平面应变、理想

弹塑性的土体本构模型，并编制用户材料子程序（UMAT），嵌入非线性有限元软件 ABAQUS 中，对城市浅埋土质隧

道开挖施工进行二维数值模拟分析。结果表明：开挖面附近土体应力主轴可能发生明显旋转；同等地层损失率下，考

虑土体初始强度各向异性预测的地表归一化沉降槽的形状与离心机试验结果更加吻合；同一程度荷载衰减下，考虑非

共轴各向异性影响后沿中轴线的最大地表竖向位移明显偏大。因此可以认为，如忽略土体的非共轴和各向异性特性，

可能会导致相关的设计方案偏于不安全。 
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Abstract: Nowadays, constitutive models for soils used for numerical modelling of tunnelling are normally restricted to the 

assumption of soil strength isotropy and coaxiality. A plane strain, elastic-perfectly plastic non-coaxial soil model with an 

anisotropic yield criterion is proposed. The non-coaxial soil model developed is then implemented into the commercial finite 

element software ABAQUS via the user-defined material subroutine (UMAT). Numerical simulations are performed on 

two-dimensional city shallow earth tunnel excavations using the newly proposed non-coaxial soil model. A case study is 

performed to compare the numerical results with the centrifuge test ones. The results show that the representative soil elements 

around tunnel experience severe principal stress orientations. The prediction of normalized subsurface settlement trough can be 

improved by considering the initial soil strength anisotropy. A larger value of the non-coaxial coefficient results in a larger 

magnitude of the maximum vertical displacement. It is concluded that no consideration of soil anisotropy and non-coaxiality 

may result in unsafe design in tunnelling. 
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0  引    言 
随着对土体本构理论的不断深入研究，土体各向

异性的重要性被岩土界广泛认识接受。土体的各向异

性大致可分为两种：原状土在自然形成过程中或历史

地应力作用下，土体内部形成各向异性结构，在宏观

─────── 

基金项目：国家自然科学基金项目（51609204，51408494，51678499）；
中央高校基本科研业务费专项资金项目（2682016CX002，2682015 
CX092） 

收稿日期：2016–06–06 

*通讯作者（E-mail: yangwenbo1179@hotmail.com） 

DOI：10.11779/CJGE201804011 



674                         岩  土  工  程  学  报                                    2018 年 

上表现为沿不同加载方向的强度和变形特性不同，称

为原生（初始）各向异性；在荷载应力加载下，土体

内部结构重组而产生的各向异性，称为次生（诱发）

各向异性[1]。近年来，众多的室内试验和离散元模拟

发现，当应力主轴发生较大旋转时，颗粒材料表现显

著的非共轴特性（non-coaxiality），即应力主轴和塑性

应变增量主轴的不一致性[2-5]。众多室内试验和微观数

值模拟的研究为建立更为真实的土体非共轴本构模型

提供了基础[6-8]。 
诸多岩土工程问题（地震作用、路基以及隧道开

挖、桩锚加固等），都涉及应力主轴旋转的现象。鉴于

应力主轴旋转可能会引起额外的塑性变形，因而深入

研究工程问题中非共轴各向异性的影响十分必要。然

而，到目前为止，大多非共轴的本构理论，鲜有用于

岩土工程的实际边值问题的研究，主要可能因为这些

模型的公式复杂，涉及大量不便标定的材料参数，阻

碍了它们的工程应用。黄茂松等[9]基于三维非共轴塑

性理论的变形分叉分析方法探讨地基土体稳定与承载

特性的研究，在这方面做了有益的尝试。余海岁及其

科研团队围绕非共轴特性做了大量理论和数值方面的

工作[10-12]，一个重要发现即忽略非共轴塑性的影响可

能导致工程设计偏于不安全，这一结论是基于土体强

度各向同性的假设得到的，但 Tsutsumi 和 Hashiguchi
等指出，只有同时考虑各向异性和非共轴特性才能合

理模拟主应力轴旋转下颗粒材料的力学响应，因此关

于导致危险设计的结论对于强度各向异性土体的适用

性尚需要进一步讨论[13]。  
近年来，随着计算机技术的普及，采用有限元模

拟城市浅埋隧道开挖施工过程，进而指导现场安全施

工已被广泛接受。然而，当前隧道工程数值模拟所选

用的本构模型，多数为传统的 Mohr–Coulomb 或者

Druck–Prager 模型[14-15]，无法反映隧道周围土体可能

存在的非共轴各向异性的特性。鉴于此，本文针对典

型的砂土和软黏土，提出一个简单的考虑土体初始强

度各向异性和非共轴特性的二维平面应变、理想弹塑

性的本构模型，并在 ABAQUS 中编制相应的用户材

料子程序，进行城市浅埋土质隧道开挖施工的二维有

限元分析；并采用离心机试验，得出不同地层损失率

条件下隧道开挖施工造成的地表沉降的变化特征；综

合比较数值模拟和离心机试验结果，探讨了控制土体

初始强度各向异性和非共轴特性的各参数对隧道开挖

施工引起地表土体沉降的影响。 

1  土体非共轴模型的建立 
传统的弹塑性应力–应变本构关系的率方程可表

示为，弹性部分服从胡克定律，弹性刚度系数表示为

( )e p
ij ijkl kl klD     ： 

2 ( )
(1 )(1 2 ) (1 )

e
ijkl ij kl ik jl il jk

Ev ED      
  

  
  

，(1) 

其中，E 表示杨氏模量， 表示泊松比， kl 和 p
kl 分别

表示总应变和塑性应变增量， ij 表示 Kronecker 符号，

当 i=j 时， 1ij  .0，当 i≠j 时， 0ij  。本文中应力应

变（率）均取拉为正。 
Booker 等[16]指出，屈服面在应力空间 (( ) /x y   

2， )xy 内可以表达为静水压力 p 和应力主方向 的

函数，其形状近似为椭圆，基于该假设，提出了如下

屈服方程： 
( , , ) ( , ) 0x y xyf R F p        ，   (2)
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式中，f 表示屈服函数，R 为应力点到坐标原点的距

离， ( ) / 2x yp    ， tan 2 2 /( )xy x y     ，c 为

黏聚力， max 为不同方向角的最大内摩擦角，n， 为

新 引 入 的 表 征 土 体 强 度 各 向 异 性 的 参 数 。

min maxsin / sinn   表征最小强度参数 minsin 和最大

强度参数 maxsin 的比值，取值范围为 0 到 1，其值越

小，各向异性越明显，当 n 取 1 时，表示各向同性，

上述方程自动退化为传统的各向同性 Mohr–Coulomb
屈服准则。β 为最大的内摩擦角对应的方向角，即

  时， maxsin sin  ，β 的取值范围为 0-π/2。上

述屈服方程在 (( ) / 2x y  ， )xy 平面上为一旋转椭

圆，旋转角为 2 ，椭圆长（短）轴分别对应于主应

力轴变化过程中最大（小）内摩擦角，如图 1 所示。 

 

图 1 各向异性屈服准则 

Fig. 1 Anisotropic yield surface 

对于给定的 maxc n ， ， ， ，剪切强度参数sin 随

着应力主轴方向 的变化特征见图2。试验表明（例

如图3给出的试验数据），在平面应变条件下，砂土的

最大强度和最小强度并不总是发生在  0°和
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  90°方向，有可能在两者之间，本文提出的模型

能很好地反映这一特性。 

 
图 2 sin ( )  与 角关系图 

Fig. 2 Relationship between sin ( )   and   

图 3 空心圆柱扭剪试验验证各向异性屈服面 

Fig. 3 Validation of anisotropic yield criterion 

基于 Spencer[17]、Harris[18-19]提出的双剪理论以及

Yu 等[10]的研究，总的塑性应变率 p
ij 可以分为两部分，

第一部分由经典的塑性势理论给出，与塑性势面正交；

第二部分依赖于屈服面的切向加载效应，与屈服面相

切，如图 4 所示。 
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           (6) 

式中，为加载指数，g 为塑性势函数，k 表示非共轴

影响因子， ijt 表示物质导数，依赖于屈服面切向加载

效应， 
1

ij ijkl klt N
k

    。            (7) 

 

 
图 4 非共轴塑性流动法则图示 

Fig. 4 Illustration of non-coaxial plastic flow rule 

在平面应变条件下可矢量化为
T

    x y xy       ，相

应地 ijklN 可用矩阵表示为 
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矩阵中 a，b，c，d 依次为 
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其中， 
2(sin 2 cos2 cos 2 sin 2 ) (1 )H m m m       ， (10) 
2(cos 2 cos2 sin 2 sin 2 ) (1 )I m m m      ，(11) 

式中，m， 的几何意义如图 4（b）所示，根据几何

关系，可得 
1tan 2

2
Fm

F 





  ，           (12) 

2 2

2

2 ( 1 2 )D n D Em
D

  
   ，  (13) 

其中： 
2 2( 1) cos (2 2 ) 1D n        ，  (14) 

2(1 )sin(4 4 )E n       。      (15) 

如果 g=f，即塑性势函数与屈服函数相等，为相

关联的流动法则；如采用与屈服函数不同的塑性势函

数，则为非相关联流动法则， 
sin ( )g R p C       ，       (16) 

max

2 2 2

sin
sin ( )

cos (2 2 ) sin (2 2 )

n

n


 

   




  
。(17) 

此处假定剪胀角随着主应力方向的变化而变化，

max 为最大剪胀角。需要注意的是，塑性势是动态变

化的，对于每个给定的应力状态，代入式（16）可以
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求得相应的 C，此时塑性势函数在偏平面上为圆形，

采用塑性势理论公式（6）对应力求导时， 保持不

变，从而计算得到的这部分塑性应变增量仍然是共轴

的。考虑非共轴塑性的应力应变率关系可表示为 
ep e ( )ij ijkl kl ijkl kl klmn mn

kl

gD D N    



   

    ， (18) 

e
ijklD 为弹性刚度模量张量。由一致性条件 

0ij
ij

f





 


   ，                 (19) 

可得式（18）中的弹塑性刚度模量： 
T

e e

ep e
T

e

ijpq klmn
pq mn

ijkl ijkl

uvst
uv st

g fD D
D D

f gD

 

 

   
               

  ，  (20) 

其中， 
e e 1 e( )ijkl ijuv ijpq pquv uvklD I D N D   。        (21) 

在传统的 Mohr–Coulomb 模型的基础上，我们引

入了 n k， ， 3 个新参数。通过平面应变单调加载试

验（如双轴试验或空心圆柱扭剪试验），可以得到不同

方向（最少 3 个）对应的强度，代入屈服面方程即可

得到 maxn ， ， ；在试验数据更多的条件下，为了保

证准确性，可以采用非线性回归分析，得到 n， ，图

3 中给出了一个采用空心圆柱扭剪试验，通过回归分

析标定 n， 的例子，同时也验证了屈服面的有效性。

k 本质上是控制变形关系的参数，无法仅由强度数据

得到，可以通过与涉及应力主轴旋转的室内试验（如

单剪试验或空心圆柱扭剪试验）测得的应力应变结果

进行比较分析得到。对于黏性土，黏聚力不为零，可

以采用传统方法进行标定。 

2  数值实现方法 
在非线性有限元软件 ABAQUS 中，编写了新模

型用户材料子程序（UMAT），进行有限元分析。值得

注意的是，在应力空间 (( ) / 2, )x y xy   中，屈服面

在 p-轴处存在奇点，为了保证计算良好的收敛性，采

用了双曲线渐近法对屈服面进行光滑处理： 
( , , ) ( , ) 0x y xyf R F p        ，    (22) 

2
2 2 2sin ( )

2
x y

xyR a
 

  
 

   
 

 ， (23) 

max( , ) ( cot ) sin ( )F p p c         ， (24) 
此处引入一个修正参数 a。当 a=0 时，式（22）～

（24）退化为式（2）各向异性屈服方程；当 a 取

0.25 cotc  时，经过双曲线渐进法修正的屈服面与各

向异性屈服面几乎重合。应力更新采用误差自适应的

显式积分算法，详细流程见图 5。因为流动法则考虑

 
图 5 数值算法实现流程图 

Fig. 5 Flow chart of implementation algorithm 
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了切向加载效应的非共轴特性，在全局求解时极有可

能出现负特征值，因此在模拟隧道的开挖施工时，适

当提高 ABAQUS 默认的荷载残留容许误差 nR   
0.005 和位移修正容许误差 n 0.01C  （如设置 nR   
0.01和 n 0.05C  ），保证计算收敛。 

在进行隧道开挖数值分析之前，采用文献[4，
20，21]中有关平面剪切和单调加载空心圆柱扭剪试

验的结果对各向异性屈服面的有效性进行了验证，

并采用单剪试验对材料用户子程序数值实现的有效

性和适用性进行了单元测试，计算结果见图 6。对

于新建本构模型及其数值实现方法的可操作性、精

确性以及有效性的详细讨论请参考 Yuan[21]，此处不

再赘述。 

 
图 6 非共轴中主应力、塑性应变增量方向的旋转 

Fig. 6 Orientations of principal stresses and principal plastic strain  

rates 

3  离心机模型试验 
采用英国诺丁汉大学岩土力学实验中心的土工离

心机试验仪，针对 Fraction E Leighton 砂，进行圆形

隧道开挖的离心机模型试验。该砂密度为 16.03 
kg/m3，参考 Zhao[22]在剑桥大学针对该砂进行的三轴

试验，取其杨氏模量 E=40 MPa，泊松比 0.25  。试

验模型比尺为 80，对应试验过程中离心机稳定转速时

加速度为 80g（g 为重力加速度）。模型隧道外直径为

90 mm（对应真实隧道直径 7.2 m），模型埋深 225 mm
（对应真实隧道轴心埋深 18 m）。在隧道模型的制样

过程中，将砂土沿有机玻璃墙倾倒入模型箱，在自然

沉积过程中内部会形成各向异性结构，因此有必要考

虑砂土的各向异性。采用排液法进行地层损失的模拟

进行了多组试验，本文选取了两组： l 0.86%V  ，

l 5.16%V  ， lV 为地层损失率，即地层损失与初始隧

道体积的比值。 

 

4  有限元分析 
如图 7 所示，在 ABAQUS 中建立与离心机试验

尺寸完全一致的有限元模型，模型尺寸为 25.6 
m×30.8 m，沿中轴对称。土体的有限元网格划分选

用 4 节点平面应变完全积分单元（CPE4），在左边界

施加轴对称约束，约束竖直方向的自由度，右边界与

底部边界均为 4 节点无限元边界（CINPE4），考虑远

场的影响；衬砌支护厚度 150 mm，采用平面应变不

可压缩完全积分单元（CPE4I），衬砌与隧道开挖面土体

之间用 Tie 连接。初始静止土压力系数取为 0K   0.5 。

通过三轴试验测得砂土最大内摩擦角 max  30°[23]，对

于砂土，从收敛性的角度出发，黏聚力 c=1.0 kPa。传

统塑性应变分量考虑相关联的流动法则，即最大剪胀

角 max max  ，模型参数与沉积方向的关系如图 8 所

示，如   0°意味着沉积方向的强度最大。为了探讨

土体各向异性参数和非共轴特性对地表沉降槽的影

响，针对各向异性形状参数（n 和）和非共轴切向影

响因子（k）进行参数分析。 
隧道开挖进程采用荷载衰减法（也称为-method）

进行模拟，通过初始平衡状态得到隧道周围的反向节

点力，开挖进程分两步进行：首先杀死衬砌单元，以

衰减因子 λ 成比例不断衰减节点力，直到当前地层损

失率与离心机试验中地层损失率一致为止；第二步激

活衬砌单元，衰减余下的节点力直至为零，开挖完成。 

 

图 7 隧道模型尺寸和有限元网格划分 

Fig. 7 Geometry and finite element mesh of tunnel model  
4.1  开挖面代表土体单元主应力轴旋转 

图 9 给出了隧道开挖面周围典型位置土体单元在

偏平面上的应力路径，除了中部位置单元 3，其他位

置的单元主应力轴均发生明显旋转，顶部单元 1 和底

部单元 3 的主轴旋转接近 90°，单元 2 和单元 4 旋转

接近 45°。图中还给出了屈服首次发生的位置，可以

看出屈服发生后应力主轴会发生显著的旋转，因此十

分有必要在本构模型中考虑主轴旋转的影响。 
4.2  参数分析 

图 10（a）中给出了没有考虑土体的非共轴特性 
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图 8 各向异性形状参数   

Fig. 8 Illustration of shape parameter  

 

图 9 应力路径和应力主轴旋转 

Fig. 9 Stress paths and orientations of principal stresses 

（k=0）的计算结果。对于图中形状参数 n=1 的

情 况 ， 各 向 异 性 屈 服 方 程 退 化 为 传 统 的

Mohr–Coulomb 屈服准则，计算模型与采取 ABAQUS
自带的 Mohr–Coulomb 模型在平面应变条件下取等效

参数所得的地表横向沉降槽基本一致，再次验证了数

值模型的有效性。图 10（b）的计算结果同时考虑了

强度各向异性和非共轴特性的影响。综合比较图 10
（a）和 10（b）可以看出，沿隧道中轴线的地表最大

竖向位移随着各向异性形状参数 n 的减小（n 减小意

味着强度相对各向同性强度的减小）、非共轴影响因子

k 的增大而增大。当各向异性形状参数  0°时（最

大强度方向沿沉积方向时），地表横向沉降槽明显“窄

而深”。 

 

图 10 各向异性和非共轴塑性对地表沉降槽的影响(=0.6) 

Fig. 10 Influences of soil anisotropy and non-coaxiality on  

  tunnelling-induced settlement troughs (=0.6) 

4.3  与离心机试验结果对比分析 

如图 11 所示为不考虑非共轴切向加载效应，浅埋

隧道开挖施工地表横向归一化沉降槽，即地表真实沉

降值（ vS ）与沿中轴线的最大沉降值（ vmaxS ）的比值。

对应不同地层损失率，离心机试验与数值模拟的对比

分析结果表明，达到同样的底层损失 Vl，使用

ABAQUS 自带的 Mohr–Coulomb 屈服模型，节点力的

衰减程度大于使用新模型节点力的衰减程度。在地层

损失较小的情况下（ lV =0.86%），新模型与 ABAQUS
自带的 Mohr–Coulomb 模型得到的归一化沉降槽非常

接近，并且与离心机试验结果和根据试验拟合的高斯

沉降槽吻合，这可能是因为土体变形还处在弹性阶段。

在地层损失较大的情况下（ l 5.16%V  ），采用

ABAQUS 自带的 Mohr–Coulomb 屈服模型，所得的归

一化沉降槽明显较试验结果以及高斯沉降槽“宽而

缓”。而采用新建各向异性模型进行模拟发现，参数 β
值对归一化沉降槽的形状有明显影响，其原因可能在

于，这种情况下隧道周围塑性区增大，各向异性材料

参数的影响更加显著。其中，当 n=0.707 和 β=0°时，

可得到相当“窄而深”的归一化沉降槽，与试验结果

几乎一致。大量文献中的试验结果表明椭圆的长轴方

向更倾向于接近沉积方向，即 β=0°的情况[4, 24]。图

12 显示考虑非共轴切向加载效应尽管对沉降绝对值

有明显的影响（见图 10（b）），但对归一化沉降槽的

形状影响不大。 
图 11 和图 12 中，数值模拟预测的最大竖向位移

均低于试验结果，可能的原因在于新建模型为简便起

见，弹性阶段采用胡克定律，且仅考虑二维平面应变

问题，而真实隧道开挖施工是三维问题，存在明显的

空间效应，弹性区对于地层变形范围的影响较大，今

后的工作将针对三维问题进一步开展，弹性阶段考虑

各向异性和非线性弹性，并建立三维数值模型，更为

真实地模拟的开挖进程。 
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图 11 地表横向归一化沉降槽(k=0) 

Fig. 11 Normalized subsurface settlement troughs 

 
图 12 地表横向归一化沉降槽(k≠0) 

Fig. 12 Normalized subsurface settlement troughs 

 

5  结    论 
本文提出了平面应变条件下、理想弹塑性的土体

非共轴各向异性本构模型，该模型在Mohr–Coulomb
屈服准则的基础上，引入两个形状参数n和β，考虑了

土体初始强度各向异性的影响；在流动法则中，考虑

非共轴切向加载效应的影响，引入非共轴影响因子k。
通过UMAT将新建本构模型嵌入非线性有限元软件

ABAQUS中，分析讨论了土体非共轴各向异性对城市

浅埋土质隧道开挖施工诱发的地表沉降槽的影响，结

果表明： 

（1）隧道开挖面周围大部分位置土体的应力主轴

会发生旋转，隧道底部和顶部尤为明显。 
（2）各向异性形状参数以及非共轴影响因子对地

表最大竖向位移的数值预测结果有显著影响，地表最

大竖向位移随着 n 的减小和 k 的增大而增大。 
（3）通过与离心机试验数据的综合比较，对于地

层损失较小的情况，采用传统的 Mohr–Coulomb 模型

与新建本构模型所得的地表归一化沉降槽均能很好地

与试验数据以及基于试验数据拟合的高斯沉降槽吻

合 ； 对 于 地 层 损 失 较 大 的 情 况 ， 采 用 传 统

Mohr–Coulomb 模型所得数值预测结果较试验数据以

及高斯沉降槽明显“宽而缓”，采用新建本构模型后，

当考虑一定程度的各向异性时（n=0.707，β=0°），预

测结果与试验数据以及高斯沉降槽“窄而深”的特点

能更好地吻合。 
不考虑土体非共轴各向异性的计算可能低估地面

的沉降变形且不能准确预测变形槽的模式，而地表最

大竖向位移越大，变形槽越窄而深，越容易引起地表

变形损害，因此，不考虑非共轴各向异性的设计可能

是偏于危险的，这也进一步验证了 Yu 等[10]的结论。

此外，新建立的本构模型还可推广用于模拟更多的类

似岩土工程类问题，如基坑开挖、边坡锚固等，考虑

非共轴和各向异性的影响，确保相关工程设计的安全

性。  
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