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基于实域总势能计算渗流溢出点位置 
侯兴民，孙伟建

 

（烟台大学土木工程学院，山东 烟台 264005） 

摘  要：渗流对坝体稳定有重要影响，溢出点位置的确定是求解渗流场的关键问题之一。目前求解渗流溢出点的方法

以有限元数值计算为主，通过比较假定溢出点水头值与位置高程的大小确定溢出点位置，这类方法具有迭代次数多，

不易收敛的缺点。为此提出了一种基于全域总势能计算渗流溢出点位置的新方法：计算出每个可能溢出点对应的全域

总势能，其最小值所对应的位置即为溢出点位置。但是全域总势能包含了自由面以上区域（虚域）的势能，给计算结

果带来了误差。在全域总势能的基础上，提出了实域总势能的概念，将自由面通过的单元分为干区和湿区两部分，并

将干区及其以上单元中的虚域势能从全域总势能中扣除，以消除因计入虚域势能而产生的误差，进一步提高了计算精

度。 
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Calculation of seepage spill point position based on total potential                 
energy in real domain 

HOU Xing-min, SUN Wei-jian 

(School of Civile Engineering, Yantai University, Yantai 264005, China) 

Abstract: Seepage plays an important role in dam stability, and the determination of spill point position (SPP) is one of the key 

problems when solving the seepage field question. The current methods for solving SPP are mainly the finite element ones by 

comparing the hydraulic head of a possible given spill point and its elevation value. This kind of method has disadvantages such 

as large iteration times and difficult convergence. Therefore, a new method based on the global total potential energy to 

calculate SPP is proposed: the global total potential energy corresponding to each possible point is calculated, and the position 

corresponding to the minimum value is just the SPP. However, the total potential energy of the global domain contains the 

energy of the region above the free surface (virtual domain) and inevitably introduces errors. On the basis of the global total 

potential energy, the concept of the total potential energy in the real domain is proposed. The whole domain is divided into the 

dry region and the wet region by the free surface, and the virtual potential energy in the dry region is deducted from the global 

total potential energy to eliminate the error caused by including the virtual domain so as to improve the calculation accuracy. 

Key words: global total potential energy; total potential energy of real domain; spill point; seepage free surface  

0  引    言 
渗流计算是评价坝体渗流安全及进行渗控方案设

计的依据，也是评价边坡抗滑稳定性的基础。在各种

水利工程及岩土工程的渗流分析中，常会遇到带自由

面和溢出面的渗流计算问题。 
在渗流场中，以上游最高入渗点为自由面的起始

点，以溢出面最高点（即溢出点）为终止点，因此在

求解渗流自由面时，需要首先确定溢出点的位置。目

前，求解渗流自由面的主要方法有无网格法[1-3]、虚单

元法[4]、虚节点法[5]、节点虚流量法[6]、初流量法[7-9]、

单元渗透矩阵调整法[10-12]及其他方法[13]。确定溢出点

的方法主要有沿坡面滑动法和二次曲线相交法[14]。前

者需溢出点与自由面一同迭代，计算量大且不易收敛；

后者对确定二次曲线自由面上三点的精度要求太高，

计算误差较大；文献[4]提出了通过比较溢出点上部一

点的水头值与其位置高程大小确定溢出点，此方法为

局部变网格法，需将自由面与溢出点共同迭代，计算

量大。文献[11]指出，可将溢出面边界转化为第二类

边界条件（流量边界条件）求解溢出点。但此方法受

─────── 

基金项目：国家自然科学基金项目（41602284）；山东省专业学 
位研究生教学案例库建设项目（sdyalk1684） 
收稿日期：2017–01–04 

DOI：10.11779/CJGE201804004



第 4 期                     侯兴民，等. 基于实域总势能计算渗流溢出点位置 613 

 

起始条件的影响较大，且收敛判别条件复杂，需反复

迭代计算。文献[12]提出在处理溢出段时，根据水头

与高程的关系将溢出面上的点定义为固定点与活动

点，通过迭代与线性插值最终找到溢出点位置。此方

法也是将自由面与溢出点一同迭代，需重复构造总渗

透矩阵与自由项。 
侯晓萍等[15]提出了空气单元法求解渗流溢出面，

但其相对渗透系数确定较为困难。李远东等[16]提出了

基于全域总势能极小值原理求解溢出点的方法，提高

了溢出点的计算精度，但未将虚域势能扣除，造成了

一定误差。 
本文改进了全域总势能求解溢出点的方法，将虚

域势能从全域总势能中剔除，提出了实域总势能的概

念，并基于实域总势能极小值求解溢出点，提高了计

算精度。从支配方程、实域总势能原理、工程算例 3
个方面阐述本文所提方法，通过算例计算表明本文方

法可精确、高效地计算出溢出点位置。 

1  渗流的基本理论和边界条件 
1.1  支配方程和边界条件   

根据达西定律和地下水运动的连续性条件，不考

虑土和水的压缩性，二维均质各向异性土体的稳定渗

流满足偏微分方程

                  , , 0x z
h x z h x zk k

x x z z
                

（ ） （ ）  ， (1)
 

式中， ,h x z（ ）是水头函数， xk ， zk 分别为 x， z方向

的渗透系数。 
在稳定渗流计算中，渗流溢出点的位置是未知的，

且必须同时满足第一类边界条件和第二类边界条件： 
（1）水头等于位置高程，即 h z ； 

（2）有外渗流量，即 0n
hk
n



≤ 。 

1.2  应用有限单元法求解渗流场   

由变分原理可知，渗流场基本微分方程（1）的定

解问题等价于求解渗流能量泛函的极值问题，构造如

下泛函： 
2 21 1( ) d d

2 2x z
h hI h k k x z
x z

                
  。 (2) 

式中  x
hk
x



， z
hk
z



分别为 x， z方向的渗流速度；

h
x



，
h
z



分别为 x， z方向的水力坡降。根据变分原

理，对泛函求极值 0
i

I
h





（i=1，2，…，m），渗流控

制方程转化为如下线性方程组： 
    K h f   。            (3) 

 K 为总渗透矩阵，m为节点数； h 为待求m个节

点的水头向量；  f 为自由项，对于稳定渗流场

   0f  。求解线性方程组（3）即可得到渗流场内

各节点的水头值。 

2  基于实域总势能确定溢出点的原理 
2.1  全域总势能确定溢出点原理 

在求解全域总势能时，以上游坡面底部 A为坐标

原点，水平方向向右为 x轴正方向，铅垂向上方向为

z 轴正方向，建立直角坐标系，选取三角形单元对全

域进行划分，定义每延米上的单个三角形单元的势能

为 

   
e

1
d d

m

i i
ie

E n g N h x z


    。       (4) 

式中  eE 为每延米上单个三角形单元的势能（J/m）；

 为水的密度（kg/m3）；g为重力加速度（m/s2）； iN
为三角形单元的形函数； ih为单元节点水头值（m）；

n为土的孔隙率。 
由三角形单元的形函数的特点可知： 

d d
3i
AN x z     ，               (5) 

式中， A为三角形单元的面积。 
每延米上全域总势能为 

e e e e
e ( )

3i j m
AE E n g h h h      。  (6) 

在二维渗流场中，以下游水平面上一点O为坐标

原点，水平方向向右为 x轴正方向，表示溢出点位置

不同时在全域 中总势能的大小，铅垂向上方向为 z
轴正方向，表示不同溢出点位置，建立直角坐标系。 

如图 1 所示，在已知真实溢出点的条件下，AG，
BC，CD，DS为不透水边界，内外无流量交换；AB，
FG为上、下游水位边界，满足水头条件 h1=a，h2=b；
SF 为真实的溢出面边界，应同时满足条件 h=z， 

0n
hk
n



≤ （即存在向外流量）；BS为自由面边界，满 

足条件 h z ， 0n
hk
n





。 

由于真实溢出点的位置是未知的，计算时需依次

调整假定溢出点位置。当假定溢出点低于真实的溢出

点 S时，如溢出点 1，2，部分真实溢出段边界将被 
定义为不透水边界，阻止了边界处的流量外泄，使得

此时全域总势能比真实情况下的全域总势能高即

' 2 1SE E E  ；当假定溢出点高于真实的溢出点 S时，

如溢出点 i， 1m  ，m，应满足水头 h z 条件的部

分边界被赋予了 h=z，使得全域总势能比真实情况的

全域总势能高即 1 'm m i SE E E E   。因此，全域总势

能随着赋予溢出点位置升高，会呈现先减小后增大的
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图 1 不同溢出点位置的总势能变化趋势示意图 

Fig. 1 Variation of total potential energy with different spill points 

变化趋势，当全域总势能最小时，对应的溢出点 S 就
是所求的溢出点位置。但由于真实的渗流区域是自由

面以下的区域，当采用全域总势能求解溢出点时，忽

略了自由面以上区域对真实渗流区域的影响，所以，

采用全域总势能求解的溢出点位置 S 与真实溢出点

位置 S有微小误差。 
2.2  实域总势能及公式推导 

    以图 1 所示二维均质堤坝渗流计算模型为例，自

由面 BS 将全域 划分为实域
实
（自由面以下的区

域）和
虚
（自由面以上的区域）。将渗流场分为湿区、

过渡区和干区，若单元中节点水头与坐标的差值均不

小于零，则该单元为湿单元；若单元中节点水头与坐

标的差值均不大于零，则该单元为干单元；余下的单

元则为过渡单元。 
基于全域总势能（ E E E  

虚实
）求解渗流溢 

出点，在求解时未将虚域势能 E
虚
从总势能中扣除，

造成了一定的误差。本文在此基础上提出了实域总势

能的概念，实域总势能 E
实
是指湿区和过渡区中自由

面以下区域的势能总和（即图 1 中自由面以下阴影区

域的势能总和）。在真实渗流情况下，渗流自由面 BS
以上的区域是没有渗流的，不存在渗流势能，将虚域

势能从总势能中扣除更加符合实际情况。渗流场中的

能量以实域总势能 E
实
来表示，实域总势能随溢出点

位置变化的关系示意图如图 1 所示。随着溢出点位置

的升高，实域总势能 E
实
先降低后升高，当为真实溢 

出点 S时，实域总势能取得最小值。 

实域总势能：   E E E  
过实

   ，     (7) 
式中， E 为全域总势能， E

实
为实域总势能， E

过
为

过渡单元的总势能， 为过渡单元中虚区面积占单元

总面积的比 

                  

1              

S
S
S
S






 



  

空白

总

阴影

总

虚区形成曲边三角形 ，

实区形成曲边三角形 。

(8) 

对过渡单元的处理：  
（1）第一类单元：三角形单元中仅有一个节点在

自由面以上，以节点 i在自由面以上为例（如图 2（a）
所示），用线性插值求出自由面与三角形单元的交点坐

标，如图 3 所示，以棱边 ij为例： 

1

1

( )  

( )  

j
j i j

j i

j
j i j

j i

x x x x

z z z z

 
      

       

，

。

         (9) 

式中  ix ， jx ， iz ， jz 分别为 i， j的横坐标和纵坐

标； 1x ， 1z 为交点 1 的横坐标和纵坐标；为水头与

纵坐标差值， i i ih z   （自由面以上 i ih z ）， j   

j jh z （自由面以下 j jh z ）。同理可求出交点 2 的坐

标。 

 

图 2 过渡单元类型 

Fig. 2 Types of transitional elements 

由三角形单元的面积公式

1        
1 1       
2

1      

i i

j j

m m

x z
S x z

x z
 计算出 

过渡区单元的总面积 ijmS ，同样地可计算出过渡区单

元自由面以上三角形单元的面积 12iS 。过渡区单元中 

虚区面积占单元总面积的比 12i

ijm

S
S

  。同理可分别计

算出节点 j，m在自由面以上时的面积比。 
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图 3 自由面与棱边交点坐标的计算 

Fig. 3 Calculation of intersection-point coordinate of free surface 

and edge 

（2）第二类单元：三角形单元中有二个节点在自

由面以上，以节点 j在自由面以下为例（如图 2（b）
所示）。由式（9）及三角形单元的面积公式求出过渡

区单元中自由面以下三角形单元面积 1 2jS ，过渡区 

单元的面积比 1 21 j

ijm

S
S

   。同理可分别计算出节点 i， 

m在自由面以下时的面积比。 
2.3  计算步骤 

（1）对土石坝进行有限元划分（以三角形单元为

例）。首先对坝体进行竖向和横向剖分，得到规则的四

边形单元和三角形单元，再对各四边形单元进行同方

向对角线连接，剖分为三角形单元，按照由上向下，

由左向右的顺序依次编号，或直接生成三角形单元。 
（2）将已知上、下游各节点的水头值和假定溢出

点的水头值（ h z ）代入式（3），为编程方便，将已

知水头值节点在总渗透矩阵中所对应的主对角线元素

变为 1，其余为 0，将已知水头值代入所对应的水头列

向量，无需对渗透矩阵、水头列向量及自由项进行降

阶。再依据式（3）计算出各待求节点的水头值。 
（3）计算各节点的水头值与纵坐标的差值，将渗

流场划分为湿区、过渡区和干区，通过对过渡区单元

的计算，依据式（8）计算出过渡区单元的面积比 。 
（4）将干区单元丢弃，保持赋予溢出点的位置不

变，依据式（3）重新求解各节点水头值，依据式（6）
求解出此时的全域总势能，将丢单元前计算出的面积

比 代入式（7）中，无需调整自由面，计算出在当

前溢出点位置时的实域总势能 E
实
。 

（5）将假定溢出点位置升高一个节点，重复步骤

（2）、（3）、（4）求解出实域总势能 pE ，p 为执行此

步骤的序号，判断 pE 与 1pE  的大小，若 1P pE E  ，

执行下一步；若 1P pE E  ，重复计算步骤（5）。 
（6）执行步骤序号 p-2，p-1，p所对应的节点坐

标分别为（ 1 1x z， ）、（ 2 2x z， ）、（ 3 3x z， ），令 2 1x x 
，

3 1 3 1( ) /( )x x q z z  2 1z z q  （  为溢出点最小误

差限值），并将（ 2 2,x z ）作为新的溢出点坐标，重复

步骤（2）、（3）、（4）求解实域总势能 qE ， q为执行

此步骤的序号。 
（7）判断 qE 与 1qE  的大小，若 1q qE E  ，令

1q q  ，回到步骤⑥。若 1q qE E  ，此时执行此步

骤序号 1q  所对应的节点坐标即为真实溢出点坐标。

程序流程图如图 4 所示。 

 

图 4 有限元计算程序框图 

Fig. 4 Block diagram of finite element calculation 

3  算    例 
3.1  有解析解的均质矩形坝    

以均质土坝为例进行分析，尺寸为 10 m×10 m，

土坝上、下游水位分别为 10 m 和 2 m，底部为不透水

边界，该问题的自由面解析表达式为 2 100 8z x  ，

其溢出点位置的解析解为 4.472 m。将计算模型划分

为 200 个单元，以直角边长为 1 m×1 m 的三角形单

元进行划分，如图 5；应用上文所提方法，采用 Fortran
编写二维有限元程序求解溢出点位置。实域总势能的

变化情况如表 1 所示， n为孔隙率。 

 

图 5 均质矩形坝有限元划分 

Fig. 5 Finite element division of homogeneous rectangular dam 
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表 1 实域总势能 

Table 1 Total potential energy in real domain 

由表 1 可知，采用本文所提方法计算均质矩形坝，

算得的溢出点位置为 4.45 m。当溢出点位置为 4.45 m
时，实域总势能最小。 

由表2可知，本文方法算得的溢出点与解析解相

比，绝对误差为-0.022 m，相对误差仅为-0.49%，精

度比节点虚流量法、初流量法、改进的初流量法、改

进的截止负压法、改进的丢单元法、全域总势能极小

值法都高。节点虚流量法、初流量法、改进的初流量

法、改进的截止负压法、改进的丢单元法网格划分为

边长为1 m×1 m×1 m的八节点六面体。全域总势能

法与本文方法划分网格一致。以往有限元计算方法通

常根据溢出面上节点水头值与位置高程的大小迭代求

解溢出点，容易产生迭代不收敛的问题，且影响计算

精度。本文方法通过求解实域总势能确定溢出点位置，

解决了迭代不收敛的问题，提高了计算精度。改进了

以全域总势能求解溢出点位置的方法，将虚域势能从

全域总势能中扣除，减少了因虚域势能造成的误差，

提高了求解溢出点的计算精度。 
表 2 精度对比 

Table 2 Comparison of accuracy 

3.2  有解析解的均质梯形坝   

梯形坝渗流是工程中常见的渗流现象，比如用于

挡水的土石坝和基坑开挖的围堰堰体等建筑物均属于

梯形坝。现以不透水地基上均质土石坝为例，坝高 17 
m，坝长 97 m，上游水位 15 m，下游水位 4 m。本算

例中网格划分为 714 个三角形单元，网格划分单元见

图 6。利用本文编制的有限元程序求解坝体溢出点的 
位置见表 3。 

表 3 实域总势能 

Table 3 Total potential energy in real domain 

由表 3 可知，竖向 1 m 网格划分下，算得溢出点

位置为 6.20 m（真实溢出点位置为 6.23 m），与解析

解的差为-0.03 m，相对误差为-0.48%，满足工程精度

要求。通过全域总势能求解溢出点位置为 6.40 m，相

对误差为 2.72%。本文方法通过将虚域势能从全域总

势能中扣除，减少了因虚域势能造成的误差。 

 

图 6 均质梯形坝有限元划分 

Fig. 6 Finite element division of homogeneous trapezoidal dam 

4  结     论 
（1）改进了全域总势能求解溢出点的方法，将虚

域势能从全域总势能中扣除，提出了实域总势能的概

念，减少了因虚域势能造成的误差，提高了求解溢出

点的计算精度。 
（2）解决了以往采用有限元法求解溢出点时迭代

条件复杂且不易收敛的问题，避免了以往求解溢出点

时需同自由面一起迭代，提高了求解效率及计算稳定

性。 
（3）通过求解计算模型与工程实例表明，本文方

法较以往有限元计算方法可更精确地确定溢出点位置。 
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