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基于 Mindlin 解的矩形均布荷载作用下的附加应力 
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摘  要：基础沉降计算一般首先采用 Boussinesq 解或考虑埋深的 Mindlin 解来计算附加应力系数，再考虑分层土特性和

地区经验系数，现有的文献在计算半无限弹性体内作用竖向矩形均布荷载的附加应力系数时，为了简化积分，往往将

坐标轴置于矩形的角点，计算矩形角点下某点的系数，因此相关解答具有一定的局限性。为了使得解答更具一般性，

在集中荷载作用的 Mindlin 解基础上，通过积分重新推导了在半无限体内部竖向矩形均布荷载作用于水平面内的应力解

以及作用在竖向面内时的 z 解表达式，通过与既有文献对比验证了其正确性，并对不同位置和不同泊松比情况下的附

加应力系数变化规律进行了分析，相关结论可以为工程计算应用参考。 
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Stresses induced by vertical rectangular uniform loads within                
ground based on Mindlin solution 

HE Chun-bao, WANG Lin-bin, LI Gao-yang 
(College of Water Conservancy and Civil Engineering, South China Agricultural University, Guangzhou 510642，China) 

Abstract: The calculation of foundation settlement is usually based on the Boussinesq’s solution or Mindlin’s solution, which is 

suitable for considering the embedding depth to calculate the additional stress coefficient. In order to simplify the integration 

process, in the existing literatures the coordinate origin is often placed at the corner of rectangle in calculating the additional 

stress coefficient of vertical rectangular uniform loads acting on a semi-infinite elastic body, and the coefficients at a point 

under the corner of rectangule are calculated, so the relevant solutions have obvious limitations. In order to make the solution 

more general, on the basis of Mindlin’s solution of concentrated load, the analytic expressions for stress distribution at any 

point in a semi-infinite body suffering vertical rectanglar uniform loads on horizontal area and the analytic expression for 

z with vertical rectanglar uniform loads on vertical area are deduced. Their correctness is verified by comparing with the 

existing literature, and the change laws of stress coefficient at different positions under different Poisson's ratios are analysed. 

The conclusions can be applied in engineering calculation. 
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0  引    言 
有关地基应力和位移的计算是岩土工程很重要的

研究课题，荷载作用于半无限空间体表面的Boussinesq
解[1]和考虑埋深的Mindlin解[2]是两种经典的解答形

式，两者给出的都是集中荷载作用下的应力和位移解

析解表达式。由于实际工程中荷载往往是面荷载，如

矩形、条形或圆形等，而且基础一般都有一定的埋深，

因此还需要对Mindlin解进行积分，为此很多学者进行

了研究，Geddes[3]给出了垂直平面内竖向均布荷载作

用下的Mindlin解积分形式，袁聚云等[4-5]推导了竖向

矩形和条形分布荷载作用面角点的Mindlin应力解表

达式，王士杰等[6]给出了类似的竖向矩形分布荷载作用

面角点下竖向应力 z 表达式。王洪新[7]在袁聚云等[4]

的基础上进行了重新推导和修正。以上的解答常以图

形和表格的形式列出，而且给出的主要是矩形荷载面

角点或条形荷载侧边点及其下方点的表达式或结果。

对于其他计算点，则必须使用分块叠加的方法来计算，

因此有很大的局限性。对于任意点的应力计算，邱明

兵等[8]通过简化，将单桩端阻、矩形分布侧阻、正三角

形分布侧阻产生的应力表达为各分项阻力与相应附加

应力系数的乘积，给出了考虑桩径影响的竖向荷载 
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下Mindlin应力解，但是其解答是一种近似的Mindlin 
应力解。 

地基基础共同作用分析[9-10]是岩土工程的研究热

点，矩形均布荷载作用下的解对于解决方桩与地基的

共同作用时较为便利。而既有文献在推导有关矩形荷

载作用时Mindlin解的积分过程中存在的主要不足包

括：①基于工程应用方便，计算点一般仅考虑竖向荷

载作用在水平面上区域角点下某点的附加应力，而对

竖向荷载作用在竖面内考虑较少，因此公式具有一定

的局限性；②由于将坐标轴原点置于矩形区域角点，

因此对于有多个荷载作用于不同位置情况，需要进行

坐标变换，较为繁琐。为了便于在土与结构物共同作

用计算分析应用，本文在Mindlin解的基础上，通过积

分整理得到均布矩形荷载作用于水平面内的应力解以 
及作用在竖向面内时的  z 解，通过积分区域变化即可

得到条形荷载作用下的解答。并对均布矩形荷载作用

于水平面内时不同深宽比和泊松比以及不同深度位置

的附加应力系数变化情况进行了分析。 

1  矩形均布荷载作用下的 Mindlin 应力

解 
1.1  集中荷载作用下的 Mindlin 应力解 

为了表达方便简洁，定义以下符号和物理量：E
为变形模量；G 为剪切模量； 为泊松比； ,P q 分别

为集中荷载和均布荷载； c 为埋深； h为计算点到荷

载加载面的竖向距离； , ,x y z 为直角坐标系； , ,   为

加载区域某点坐标。 
8π(1 )   ；X x  ；Y   y ； aZ z   ，

bZ z   ； 1 2,Z z c Z z c    ； 2 2 2R x y z   ；

2 2 2
1 ( )R x y z c    ； 2R  2 2 2( )x y z c   ；K   

2 2 2 2 2 2
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y z K x y z             ， ；

2 2 2
2 ( ) ( ) ( )K x y z        。 

如图1所示，Mindlin[2]给出了竖向集中力作用于

半空间内部一点( 0  0  c，， )时的应力解，在半空间任

意点 ( , , )M x y z 处产生的应力为 

 

图 1 竖向集中力作用于半空间内部 

Fig. 1 Vertical centralized loads in elastic semi-infinite ground 
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1.2  水平面上矩形均布荷载作用下的Mindlin应力解 

对于方桩的桩端荷载作用，如图 2 所示，当矩形

均布荷载作用于埋深  的面积 1 2 1 2( ~ ) ( )~    上

时，在点 ( , , )M x y z 处产生的附加应力可以通过对式

（1）～（6）积分得到。在矩形面积上积分用到的

主要的积分量包括：
2 2

1 1

3
1

1 d d
K

 

 

   ，
2 2

1 1

3
2

1 d d
K

 

 

   ， 
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2 2
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2 2

1 1

7
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K

 

 

   等。在文

献[4，7]也有相关类似的积分推导，但其积分区域为

(0 ~ A) (0 ~ B) ，因此不具一般性，对于积分区域为 

1 2( )  × 1 2( )  时，得到的积分结果如下： 
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图 2 矩形均布荷载作用示意图 

Fig. 2 Model of vertical rectanglar uniform load in an elastic  

semi-infinite ground 

利用以上积分结果（7）～（20），即可得到图 2
中矩形局部荷载作用下在点 ( , ,M x y z）处产生的应力 
解为 
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1.3  竖直面上矩形均布荷载作用下的Mindlin应力解 

对于方桩侧摩阻力作用情况，如图 3 所示，当矩

形荷载作用在 y= 1 面上 1 2 1 2( ~ ) ( )~    区域时，由

于应力中起主要作用的是竖向应力 z ，在作用面上积

分给出 z 解如式（27）。 

 

图 3 竖直面上作用矩形均布荷载 

Fig. 3 Model of vertical rectanglar uniform loads acting on vertical  
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对于矩形荷载分别作用在 y= 2 面上 1 2( ~ )    
1 2( ~ )  区域、x= 1 面上 1 2 1 2( ~ ) ( ~ )    区域、

x= 2 面上 1 2 1 2( ~ ) ( )~    区域等方桩另外 3 个竖

向矩形面上时，对公式（27）分别进行相应的坐标变 
换即可得到竖向应力 z ，如式（28）～（30）所示。 
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(30) 

2  条形分布荷载解答和分层地基中的

应用 
2.1  条形分布荷载 

对于条形分布荷载作用下的解答，只需令图2中荷

载作用面长度 1 ， 2 ，宽度 2 1  为单 
位量，即可得到条形分布荷载作用下的解答。 
2.2  分层地基的沉降计算 

由于实际岩土工程应用中，地基内部土都是分层

的，因此第 i层土的沉降可以采用以下积分计算： 
1

s

d  
i

i

z
z

i
iz

w z
E


  。              (31) 

地基总沉降为
1

n

i
i

w w


  ，其中 siE 为第 i 层土的压缩模 

量， 为地区经验系数， n为土层数。 

3  算例分析 
3.1  与既有算例对比 

为了验证以上公式的正确性，取文献[7]的矩形荷

载和条形荷载解答两个算例进行对比。 
算例 1：矩形受荷面积埋深 c = 2 m，A = 2 m，B =3 

m， 0.35  。分别计算矩形受荷面积角点下不同深度

处的附加应力系数 （ 为均布荷载 q = 1 时的应力 
分量），计算结果对比见表 1。 

表 1 角点下的解答对比 

Table 1 Comparison of analytic solutions of stresses under corner  
附加应力系数/10-4 

z/m 方法 
x  y  z  zz  yz  xy  

文献[7] 118 222 1343 418 520 156 4 
本文 117.73 222.12 1342.59 417.75 519.73 155.77 

文献[7] 31 94 1011 241 321 73 5 
本文 31.36 93.42 1010.02 240.90 320.41 73.16 

算例 2：条形受荷面积埋深 c = 2 m，单位宽度，

0.35  。计算条形受荷面积侧边缘下不同深度处的 
附加应力系数 ，计算结果对比见表 2。 

表 2 条形荷载作用侧边缘下的解答对比 

Table 2 Comparison of analytic solutions of stresses under edge of  

.strip load 
附加应力系数/10-4 

z/m 方法 
x  y  z  zz  yz  xy  

文献[7] 491 — 3184 963 — — 4 
本文 490.68 1286.03 3182.23 962.21 0 0 
文献[7] 250 — 2651 617 — — 5 
本文 249.37 1015.25 2649.87 616.46 0 0 

表 1，2 的计算结果表明与文献[7]的解答是一致

的，但由于文献[7]给出的是荷载区域角点下的解答，

对其它点需按分块叠加的方式计算，因此有很大的局

限性。 
为了便于与表 1，2 的计算结果对比，取算例 1

和算例 2 的计算参数不变，得到矩形和条形荷载作用 
下中心点的附加应力系数如表 3 所示。 
表 3 矩形和条形荷载作用下中心点下各应力分量的解析解 

Table 3 Comparison of analytic solutions of stresses under center  

of rectangular and strip loads 
附加应力系数/10-4 

z/m 荷载 
形式 x  y  z  zz  yz  xy  

矩形 -16.62 100.08 2471.01 0 0 0 4 
条形 209.90 1436.57 3880.22 0 0 0 
矩形 -38.55 0.67 1506.28 0 0 0 5 
条形 101.08 1081.38 2974.34 0 0 0 

比较表 1～3 的计算结果，同一深度处，中心点下的

竖向附加应力 z 大于角点下的值。矩形荷载作用下中心

点下的 x ， y 小于角点下的值。条形荷载作用下的 x ，

y 值则与条形荷载方向有关，当条形方向沿 x 轴时，中 
心点的 x 小于角点值，中心点的 y 大于角点值。 
3.2  参数分析 

（1）埋深对附加应力系数的影响 
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如图 2 所示，取方形受荷面积的边长分别为 A 
=B= 1，2，4 m 三种情况， 0.3  ，考虑不同深宽比，

计算荷载作用面中心点和角点下的附加应力系数，结

果如图 4 所示。 
图4表明：①不同荷载面宽度情况下，附加应力系

数随深宽比c/A的变化规律基本一致，说明附加应力系

数主要与深宽比相关。②荷载的影响深度主要在1倍基

础宽度以内，深度为1倍基础宽度处，中心点和角点的

z 收敛量已经达到了总量的84%，55%。③当h取2倍、

3倍基础宽度时， z 收敛量分别达到95.8%，98.4%。 

 

图 4 埋深对附加应力的影响 

Fig. 4 Influences of embedding depth on additional stress 

（2）泊松比对附加应力系数的影响 
取方形受荷面积埋深c = 2 m，边长A =B= 2 m，分

别取 0.1  0.3  0.5  ， ， 。计算方形中心点和角点下不同 
深度z处的 z 变化，如图5所示。 

图5表明：①随着 取0.1～0.5，中心点和角点的

竖向附加应力系数 z 随深度增加而减小月。②在同一

深度上， z 随 增大而增大。当 0.5 时中心点和角

点下的 z 值分别比 0.1 时大32.7%和28%，说明

值对附加应力系数的影响是明显的。③在同一深度上，

x ( y )随 增大而增大，深度超过3倍基础宽度时，

x ( y )逐渐收敛为0。 
（3）附加应力系数空间变化 
取方形受荷面边长A=B= 2 m，c = 2 m， 0.3  ，

方形中心点下不同深度z处的 z 空间变化如图6所示。 

 

图 5 不同 值对应的附加应力系数变化 

Fig. 5 Variation of additional stress coefficient with different  

values of   

 

 

图 6 不同深度处的 z 空间图 

Fig. 6 Spatial map of z at different depths 

图6表明竖向应力在荷载作用面中部位置变化相

对缓慢，而在作用面边缘变化较快。随着计算点深度

从h/c=0增加到h/c=2，中部位置和边缘处的 z 收敛并 
逐渐趋于一致。 

4  结    论 
本文通过积分给出了半无限体内部均布矩形荷载

作用于水平面内的应力解以及作用在竖向面内时的 

z 解表达式，得到以下3点主要结论。 
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（1）附加应力系数主要与深宽比c/A有关，荷载

的影响深度主要在1倍基础宽度以内，计算深度取2～3
倍基础宽度时， z 收敛量分别达到95.8%，98.4%。 

（2） z 随 增大而增大， 值的变化对附加应

力的影响是明显的。 
（3）竖向应力在荷载作用面中部位置变化缓慢，

而在作用面边缘变化较快。随着深度增加，中部位置

和边缘处的 z 收敛并逐渐趋于一致。 
本文系统的给出了方桩侧面和端面矩形荷载作用

下的附加应力解 z ，便于在分析方桩与地基共同作用

时采用。 
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