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平面 SV 波垂直入射下浅埋双圆隧道复合衬砌 
解析解及减震力学机理分析 
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摘  要：基于波函数展开法，给出了平面 SV 波入射下地下半空间弹性介质中圆形双洞复合式衬砌洞室动应力集中系数

解析解，建立了小净距隧道减震层力学模型，并深入研究了低频 SV 波入射下洞室间距和减震层对衬砌动应力集中的影

响。分析结果表明：洞室间距对衬砌的动应力有显著影响，随着洞室之间距离增大，左右洞室衬砌动应力集中系数降

低；当洞室间距小于 4 倍洞室直径时，必须考虑双洞的相互影响；洞室中间部分围岩动应力集中系数较大；在围岩和

衬砌间设置减震层，由于减震层刚度低，可以减小围岩对隧道的径向作用力，减震层可以降低衬砌动应力 20%左右，

但同时围岩切向动应力增大。 
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Dynamic stress concentration and damping mechanism of twin cylindrical 
composite-lined tunnels subjected to vertical incident plane SV waves 
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Abstract: A series of solutions are presented for the dynamic stress concentration factor of the underground twin cylindrical 

tunnels with composite liners and buffer layers in a half elastic space subjected to vertically incident plane SV waves based on 

the Fourier-Bessel expansion method, and the mechanical model for the tunnels with small clear distance with soft layer is 

established. The influences of the factors such as the distance between the tunnels and the damping layer are investigated. It is 

shown that the distance between the tunnels plays an important role in the dynamic stress concentration factor of the 

composite-linned tunnels, and the dynamic stress of the liners decreases when the distance of the tunnels increases. The 

interaction of the two tunnels must be considered when the distance between the centers of the cavities is less than 4 times the 

diameter of the chamber. The dynamic stress concentration factor of the surrounding rock in the middle part between the 

tunnels is larger than that at the other parts. With the low shear modulus of the damping layer, the normal force between the 

wall rock and the liner is weakened, then the dynamic stress of the liners decreases by 20% with the buffer layers set between 

the surrounding rock and the liner, while the tangential dynamic stress of the surrounding rock increases. 

Key words: plane SV wave; cylindrical tunnel; buffer layer; liner; dynamic stress concentration 

0  引    言 
强地震动作用下，小净距隧道双洞动应力场存在

存在明显的相互影响。目前国内外针对双洞弹性波散

射问题开展了较多的研究，但针对强震区小净距隧道

的抗减震技术机理研究则较少，可供强震区小净距隧

道抗减震设计借鉴的实例和经验十分有限，因此，开

展高烈度地震区隧道群抗减震技术研究具有重要的科

研和实际工程意义。 
目前，隧道抗减震理论研究主要包括数值模拟和

解析法两种方式，而解析法是检验数值方法精度的重

要手段，因此，解析法对科学研究和实际工程仍然具
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有重要的指导意义。自从1970年，Pao等[1]通过波函数

展开法研究了无限空间中单个圆形洞室动应力集中问

题后，Davis等[2]、Lee等[3-4]和纪晓东等[5]进一步给出

了半空间中单个圆形洞室及单层衬砌洞室动应力集中

问题，Balendra等[6]研究了半空间中衬砌双洞室在SH
波作用下的动力响应，结论表明两个洞室之间存在明

显的相互作用，梁建文等[7-8]进一步用波函数展开法研

究了P波和SV波入射下半无限空间双洞室的弹性波散

射问题，李宁[9]进一步研究了P波和SV波入射下半无

限空间双衬砌洞室对地表位移的影响。 
目前关于圆形复合式衬砌洞室动应力集中系数问

题的研究还不多见，文献[10，11]研究了无限空间内单

个圆形组合衬砌隧道动应力集中问题，王帅帅等[12-14]

分析了平面波入射下设减震层单个圆形复合式衬砌洞

室动应力集中问题，结果表明减震层可以显著降低洞

室衬砌动应力集中系数。文献[15]通过数值分析和模

型试验，分析双洞隧道洞口动应力特性，研究表明在

隧道洞口段设置减震层可以降低隧道衬砌动应力。但

据笔者所知，目前针对平面 SV 波入射下小净距隧道

减震机理的研究还很少。 
本文推导平面 SV 波垂直入射下弹性半无限空间

双层衬砌双洞圆形洞室动应力集中基数解析解，建立

了小净距隧道减震层力学模型，分析洞室间距和减震

层对衬砌衬砌动应力响应的影响，研究了平行双洞隧

道减震层减震机理，研究结论也可以为高烈度地震区

小净距隧道抗减震设计提供参考。 

1  理论模型 
半空间中地下圆形双洞复合式衬砌洞室如图 1 所

示，为了满足地表自由面（y=0）零应力边界条件，

用一个半径足够大的圆弧（r3=b）近似模拟水平地表

自由面
[2]
。围岩和衬砌均为各向同性均质弹性介质，

介质力学参数由拉梅常数 i ， i 和密度 i 确定，介

质 P 波和 S 波波速分别为 i ia 和 ，其中 s  1  2i  ，， 分别

代表围岩介质，一次衬砌（对应衬砌外径 11R 和 21R ）

和二次衬砌（对应衬砌外径 12R 和 22R ）。 
对于半空间自由场地，垂直入射平面 SV 波在地

表面将产生反射 P 波和反射 SV 波，利用傅里叶贝塞

尔积分可将入射 SV 波以及反射 P 波和反射 SV 波的

势函数在 1o 极坐标系中展开为
[2,4] 
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式中  (1)Jn 表示第一类 Bessel 函数； sak ， sk  为围岩 P
波波数和 S 波数

[2]
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图 1 SV 波入射下双层双洞衬砌洞室模型图 

Fig. 1 Model of twin cylindrical composite-lined tunnels subjected to plane SV waves 
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式中   ，  为 SV 波入射角、反射 P 波反射角，即

s ssin sina ak k    ； 当 1 0n  时， 1=1n ； 1 1n≥时， 

1=2n ， 11k 和 12k 为入射波在自由地表的反射系数，即 
2
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  (6) 

同理可得入射 SV 波以及反射 P 波和反射 SV 波

的势函数在 2o 极坐标系中展开为
[2, 4] 
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式中， sak ， sk  同上，即 
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式中  当 2 20 =1nn  时， ， 2 21 =2nn ≥时， ； 21k 和 22k
为入射波在自由地表的反射系数，即 
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在介质中还存在由地表大圆弧假定产生的散射 P
波 s3 3 3( , )r  和散射 SV 波 s3 3 3( , )r  ，其级数表达式可

表示为 
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(14) 
半空间场地中存在左洞产生的散射 P 波 s1 1 1( , )r 

和散射 SV 波 s1 1 1( , )r  ，其级数表达式为 
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(16) 

半空间场地中右洞产生的散射 P 波和 SV 波可以

表示为在 O2坐标系中表示为如下级数形式： 
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式中   (1)Jn 和 (1)Hn 为第一类 Bessel 函数和第一类

Hankel 函数。上式以及后续衬砌中的波的波函数表达

式中 ( ) ( ) ( ) ( )
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式中，
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,1lak ，

(1)
,1lk  为左洞一次衬砌中的 P 波波数和 S

波波数。 
左洞二次衬砌中存在由衬砌外表面引起衬砌内的

内聚型散射 P 波
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式中，
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(21) 
式中，

(2)
,1lak ，

(2)
,1lk  为右洞一次衬砌中的 P 波波数和 S

波波数。 
右洞二次衬砌中存在由衬砌外表面引起衬砌内的

内聚型散射 P 波
(2)
2,1 2 2( , )l r  与 SV 波

(2)
2,1 2 2( , )l r  ，以及

衬砌内表面引起发散型散射 P 波
(2)
2,2 2 2( , )l r  和 SV 波

(2)
2,2 2 2( , )l r  ，其势函数可表示为

[5] 
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(22) 
式中，

(2)
,2lak ，

(2)
,2lk  为右洞一次衬砌中的 P 波波数和 S

波波数。 
引入模型应力和位移边界条件可得 
（1）半无限空间表面应力零条件 

,s ,s0, 0rr r      ( 3 2r b )  。    (23) 
（2）左右洞室二次衬砌内表面应力零条件 

左洞室： 

,11 ,110, 0rr r      ( 1 13r R )  ，    (24) 
右洞室： 

,21 ,210, 0rr r       ( 2 23r R )  。   (25) 
（3）衬砌 1 与衬砌 2 应力和位移连续条件 

左洞室： 

,11 ,12 ,11 ,12
1 12

,11 ,12 ,11 ,12

,
  ( )

,
rr rr r r

r r

r R
u u u u

 

 

      
 

 ， (26) 
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2 22

,21 ,22 ,21 ,22

,
  ( )

,
rr rr r r
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 

 

      
 

 。(27) 

（4）衬砌 1 和围岩介质界面应力和位移连续条件 
左洞室： 

,11 ,s ,11 ,s
1 11

,s ,11 ,s ,11

,
  ( )

,
rr rr r r

r r

r R
u u u u

 

 

      
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 ，  (28) 
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2 21
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,
  ( )

,
rr rr r r

r r

r R
u u u u

 

 

      
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  。  (29) 

由于上述介质中波势函数为在不同极坐标系中给

出，在引入边界条件之前，应进行进行坐标变换（Graf
加法坐标变换公式详见文献[8]）。 

对于平面 SV 波垂直入射作用下半无限空间双洞

衬砌洞室动应力求解问题属于平面应变问题，按弹性

介质中的位移和应力的势函数表达式分别[1]为 
1  

1  

ru r r

u
r r
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式中，
2 2

2
2 2

1 1
r r r r
  




  
   

  
  。           (32) 

将介质势函数代入式（30）、（31）可得围岩和衬

砌介质应力和位移，然后由边界条件可联立求解线性

方程组，在 MATLB 中通过编程求解，可以得到待定

系数 ( ) ( ) ( ) ( )
* * * *, , , ,i i i i
n n n nG H E F ，最后可得介质中应力和位

移的级数解析解。 
在分析中，通过改变衬砌的参数，建立了小净距

隧道减震层力学模型，可以进一步分析减震层对小净

距隧道动应力的影响，揭示小净距隧道减震层减震机

理。 

2  数值结果分析 
引入动应力集中系数 DSCF[9]

：
* 0

, /i     为

衬砌最大动应力和根据简单原理得到的半无限介质局

部应力的比值，平面剪切波波入射下介质中的标准局

部应力：
0 2

s sk u    。 
定义入射波无量纲频率 为圆形衬砌洞室内净空

直径与入射波波长的比值
[1-2]

： 
11

s

2R






   。                      

按实际工程中隧道简化，洞室净空直径 D 取 10 
m，地表自由面到隧道中心距离取 2D，按刚度等效准

则，取初衬厚度为 0.3 m，二次衬砌厚度为 0.4 m，其

他各层介质物理参数列于表 1。 
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图 2 双层衬砌双洞隧道动应力集中系数( 0.25  ) 

Fig. 2 Dynamic stress concentration factors of cylindrical tunnels with double liners 

表 1 各层介质物理力学参数 

Table 1 Physical and mechanical parameters of layers 

材料 弹性模量
E/MPa 

密度 
3/(kg m )   

泊松比  

围岩  2500 2000 0.25 
减震层   100 1200 0.25 
初衬 29500 2500 0.25 

二次衬砌 31000 2500 0.25 

2.1  双层衬砌双洞洞室 DSCF 分布规律 

考虑到实际工程中，对于位于远场的隧道而言低

频波对其受力影响为主，参考既有文献研究[2, 4]，本文

拟对 0.25  的垂直入射 SV 波下双层衬砌双洞小净

距隧道动应力问题进行研究。不同净距下左洞和右洞

双层衬砌洞室动应力集中系数分布如图 2 所示。 
从图中可以发现，两洞室之间距离对洞室动应力

有显著影响，随着洞室之间间距增大，洞室衬砌动应

力明显减小，当洞室中心间距离为 2D（文中 D 为隧

道内净空直径）时，左右洞室二次衬砌最大动应力集

中系数为 46.2，出现在左右洞室中间部分，而当洞室

间距增大为 10D时，左右洞室二次衬砌最大动应力集

中系数则减小到29.1，出现在左右洞室共轭45°方向，

对比文献[5]单个洞室计算结果，此时左右洞室受力状

态接近于单个洞室情况，说明本文推导结果正确。 
如图 3 所示，当隧道间距大于 4D 时，随着左右

洞室间距离增大，洞室衬砌最大动应力集中系数减小

趋势降低，并接近单个洞室受力状态，因此，可以认

为小净距隧道中心间距大于 4D 时，可以按单个洞室

考虑。例如，当洞室中心间距为 4D 时，隧道衬砌最

大动应力集中系数为 33.2，而当洞室中心间距为 10D
时，隧道衬砌最大动应力集中系数为 29.1，此时，隧

道动应力状态接近单个洞室受力情况。 

 

图 3 衬砌最大动应力集中系数随间距变化图 

Fig. 3 Variation of maximum dynamic stress concentration factors  

with distance between two tunnels 

2.2  设置减震层后隧道 DSCF 分布规律 

为简化问题，在分析中将初衬和二次衬砌按刚度

等效成一层衬砌，在洞室围岩和衬砌之间设置减震层，

计算参数见上节，本文减震层弹性模量取 100 MPa，
减震层厚度为 0.2 m，衬砌等效厚度取 0.7 m，“围岩–
减震层–衬砌”减震结构动应力集中系数见图 4 所示。 

对比图 2，4，可以发现设置减震层后，左右洞室

衬砌最大动应力集中系数明显降低，当洞室距离为 2D
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图 4 减震结构双洞隧道动应力集中系数( 0.25  ) 

Fig. 4 Dynamic stress concentration factors of cylindrical tunnels with buffer layers 

时，设减震层隧道衬砌最大动应力集中系数为 35.1，
而无减震层洞室响应值则为 46.2，说明在围岩和衬砌

间设置减震层可以减小衬砌动应力。同时对比图 2 和

图 4 中衬砌动应力集中系数分布规律，可以发现在低

频 0.25  处置 SV 波入射下，减震层并不改变衬砌受

力特性，如当洞室距离为 2D 时，设置减震层前后左

右洞室最大动力集中系数均出现在中间部分。不同间

距条件下，双洞隧道衬砌动应力集中系数幅值如表 2
所示，可以发现，设置减震层后，双洞衬砌动应力幅

值可以减小 20%左右。 
表 2 衬砌最大动应力集中系数 

Table 2 Maximum dynamic stress concentration factors of liners 

净距 无减震层 有减震层 减震率/% 

2D 46.2 35.1 22 

2.5D 39.2 29.9 24 

4D 33.2 26.7 20 

10D 29.1 21.6 25 

3  减震层减震机理研究 
从上述分析可见，在隧道外敷设一层刚度较低的

减震层可以显著降低平行双洞隧道衬砌最大动应力集

中系数，由于在垂直 SV 波入射下，左右双洞隧道呈

对称受力状态，因此，本节只分析右洞隧道围岩 3 个

方向动应力集中系数，如图 5，6 所示。 

对比分析图 5 中隧道围岩动应力集中系数分布规

律，可以发现洞室中间部分围岩（0°～180°）动应

力集中系数较大，说明洞室之间存在明显的相互影响，

在实际工程中中间部分围岩受力状态较差，应重点关

注。同时分析 3 个方向动应力集中系数曲线， *
r 幅值

最大，出现在洞室中间部分岩土体（90°），而切向动

应力集中系数 *
 最小。 

 

图 5 右洞围岩动应力集中系数分布图 

Fig. 5 Dynamic stress concentration factors of surrounding rock of  

right tunnel 

如图 6 所示，设置减震层后，围岩切向动应力集



第 2 期              高  波，等. 平面 SV 波垂直入射下浅埋双圆隧道复合衬砌解析解及减震力学机理分析 327 

 

中系数 *
 明显增大，径向动应力集中系数 *

rr 和 *
r 减

小。例如，对于未设减震层隧道，其切向动应力集中

系数 *
 幅值为 1.1，而设置减震层后，围岩切向动应

力集中系数 *
 幅值增大为 5.6，同时，围岩径向的应

力集中系数 *
rr 幅值从 2.2 减小为 1.6，围岩 *

r 幅值从

7.5 减小为 3.1。说明在垂直入射 SV 波作用下，围岩

和隧道发生相互作用，围岩以法向受力为主，当在隧

道外敷设减震层后，由于减震层剪切刚度低，减小了

衬砌和围岩之间的法向相互作用。，而切向动应力集中

系数幅值 *
 则从 1.6 增大为 4.9。 

 

图 6 右洞围岩动应力集中系数分布图 

Fig. 6 Dynamic stress concentration factors of surrounding rock of  

..right tunnel 

4  结     论 
基于波函数展开法，本文推导了低频平面 SV 波

垂直入射下双洞圆形复合式衬砌洞室及“围岩–减震层

–衬砌”减震结构的动应力集中系数基数解，并分析了

洞室间距离、减震层对洞室动应力集中系数的影响，

得出了以下 3 点结论。 
（1）随着左右洞室之间距离增大，衬砌动应力集

中系数显著减小，洞室中心间距 4D 可以作为动力条

件下双洞洞室临界净距。 
（2）在围岩和衬砌间设置具有一定厚度和刚度的

减震层可以降低衬砌动应力集中系数 20%左右。 
（3）由于减震层剪切刚度较低，减小了围岩对隧

道的法向作用力，但围岩的切向动应力增大。 
本文研究结论不仅可以为高烈度地震区圆形双洞

平行交通隧道减震设计提供参考，也可以为强震去城

市地下管廊、输水洞等隧道群设计提供借鉴。 
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