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摘  要：进行了 Hertz 载荷作用下 Von-Mises 半无限空间的安定性研究。基于静力安定定理，通过寻找最佳残余应力场

建立了平面应变条件下严格的安定极限解析方法。避免了以往安定分析方法的大型数学规划的困难，摆脱了计算中的

维数障碍。研究结果表明：严格的安定极限值随着材料屈服应力的提高而增大，但随着摩擦系数的增大而减小；临界

残余应力场全部位于两个界限以内，并且相交于临界点。当摩擦系数较小时，临界点发生在表面以下，随着摩擦系数

逐渐增大到 0.3，临界点从下层逐渐上移到表面。研究成果对安定理论应用于高速铁路设计具有参考意义。 
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Abstract: This paper presents shakedown analysis of a half-space obeying Von-Mises criterion under Hertz loads in plane 

strain model. Based on the static shakedown theorem, a rigorous shakedown solution is established by searching for the best 

critical residual stress field. This method avoids the operation of mathematical programming in traditional method of 

shakedown analysis, and therefore obstruction since the large scale mathematical programming is overcome. It shows that both 

of the shakedown limit and rigorous shakedown limit increase with increasing the yield stress but decrease with the frictional 

coefficient. The critical residual stress fields all lie between two residual stress limits, which intersect beneath the surface for 

small value of μ, while tend to converge at the half-space surface when μ = 0.3, indicating that the failure mode of the material 

changes from subsurface failure to surface failure when increasing the frictional coefficient μ. This study has significance 

reference in application of shakedown analysis to the design of high-speed railway. 
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0  引    言 
安定分析就是研究在交变载荷下工程结构的塑性

响应。安定分析的任务是确定工程结构的安定极限载

荷和破坏机制，为工程设计和结构安全评价提供更准

确更可靠的理论依据[1]。从 20 世纪 30 年代安定理论正

式确立后，安定分析的方法在国内外快速发展[2-4]。1962
年，Johnson[5]利用安定下限定理（Melan 定理）求解

出了 Tresca 半无限空间体在 Hertz 纯滚动载荷作用下

的安定极限值。1984 年，Sharp 等[6]第一次把安定方

法运用到了道路工程领域，他们把道路结构简化为一

种平面应变问题，运用安定下限定理对 Mohr-Coulomb

材料在循环移动载荷下的变形发展问题进行安定分

析。当前通用的安定极限计算方法是采用数学规划的

计算方法，但是，当结构单元数目多或载荷空间的顶

点比较多时，数学规划的约束条件就多。这样问题就

变成大规模非线性数学规划问题，出现维数障碍现象，

使得计算量大大增加，即使对现代计算机来说，也是

件十分困难的工作[7]。 
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本文进行了 Hertz 荷载作用下 Von-Mises 半无限

空间的安定性研究。基于静力安定定理，通过寻找最

佳残余应力场建立了平面应变条件下严格的安定极限

解析方法。道路安定理论已经得到广泛的应用[8-9]，铁

路路基与道路具有相似的结构，可以将安定理论推广

到铁路设计中。而铁路结构中钢轨、混凝土轨枕等更

适合采用 Von-Mises 屈服准则，因此，本文的研究成

果对安定理论应用于铁路设计具有参考作用。 

1  静力安定理论 
经典安定理论由下限定理（静力安定定理）和上

限定理（机动安定定理）组成。下限安定定理因为形

式简单，因此具有更广的应用。利用下限安定定理求

解的重点在于确定符合要求的最优残余应力场。 
Melan[10]于 1938 年提出了静力安定定理：如果存

在一个自平衡的残余应力场 r
ij ，它和由外荷载所引起

的弹性应力场迭加后结构中任意一点均不发生屈服，

则结构是安定的。如果外部载荷用 p 表示，其中 p
是单位荷载，是无量纲因子（又称安定乘子），则静

力安定理论可表示为 
e r( ) 0ij ijf   ≤   ，          (1) 

式中，
e
ij 是由于外部静力载荷 p 所引起的弹性应

力场， ( ) 0ijf  ≤ 表示材料的屈服准则。Melan 定理能

够计算出结构安定的下限载荷值，因此，它也被称为

下限安定定理。 

2  问题描述 
2.1  荷载定义 

车轮与轨道的接触应力的计算，国内外通常采用

Hertz 弹性理论推导得的公式[11]，二维 Hertz 荷载（如

图 1 所示）定义为 
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2

2 2 1 2
2

2 ( )
π  ( )
2 ( )
π

Pp a x
a a x a
Qq a x
a

   
  


，

≤ ≤

。

      (2) 

式中  P为竖向荷载，p0表示中心（x=0）处的分布荷

载，则 p0=2P/πa；Q为切向荷载，根据摩擦系数 μ的
关系有 Q=μP；2a为荷载宽度。 

图 1 二维赫兹荷载简图 

Fig. 1 2-D Hertz load 

2.2  弹性应力场 

二维 Hertz 荷载作用下半无限空间的弹性应力场

分布问题能够简化为平面应变问题，如图 2 所示。1985
年，Johnson 首先给出了二维弹性应力场的解析公式[11]。 

图 2 二维平面应变模型简图 

Fig. 2 Plane strain model 

Johnson 认为，竖向荷载和切向荷载产生的应力

场是互不影响的，因此如果假设压应力为负，则竖向

荷载 P引起的应力公式为： 
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切向荷载 Q引起的应力公式为： 
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式中 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 ( ) 4 ( )
2

m a x z x z a x z       ， 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 ( ) 4 ( )
2

n a x z x z a x z       ， 

其中 m，n的符号分别与 z和 x相同。 
任意一点（x, z）的应力为竖向载荷与切向载荷引

起的应力场的叠加： 
e e e( ) ( )ij ij p ij q      。          (5) 

3  安定分析 
根据下限安定定理，应用 Von-Mises 强度理论判

据，结构处于安定状态时应满足下式： 
2 2 2( ) ( ) ( )xx yy yy zz xx zzf              

2 26 2 0xz K  ≤   ，             (6) 
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式中，K是钢轨的屈服应力。 
对于二维平面应变问题，沿着荷载前进方向经历

了相同的加载历史，因此，残余应力场 r
ij 只沿着深度

z 的变化而变化。应用平衡条件和边界条件易知残余

应力场竖向应力分量 r
zz 和切应力分量 r

xz 均为 0。由

此可知，平面应变问题，总应力场均可表达如下： 
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根据普朗特–劳斯方程，平面应变模型主应力满足

方程： 
2yy xx zz      。             (8) 

将式（7），（8）代入式（6）整理得 
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式中，
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要使得不等式（9）满足，需要满足下式： 

e
0

3 xz

KN 


≤ ≤   。       (10) 

搜索整个半无限空间中 e
xz 最大的点，由式（10）

可以得到 sd ，即为安定极限乘子。 
式（10）确定了式（9）成立的必要条件，将 = sd

代入式（9）中，方程（9）即为残余应力 r
xx 的一元

二次不等式。方程 f = 0 的两个根分别为： i iM N  
（小根）和 i iM N   （大根）。因此，每一点 i 的
残余应力介于方程的两个根之间。即： 

r( )ii i xx i iM N M N     ≤ ≤

 

   (11)

 又因为残余应力 r
xx 不随着 x变化而变化，所以在

某一深度 zj层，残余应力应是某一个定值。所以，深

度 zj层的残余应力满足： 
rmax( ) min( )i i xx i ixx

M N M N     ≤ ≤  ， (12) 

式中， max( )i ix
M N   （称“最大的小根”）和

min( )i ix
M N   （称“最小的大根”）分别是残余应

力的临界值。易知，当“最小的大根”小于“最大的 
小根”时，残余应力在实数域内没有取值，即此时结

构无法达到安定状态，因此，需要减小安定乘子，

并重新代入式（9）中求解各层残余应力的临界值。 
应当注意到，对于任一个安定极限乘子，即可求

出一组由“最小的大根”和“最大的小根”确定的残

余应力“存在域”。通过一定的优化程序[12]，搜索区

间[0， sd ]内使式（9）成立的最大安定乘子 sd  ，即

为所求的安定下限严格解。 

 

4  结果及分析 
利用上述的安定分析方法，本文分析了材料屈服

应力、轮轨摩擦系数等因素对安定极限的影响。并对

残余应力的分布进行了研究。 
4.1  材料屈服应力和摩擦系数对安定极限的影响 

图 3 和图 4 分别显示了平面应变情况下的安定极

限 sd 和安定极限严格解 sd  与材料屈服极限 K和摩擦

系数 μ的关系。从图 3，4 中可以看出，安定极限 sd 与

严格解的安定极限 sd  均随着摩擦系数的增大而减小，

随着钢轨屈服应力的增大而增大。当摩擦系数从 0.0
增加到 1.0 时，安定极限 sd 减小了约 74.8%，而严格

解的安定极限 sd  减小了约 80.3%。 

图 3 平面应变模型安定极限 sd 与材料屈服极限和摩擦系数 

关系曲线 

Fig. 3 Shakedown limit sd  versus friction coefficient for various  

yield stresses in plane strain model 

图 4 平面应变模型安定极限严格解 sd 与材料屈服极限和摩擦 

.系数关系曲线 

Fig. 4 Rigorous shakedown limit sd versus friction coefficient  

.for various yield stresses in plane strain model 

随着摩擦系数的增大，临界点的位置逐渐从下层

转移到表面，例如图 3 显示当摩擦系数 μ≥0.5 时临界

点发生在表面，而对于严格解得安定极限 sd  （图 4），
当摩擦系数 μ≥0.3 时临界点发生在表面。对比图 3 和

图 4，严格解的安定极限减小了约 25.8%～48.0%。 
4.2  安定极限残余应力分布情况 

图 5 为平面应变情况下，不同摩擦系数下残余应

力场分布情况。真实的最佳残余应力场应该介于“最
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小的大根”和“最大的小根”之间，因此，“最小的大

根”和“最大的小根”相交的点为最危险的点，称为

临界点。从图 5 中可以看出，随着摩擦系数的增大，

临界点从下下层逐渐上移到表面处。根据 Melan 定理，

残余应力场也需要满足自平衡的条件，同时，残余应

力场也应当满足屈服方程： 
r

r 1 1( ) 0
3 3

xx
xxf

K


  ≤ ≤ ≤  。 (13) 

图 5 平面应变模型临界残余应力分布曲线 

Fig. 5 Critical residual stress fields at the shakedown limit for 

 plane strain model 

5  结    论 
本文进行了 Hertz 载荷作用下 Von-Mises 半无限

空间的安定性研究。基于静力安定定理，通过寻找最

佳残余应力场建立了平面应变条件下严格的安定极限

解析方法。研究成果对安定理论应用于铁路设计具有

参考作用。 
（1）基于静力安定定理的安定分析方法是一种可

以被用于求解钢轨接触的严格安定极限解析解的有效

方法，对实际工程设计具有指导性作用。 
（2）通过寻找可能的残余应力场的方法，可以求

解安定极限状态是残余应力场的分布，对求解严格的

安定极限有指导作用。 
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