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摘  要：针对国内外动态空心圆柱扭剪仪（HCA）在设置广义应力路径时大都需要人为假设外荷载加载形式的现状，

指出了这种假定对 HCA 仪模拟广义应力路径能力的局限。考虑到 GCTS 公司 HCA-100 能够独立地控制轴力、扭矩及

内外围压独立地加载，通过缜密的数学推导，提出了由目标广义应力路径直接确定外荷载加载方式的计算公式，据此

可以实现对任意形式的广义应力路径的模拟并通过试验验证了其可行性。在三维应力坐标系 b    中，探讨了典型

广义应力路径的表示方法，以 q恒定的主应力轴连续旋转的应力路径为例，讨论了内、外围压与广义应力路径之间的

关系。简化并完善了 HCA 仪的控制过程，为后续试验研究提供了理论依据。 
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Abstract: Artificial assumptions are needed to set the generalized stress paths in hollow cylinder apparatus (HCA). The 

resulting limitations to imitate the generalized stress paths in HCA are analyzed. According to the function that GCTS 

HCA-100 can apply axial loads, torques, inner and outer pressures independently, the method that can determine the external 

loads directly by the target generalized stress path is put forward. In this way, the generalized stress paths of arbitrary form are 

presented by the exactly mathematical derivation, and the feasibility is verified by tests. The typical features of the generalized 

stress path tests are analyzed in 3-D coordinate system b--. Based on the cyclic principal stress rotation stress path with 

constant q, the relationship between the inner and outer pressures and the generalized stress paths is discussed. The controlling 

process of HCA is simplified and improved, and it may provide a theoretical basis for future tests. 
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0  引    言 
天然状态下土体存在明显的各向异性，这使得土

体的力学特性与主应力的方向密切相关。在岩土工程

（如边坡、隧道、基坑等）中，外荷载或边界条件的

改变几乎都会导致应力主轴方向发生旋转。在进行平

面条件下应力主轴旋的试验研究时，空心圆柱仪

（Hollow Cylinder Apparatus，简称 HCA）可以实现轴

力、扭矩及试样内外压的独立加载，是较为理想的试

验仪器。 
通常，将同时考虑主应力大小和方向变化的应力

路径称作广义应力路径（Generalized Stress Path）[1]。

采用 HCA 仪，刘奉银等[2]设计了双剪统一强度研究的

扭剪试验应力路径；沈扬等[3]在 p恒定条件下分别推

导了b恒定而 q与 p线性变化、 q恒定的主应力轴旋

转应力路径的设置方法；潘华等[4]分别探讨了 p与 q，
b与 q及 p与b为常数时应力路径的控制问题。 

从已有资料来看[2-7]，以往的 HCA 仪不能同时控
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制轴力、扭矩和内外围压动态加载[4]。在采用 HCA（或

同类产品）模拟广义应力路径时，必须人为附加约束

并忽略部分次要参数，以满足外荷载的控制能力。这

使得循环旋转条件下，主应力方向连续变化而幅值不

变的应力路径无法实现[3]；在模拟地震荷载时，p，b，
 值不变的应力路径也不可行[4]，极大地限制了 HCA
仪模拟广义应力路径的能力。 

本文以GCTS公司的HCA-100为研究对象探讨广

义应力路径的设置与控制。该仪器具有以下特点：①4
个外荷载控制器均可按照预先设定的参数，独立控制

相应外荷载以线性、三角函数或三角波进行加载；②

试验过程中，最多有一个控制器可以根据用户自定义

波形加载。由于 HCA 的加载力系与所模拟的广义应

力力系之间存在映射关系，因此，通过严格的数学推

导，在理论上必然可以实现预设的应力路径。考虑到

仪器控制的特点，本文从扭剪试验所涉及的基本力系

出发，通过数学和力学分析，系统地论证广义应力路

径的设置方法，对主应力轴方向连续变化条件下应力

大小的控制方式进行严格的理论论证和试验验证，为

后续的试验方案及本构模型提供理论基础。 

1  广义应力路径的设置 
1.1  广义应力路径的表达 

广义应力力系包括一般应力力系、主应力力系和

偏应力力系。其中，偏应力力系满足： 
 1 2 3( ) / 3p        ，         (1) 
 1 3( ) / 2q      ，             (2) 

 2 3 1 3( ) /( )b         ，        (3) 
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偏应力 q的定义不尽相同，本文为计算方便采用

上述定义[9]。据此，偏应力力系 p q b  可以很

好地描述主应力轴旋转问题。事实上，在上述偏应力

力系中设计试验，可以更为方便地研究土体变形特性

和建立本构模型。 
在研究主应力轴旋转问题时，通常忽略围压对土

体变形特性的影响。因此，通过如图 1 所示的坐标表

示方法，采用三维应力坐标系b    可以很好地描

述广义应力路径。其中，  轴的分量坐标为

p  ( ) / 2z   ， 轴的分量坐标为 z 。在该坐标系

下，可独立地描述应力参量 p，b， ， z 。 
（1）在 坐标轴上，仅 发生变化，表述了 p不

变的三轴试验应力路径：路径①为 p不变的三轴压缩

应力路径：路径②为 p不变的三轴拉伸应力路径。 
（2）在b  平面上的应力路径均需通过真三轴

试验加以实现，由于主应力系数b与应力罗德角  之

间满足： ( 1) / 2 b   。因此，应力路径③描述了应

力罗德角  固定的真三轴试验，而应力路径④描述了

仅应力罗德角  变化的真三轴试验，上述应力路径即

为文献[2]所推导的双剪统一强度研究的扭剪试验应

力路径。 

 

图 1 b    坐标系下广义应力路径的表达 

Fig. 1 Generalized stress paths in b     

（3）在  平面上，可以描述多种不考虑中主

应力系数b的应力路径，比较有代表性的有：纯主应

力轴旋转应力路径⑤[6]、主应力轴方向固定的定轴剪

切应力路径⑦[7]以及剪应力与主应力轴方向角协同变

化的耦合扭剪应力路径⑧[9]。 
（4）在b    三维坐标系中，如前文所述，造

成循环扭剪试验应力路径差异的根本原因在于内、外

围压的控制方式不同。如图 1 所示，当内、外围压满足

o iP P 时， 2sinb  ，在b    空间中表示为一个

平行于 轴、过 (0, ,0)p q 点和 (1, ,0)p q 点的平面。 
q恒定的主应力轴连续旋转的应力路径有多种形

式，其基本特征是应力所走过的轨迹位于轴线与 b轴
平行、半径为 q的圆柱面上，该圆柱面在  平面的

投影为一个圆心坐标为（ p，0）半径为 q的莫尔圆。

圆柱面与 o iP P 平面的交线⑥即为内、外围压相同时

q恒定的主应力轴连续旋转的应力路径；若 o iP P ，

试样单元应力点位于 o iP P 平面左侧；若 o iP P ，试

样单元应力点位于 o iP P 平面右侧。显然，纯主应力

轴旋转的应力路径⑤在加载过程中， o i/P P随 值单

调变化，当 [0, π / 4)  时， o / 1iP P  ；当 π / 2  时，

o i/ 1P P  ；当 (π / 4, π / 2]  时， o i/ 1P P  。 
1.2  广义应力路径的设置 

HCA 对试样施加的外荷载包括：轴向荷载W 、

扭矩 TM 、外围压 oP 及内围压 iP。High 等[5]推导了加

载力系与单元体所受平均应力之间的定量关系为 
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式中， ir， or 为试样内外半径。 
为方便表述，令 2 2

o iπ( )A r r  ，B  o i i oπ ( )r r P P ，
3 3

o iπ( )C r r  ， 2 2
o o i iπ( )D P r Pr  ， o i o( ) / 2E r r r  ，

o i o( ) / 2F r r r  ， o i i( ) / 2G r r r  ， o i i( ) / 2H r r r  。 
结合式（1）～（4）和式（5）～（8），可得 
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与之相对应，由加载力系表达的偏应力力系为 
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在进行应力路径设计时，国内外已有研究大都基

于式（5）～（8）或（12）～（15），并附加假设条件

以得到外荷载的加载方式。如表 1 所示，由于广义应

力力系存在 4 个自由度，通过矩阵分析可知，若要得

到一个严格的应力路径，必须施加 4 个约束条件以确

定线性方程组的特解。 
表 1 HCA 试验应力路径与约束条件 

Table 1 Stress paths and constraint conditions of HCA tests 
试验应力路径 约束 

条件 循环旋转[3] 循环旋转[4] 模拟地震[4] 双剪统一强度[2] 
1  连续变化  连续变化  不变 b (或  )不变 

2 oP 不变 iP不变 

3 iP不变 

4 
p或 q或 
b不变 

p， q， b  
三者中任两个不变 

o iP P p   
且不变 

显然，在人为假定围压的变化方式的前提下，再

独立地控制 p， q，b， 按预期应力路径进行加载

是不可行的。事实上，由式（5）～（8）可得： 

0
4 2 1 2 cos 2

3 3
b bP E p q F p q q 
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i
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           
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 1 2 cos 2
3
bW A p q q D

     
 

  ，    (18) 

 T
2 sin 2
3

M Cq    。                (19) 

继而，可以直接通过式（16）～（19）设计外荷

载加载方式，便捷地实现任意的广义应力路径。 

2  广义应力路径的控制与实现 
本文以福建标准砂为研究对象，基本物理参数为：

sG =2.643， max 0= .907e ， 50 0.31d  ， u 1.548C  ， cC = 
1.104，min 0.513e  ， 3

dmin 1.386 g/cm  ， dmax   1.747 
3g/cm 。采用分层灌砂法制得相对密度 rD   50 5%

的空心圆柱试样，反压 300 kPau  条件下进行反压饱

和，饱和后试样的孔压系数 B均大于98% 。 
2.1  纯主应力轴循环旋转（ p， q，b不变） 

从式（16）～（19）可见，外荷载加载力系与旋

转角参量 之间满足三角函数关系，不妨令：2 t 
（反映了主应力轴旋转的角速度，t为时间）。如图

1 中应力路径⑤所示，在该应力路径下，旋转过程中 3
个主应力幅值保持恒定， 1 ， 3 绕 2 的主向（即试

样径向）发生旋转[10]，试验为严格的平面应力加载，

是开展本构模型研究的理想的加载方式。 
应力参量 p，q，b，（或）之间相互独立，

考虑到式（16）～（19）的映射关系，必定可以通过

外荷载参数W ， TM ， oP ， iP实现 p， q，b不变的

纯主应力轴旋转。计算所得外荷载加载函数均为三角

函数形式，以 0.5b  ，外荷载动态加载函数为： 
 o cos 2P p Fq     ，         (20) 
 i cos 2P p Hq     ，         (21) 

 cos 2W Ap D Aq      ，     (22) 

 T
2 sin 2
3

M Cq    。           (23) 

2 R (4 2) / 3p b q     在加载过程中保持不

变。在 100 kPap  、 30 kPaq  、 0.5b  条件下，根

据式（20）～（23）所测得的纯主应力轴旋转试验应

力路径（如图 2 所示）为一个圆心在（100，0.5，0）
半径为 30 kPa 且平行于 ( ) / 2z z     坐标平面的

圆形。 
2.2  等围压主应力轴循环旋转（ o iP P ） 

由于 HCA 试样为薄壁空心圆柱状，内外围压不

等会导致试样的径向应力分布不均，并通过泊松效应

引发分布不均的轴向应变。为了消除这一现象，假定

o iP P ，由式（16）～（19）可得 2sinb  。 
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图 2 纯主应力轴循环旋转试验应力路径 

Fig. 2 Stress paths of pure principal stress rotation 

虽然在上述应力路径中，中主应力系数 b随大主

应力方向角 变化而连续变化，但是试样的应变分布

更为均匀，因此在研究土体变形特性时有重要意义。

在 o iP P 的前提下，令 2 t  且 1 与 3 保持恒定，

为实现主应力轴连续旋转，W 与 TM 须满足： 

 o i
2 cos
3
qP P p t     ，        (24) 

 4 cos
3

W Ap D q t     ，      (25) 

 1 3
T

2sin sin
3 3

M C t Cq t 
 


  。 (26) 

如图 3 所示，在b    三维坐标系中， o iP P 的

主应力轴循环旋转试验（ 100 kPap  、 30 kPaq  ）

所测得的应力路径在 ( ) / 2z z     坐标系上的投

影为圆心在 ( ,0)p 点，半径为 30 kPa 的圆形。如图 2
与图 3 所示，主应力轴连续旋转的应力路径在

( ) / 2z z     坐标系下的投影均为圆形，由于b的
取值方式不同，纯主应力轴旋转的应力路径 R 恒等于

p，而等围压主应力轴循环旋转的应力路径 R   。 

图 3 o iP P 的主应力轴循环旋转试验应力路径 

Fig. 3 Stress paths of principal stress rotation with o iP P  

2.3  恒围压定轴动三轴（ p，b， 不变） 

p，b， 不变， q变化的定轴动三轴试验可用

于模拟地震荷载的应力路径。图 5 给出了 100kPap  、

0.5b  ，  22.5°条件下 q在（-30 kPa，30 kPa）区

间内往复加载的应力路径。由式（14）可知，当

( )z   / 2 取值接近零时，轴向力W 、内外围压差

值细微的波动都会导致中主应力系数 b产生较大的变

化，考虑到剪应力水平较低，这种变化并不会导致土

体产生明显的变形，因而忽略图 4 所示应力路径的波

动。 

 
图 4 恒围压定轴动三轴试验应力路径 

Fig. 4 Stress paths of dynamic triaxial tests with fixed  
p , b  and   

2.4  变围压定轴真三轴（ ，b不变） 

典型的变围压定轴真三轴试验应力路径如图 5 所

示（  22.5°、 0b  不变、仅增大 1 ）。该应力路

径是在双剪统一强度应力路径的基础上，增加主应力

轴方向角作为第四控制参数。在 p q 坐标系中，该应

力路径为斜率 3/ 2k  的直线。 

 
图 5 变围压定轴真三轴试验应力路径 

Fig. 5 Stress paths of true triaxial tests with fixed  and b  

2.5  关于轴向荷载的讨论 

在主应力轴连续旋转的试验过程中，当轴向力较

小时，施加目标扭矩需要更大的横向应力，这将直接

导致试样发生扭剪破坏。此外，考虑到土体受拉强度

较低，试样在竖向必须保持为受压状态，即 

 1 2 cos2 0
3
bW A p q q D

      
 

 。 (27) 

当 π 4 π 2k   时W 取极小值，式（27）等价于： 

 3
2 2

q Ap D
p b Ap





  。        (28) 

由式（18）可知，当b与 满足 2cos 2 2 1 0b   
时，所施加的轴向荷载 0W  。如图 6 所示，试样应

力状态在 b  坐标中压拉边界左侧时试样竖向受压；

在右侧时试样竖向受拉。在满足式（28）时，即可保

证W 始终对试样施加压应力。如果需要进行较高有效
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偏应力比 /q p条件下的扭剪试验，则只需将孔压值设

置在较高水平以增大 p即可。 

 
图 6 定轴剪切试验中试样拉压边界 

Fig. 6 Boundary between compression and extension 

3  结    论  
（1）HCA 仪可以控制外荷载加载力系的 4 个加

载参数按一定的规律独立加载。在扭剪试验中，同时

考虑应力大小和方向的广义应力路径有 4 个自由度，

基于严格的数学推导，任意形式广义应力路径均可通

过式（16）～（19）直接进行设置。 
（2）循环扭剪试验存在多种形式的加载方式。在

p，q，b不变的前提下，外荷载按式（20）～（23）
所示波形函数进行加载，试验为严格的平面应力加载，

是做本构关系研究理想的加载方式；在 o iP P 且 p，q
不变的前提下，外荷载按式（24）～（26）所示波形

函数进行加载，试验过程中中主应力系数b随大主应力

方向角 化而连续变化，试样的应变分布更为均匀。 
（3）可以将三轴压缩试验、真三轴试验、扭剪试

验等广义应力路径加以直观地表示在b    三维坐

标系中，在该坐标系下， q恒定的主应力轴连续旋转

的应力路径位于轴线与b轴平行、半径为 q的圆柱面

上。根据内、外围压的控制方式，该圆柱面被 o iP P 平

面分成两部分。 
（4）广义应力路径的试验是研究变形特性和建立

本构模型的基础，不同的 HCA 仪的外荷载控制器的

控制能力不同。因此，需要在明确外荷载控制器控制

能力的前提下，再进行广义应力路径的设置。 
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