
第39卷  第10期                   岩   土   工   程   学   报                 Vol.39  No.10 
2017年    .10月                       Chinese Journal of Geotechnical Engineering                       Oct.  2017 

任意荷载下分数阶导数黏弹性饱和土体一维固结 
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摘  要：将分数阶导数理论引入 Kelvin–Voigt 模型，来描述黏弹性饱和土体的力学行为。对饱和土体一维固结方程和

分数阶导数 Kelvin–Voigt 本构方程实施 Laplace 变换，联立求解得到变换域内有效应力和沉降的解析解。采用 Crump
方法实现 Laplace 数值反演，获得了任意荷载情况下物理空间内一维固结问题的半解析解。并将指数荷载情况下分数阶

导数模型退化到黏弹性情形，结果与已有文献解析解相同，验证了本研究提出任意荷载情况下分数阶导数黏弹性解的

可靠性。最后，分析了相关参数对固结沉降的影响。研究表明，任意荷载情形下分数阶导数黏弹性饱和土体一维固结

发展过程与黏滞系数和分数阶次有关，分数阶次越大，固结沉降发展越快；黏滞系数越大，固结沉降变化越慢；荷载

变化趋势与由荷载参数变化引起的沉降变化规律是一致的，且最终沉降量一致。本研究有助于深入认识分数阶黏弹性

饱和土体的固结行为。 
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 One-dimensional consolidation of fractional order derivative viscoelastic            
saturated soils under arbitrary loading  
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Abstract: The theory of fractional calculus is introduced into the Kelvin-Voigt constitutive model to describe the mechanical 

behavior of viscoelastic saturated soils. Applying the Laplace transform upon one-dimensional consolidation equation of 

saturated soils and the fractional order derivative Kelvin-Voigt constitutive equation, the analytical solutions of the effective 

stress and the settlement are derived in the Laplace domain. Then the semi-analytical solutions to one-dimensional 

consolidation problem under arbitrary loadings in physical space are obtained after implementing the Laplace numerical inverse 

transform using the Crump’s method. As the case of viscoelasticity, the simplified semi-analytical solutions under exponential 

loading in this study are the same as the available analytical solutions in literatures. It is indicated that the proposed solutions 

under arbitrary loading are reliable. Finally, parametric studies are conducted to analyze the effects of the related parameters on 

the consolidation settlement. The results show that the process of one-dimensional consolidation of viscoelastic saturated soils 

with fractional order derivative is related to viscosity coefficient and fractional order. The larger the fractional order is, the more 

quickly the consolidation settlement occurs; and the higher the viscosity coefficient is, the slower the consolidation settlement 

takes place. The trend of loadings is consistent with the variation pattern of soil settlement caused by the change of the load 

parameters, and the final settlement is identical. The present study can be of help to further understand the consolidation 

behavior of viscoelastic saturated soils. 
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0  引    言 
Terzaghi的一维固结理论采用线性应力–应变关

系，未考虑黏土的流变性，因而在实际工程中有时并

不能准确地描述实际固结过程[1]。考虑黏土的蠕变特

性，将其视为黏弹性介质通常更符合工程实际[2]。陈
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宗基[3]在20世纪50年代就对受侧限的黏弹性土层的固

结和滞流进行了分析，而后赵维炳[4]基于可广泛用于

各种黏弹性土体的广义Voigt模型，推导出了饱和土体

一维固结问题的普遍理论解。而蔡袁强等[5]在任意荷

载下成层黏弹性土体以及半透水边界的黏弹性土体在

循环荷载下一维固结方面的研究也取得重要成果。Xie
等[6]研究了荷载随时间变化下4种流变模型黏土的一

维固结特性。此后李皓玉等[7]对移动分布荷载下层状

黏弹性体系的动力响应进行了分析。 
Gement 在 1936 年首先提出了黏弹性材料的分数

阶导数本构模型[8]，而后分数阶导数模型逐渐成为研

究热点。Taylor 等[9]首先在固结理论中用 Kelvin 模型

来描述土骨架的变形。国内 Tan[10]引入 Maxwell 模型，

建立了黏弹性固结理论。此后，李西斌等[11]分析了变

荷载下软土一维流变固结解析理论，何利军等[12]介绍

了采用分数阶导数描述软黏土蠕变的模型，尹检务等[13]

对压实土固结蠕变特征及分数阶流变模型参数进行了

分析，陈亮等[14]基于分数阶微积分理论研究了非线性

黏弹塑性蠕变模型，孙海忠等[15]采用分数微积分模型

来研究了软土蠕变。Yin 等[16]研究了分数阶软土蠕变

过程中的力学性能，殷德顺等[17]在流变本构模型的探

讨中运用了分数阶导数理论，王智超等[18]在分数阶导

数流变本构模型研究方面也做出了贡献。 
为了深入探讨黏弹性饱和土体固结机制，本文针

对单层分数阶导数 Kelvin–Voigt 模型黏弹性饱和土

体，推导了任意荷载下分数阶导数黏弹性饱和土体固

结方程的半解析解，并对影响参数进行了分析，以更

好地认识和描述分数阶黏弹性饱和土体的固结行为。

另外，关于黏弹性饱和土体固结的研究多数是基于整

数阶的情况，而分数阶导数黏弹性饱和土体的固结问

题很少见诸于文献，因此，研究分数阶导数黏弹性饱

和土体的固结问题不仅具有重要的理论意义，而且具

有重要的工程实用价值。 

1  分数阶微积分理论简介 
1.1  分数阶微积分基本定义 

在流变本构模型中运用最为普遍的是 R-L型分数

阶微积分算子理论[19]，在 Lebesgue 可积区间 1L (0, )t
上，分数 q阶（Re 0q  ）积分算子的定义为 
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1.2  基于分数阶导数的流变元件 

关于分数阶导数关系的元件，有多种新的提法，

本文介绍其中一种，Abel 黏壶，其本构关系为 
d ( )( )
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其中，为黏滞系数， 为分数阶次，都是不随时间

变化的材料参数。当 =1 时表现为理想牛顿流体；当

 =0 时表现为线弹性固体；当0 1  时元件表现为

分数阶黏弹性体。从分数维[20]角度来看， 描述了材

料的多种流动状态性质，使其具有了一定的物理意义。

在具体工程计算中，可根据实际土样固结沉降实验数

据，采取拟合方法（如文献[13]）得到 的取值。 

2  固结方程及其求解 
图 1 为拟求解的黏弹性饱和土体一维固结模型示

意图。其中 2H，kv，Cv，Es，， ( )q t 分别为土层厚

度、渗透系数、固结系数、压缩模量、黏滞系数和外

荷载。 

 

图 1 黏弹性饱和土体一维固结模型示意图 

Fig. 1 Sketch of one-dimensional consolidation of viscoelastic  

saturated soils 

除施加荷载条件外，采用与 Terzaghi 理论中相同

的假设，则土体的固结渗流方程为 
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其中， ( , )z t  是 z 处 t 时刻相对于初始有效应力的增

量， ( , )z t 为相应应变， w 为水的重度。对式（2）
进行拉普拉斯变换得 
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其中， ( , )z s  为 ( , )z t  的拉普拉斯变换式， ( , )z s 为

( , )z t 的拉普拉斯变换式。 
分数阶导数Kelvin–Voigt本构模型如下图 2所示，
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为一个弹簧元件 H 与 Abel 黏壶 N 并联而成，两元件

应变相同，但应力不同。 

 

图 2 分数阶 Kelvin–Voigt 本构模型 

Fig. 2 Fractional Kelvin–Voigt constitutive model  

根据并联时模型中各个元件应变相同原则，模型

总应力等于两个元件应力之和，其应力应变关系为 
对于 H 体有 

e s eE  。 
对于 N 体有 

v
v

d
dt


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且有， e v    ， e v    。 

其中 e 和 v 分别为弹簧元件 H 与 Abel 黏壶 N 的

应变， e 和 v 分别为两者的应力， 为分数阶导数

Kelvin– Voigt 模型的总应力， 为分数阶次。 
分数阶导数 Kelvin–Voigt 模型的本构关系为 

s
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对式（4）进行拉普拉斯变换得 
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将式（5）代入式（3）得 
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求解式（6）得 

1 2( , )= e emz mzz s C C     ，      (7) 

其中 w v s/ ( )m s k E s    ，C1 和 C2 为含有 s 的任

意函数，并可以通过代入边界求得。

 

对于双面排水情况，初始条件和边界条件为 
 ( ,0) 0z     ，  .                (8)
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( , ) ( )z t q t    ( 2z H )  ，        (10) 

其中， ( )q t 为任意荷载，将式（9）和式（10）经拉普

拉斯变换得 
(0, )= ( )s Q s  ， 

(2 , )= ( )H s Q s  ， 

其中， ( )Q s 为 ( )q t 的拉氏变换式。将式（9）和式（10）
经拉氏变换后的表达式代入求出 C1和 C2 

2

1 2 2

( )(e 1)=
e e

H m

H m H m

Q sC







，

 
2

2 2 2

( )(1 e )=
e e

H m

H m H m

Q sC





。 

将 C1和 C2代入式（7）得 
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令 =0，则式（11）退化为 
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在式（11）中令 1  ，即将分数阶导数黏弹性饱

和土体有效应力退化到黏弹性的情况，则 
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将蔡袁强等[5]一文中得到的各层有效应力拉普拉

斯变换解退化到单层的情况，则与式（13）完全一致。 
本文探讨任意荷载下分数阶导数黏弹性饱和土体

一维固结问题，其固结沉降量 
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经过拉普拉斯变换得 
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将式（5）代入式（15）得 
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再将式（11）代入式（16）并积分得 
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在此需要说明的是：对于其他边界透水的情形，只需

改变边界条件，可用相同方法推导出相应结果。 
 

3  算例验证及参数分析 
关于拉普拉斯变换的数值反演，何光渝等[21]分析

了 Stehfest 和 Crump 分别提出的两种方法，认为后者

较前者更精确、可靠，并且能够克服解的曲线有陡峭

变化时，数值会发生振荡和弥散的缺陷。本文采用拉

普拉斯变换的数值反演 Crump 方法，分别得出有效应

力和沉降在拉氏变换后的反演表达式为 
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(19) 

并编制相应计算程序，具体操作及参数选取的说明见

附录。 
3.1  算例验证 

本 算 例 将 指 数 荷 载 情 形 下 分 数 阶 导 数

Kelvin–Voigt 模型黏弹性饱和土体一维固结沉降的表

达式退化到黏弹性饱和土体的情况，并将结果与蔡袁

强等[5]一文做比较，参考其中部分参数，H=9.5 m，

w =10 kN/m3，kv=1×10-7 m/s，Es=12 MPa，η=230 
MPa·d ，指数荷载形式为 ( ) e Ctq t A B   ，其中

0.1A  MPa， 0.1B  MPa， 4.32C  /d。指数荷载情

形下分数阶导数Kelvin–Voigt模型黏弹性饱和土体退化

到标准黏弹性饱和土体的情况，计算结果如图 3 所示。 
由图3可知，将文献[5]中多层任意荷载情形下黏

弹性地基一维固结解析解退化为单层指数荷载情形下

的固结沉降计算结果，与本文退化为黏弹性饱和土体

一维固结沉降相一致，由此验证了本文提出的任意荷

载情况下分数阶导数黏弹性饱和土体一维固结半解析

解及计算程序的可靠性。 
3.2  参数分析 

为考察本文推导出的固结沉降半解析解的理论正

确性，并分析参数对任意荷载下分数阶导数黏弹性饱

和土体固结的影响，下面以指数荷载、周期荷载、施

工荷载为例进行讨论。 

 

图 3 沉降曲线的验证 

Fig. 3 Verification of settlement curves  

（1）指数荷载 
指数荷载形式为 ( ) e Ctq t A B   ，分数阶次 取

0.5，其余参数与上述算例相同。 
a）黏滞系数  
考察在指数荷载情形下黏滞系数 对固结沉降 W

的影响，结果如图 4 所示。 

 

图 4 不同黏滞系数 下的沉降曲线  

Fig. 4 Settlement curves under different viscosity coefficients 

图 4 的 5 条曲线依次由左到右分别为其黏滞系数

 =50，100，150，200 和 250 MPa·d 时的沉降曲线。

当其他参数不变，指数荷载作用下的分数阶导数

Kelvin–Voigt 模型黏弹性饱和土体一维固结沉降曲线

随着黏滞系数 的增大而变得平缓，即地基中孔隙水

压力的整体消散速率变慢，固结沉降速率越慢，但是

最终沉降量大小是一致。黏滞系数的值反映结合水膜

厚度的大小，固结压力越大，结合水膜厚度越小，结

合水连结强度就越高，土颗粒克服阻力产生滑动越困 
难，结合水的黏滞性越强[22]，黏滞系数就越大，导致

达到最终沉降所需时间就越长。 
b）分数阶次  
考察在指数荷载情形下分数阶次 对固结沉降
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的影响，结果如图 5 所示。 
图 5 中的 4 条曲线由右到左依次为不同阶次

 =0.3，0.5，0.7 和 0.9 时的沉降曲线。当其他参数不

变时，指数荷载下分数阶导数 Kelvin–Voigt 模型黏弹

性饱和土体一维固结过程随着不同分数阶次 的增

大，固结沉降发展速率变快，其到达最终沉降所需时

间变短。另外，由 Yin 等[16]针对软土蠕变过程提出的

分数阶导数 Abel 黏壶可知，分数阶次 与孔隙水压

力消散率的关系，随着不同阶次 的增大，孔隙水压

力消散的更快，到达最终沉降所需时间更短。 
c）压缩模量 Es 
考察在指数荷载情形下压缩模量 Es对固结沉降

的影响，结果如图 6 所示。 

 

图 5 不同阶次 下的沉降曲线  

Fig. 5 Settlement curves under different orders 

 

图 6 不同压缩模量 Es下的沉降曲线
 

Fig. 6 Settlement curves under different compression moduli 

图 6 中的 5 条曲线由上到下依次为 Es=6，12，18，
24 和 30 MPa 时的沉降曲线。由于压缩模量是判断土

的压缩性和计算压缩变形量的重要指标之一，故压缩

模量 Es会直接影响固结沉降量的大小。即其他参数不

变时，指数荷载下分数阶导数 Kelvin–Voigt 模型黏弹

性饱和土体一维固结沉降 w 随着压缩模量 Es的增大，

土体越难被压缩，最终沉降量也相应越小。 
d）指数荷载参数 C 
考察在指数荷载情形下指数荷载参数C对固结沉

降的影响，结果如图 7 所示。 
图 7中的 4条曲线由左到右依次为C=1.05×10-1，

1.05×10-3，1.05×10-5和 1.05×10-7 d-1时的沉降曲线。

由于指数荷载参数C是表征指数荷载第二项结果为零

所需时间快慢的重要指标，故指数荷载参数 C 的大小

会直接影响达到最终沉降所需时间的长短。指数荷载

下分数阶导数 Kelvin–Voigt 模型黏弹性饱和土体一维

固结过程随着指数荷载参数 C 的增大，固结沉降发展

速率变快，达到最终沉降量所需时间变短。 

 

图 7 不同指数荷载参数 C 下的沉降曲线  

Fig. 7 Settlement curves under different exponential loading  

parameters 

（2）周期荷载 
周期荷载形式为 0( ) (1 sin )q t q t  ，其中 0 0.1q   

MPa， 2π T  ，T 为周期，分数阶次 取 0.5，其余

参数与上述算例相同。 
a）黏滞系数  
考察在周期荷载情形下黏滞系数对固结沉降的

影响，结果如图 8 所示。 

 

图 8 不同黏滞系数 下的沉降曲线 

Fig. 8 Settlement curves under different viscosity coefficients 
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图 8中的 5条曲线由上到下依次为黏滞系数

 =50，100，150，200和250 MPa·d时的沉降曲线。

当其他参数不变时，周期荷载下分数阶导数

Kelvin–Voigt模型黏弹性饱和土体一维固结过程随着

黏滞系数的增大，固结沉降变化速率变慢，沉降变

化波动性变小，且呈周期性变化，与文献[5]有相似理

论变化结果。 
b）分数阶次  
考察在周期荷载情形下分数阶次 对固结沉降

的影响，结果如图 9 所示。 

 

图 9 不同阶次 下的沉降曲线  

Fig. 9 Settlement curves under different orders 

图 9中 4条曲线由下到上依次为不同阶次 =0.3，
0.5，0.7 和 0.9 时的沉降曲线。当其他参数不变时，

周期荷载下分数阶导数 Kelvin–Voigt 模型黏弹性饱和

土体一维固结过程随着不同分数阶次 的增大，固结

沉降发展速率变快，且周期性更加明显。另外，理论

沉降波动值变化明显，呈振荡增长，其到达最终沉降

所需时间越短，反之其到达最终沉降相对滞后。 
c）周期 T 
分数阶次 取 0.5，其余参数与上述算例相同，

考察周期 T 对与固结沉降的影响，结果如图 10 所示。 

 

图 10 不同周期 T 下的沉降曲线 

Fig. 10 Settlement curves under different periods 

图10中的5条曲线分别为周期T=10，15，20，25
和30 d时的沉降曲线。其他参数不变时，周期荷载下

分数阶导数Kelvin–Voigt模型黏弹性饱和土体一维固

结沉降W随着周期T的增大，固结沉降发展变化越明

显，波动性越大，达到最终沉降量与周期长短相关性

十分明显。 
（3）施工荷载 
施工荷载形式为 

0 10
( )

10 10
Dt t

q t
D t


 


＜ ≤

＞
， 

其中，D 为施工荷载速率，分数阶次 取 0.5，D =0.01 
MPa/d，其余参数与上述算例相同。 

a）黏滞系数  
考察在施工荷载情形下黏滞系数对固结沉降的

影响，结果如图 11 所示。 

 

图 11 不同黏滞系数 下的沉降曲线 

Fig. 11 Settlement curves under different viscosity coefficients 

图 11 中的 5 条曲线由左到右依次为黏滞系数

 =50，100，150，200 和 250 MPa·d 时的沉降曲线。

当其他参数不变时，施工荷载下分数阶导数

Kelvin–Voigt 模型黏弹性饱和土体一维固结沉降曲线

随着黏滞系数的增大，依次变得平缓，土体中孔隙

水压力的整体消散速率变慢，并且在施工荷载结束前

固结沉降速率相差不明显，但是对施工荷载结束后固

结沉降速率变化显著，且最终沉降量大小一致。 
b）分数阶次  
考察在施工荷载情形下分数阶次 对固结沉降

的影响，结果如图 12 所示。 
图 12 中的 5 条曲线由右到左依次为不同阶次

 =0.3，0.5，0.7 和 0.9 时的沉降曲线。其他参数不变

时，施工荷载下分数阶导数 Kelvin–Voigt 模型黏弹性

饱和土体一维固结过程随着不同分数阶次 的增大，

固结沉降发展速率变快，其到达最终沉降所需时间变

短，并且在施工荷载结束前固结沉降速率相差不明显，
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但是对施工荷载结束后固结沉降速率变化显著。 

 

图 12 不同阶次 下的沉降曲线 

Fig. 12 Settlement curves under different orders 

c）施工荷载速率 D 
分数阶次 取 0.5，其余参数与上述算例相同，

考察施工荷载速率 D 对固结沉降 w 的影响，结果如图

13 所示。 

 

图 13 不同施工荷载速率 D 下的沉降曲线 

Fig. 13 Settlement curves under different loading rates 

图13中的5条依次由上到下曲线分别为施工荷载

速率 D=0.1，0.05，0.01，0.005 和 0.001 MPa/d 时的沉

降曲线。其他参数不变条件下，施工荷载下分数阶导

数 Kelvin–Voigt 模型黏弹性饱和土体一维固结沉降 w
随着施工荷载速率 D 的增大，在施工荷载结束前，固

结沉降变化速率越快，但施工荷载结束后，固结沉降

变化速率一致，且最终沉降量大小一致。由于施工荷

载速率 D 反映施工周期内荷载发展速度，其只会影响

固结沉降速率的变化，对最终稳定沉降量没有影响，

故不难理解五条曲线最终重合。 

4  结    论 
（1）本文基于 Terzaghi 的饱和土一维固结理论，

结合分数阶微积分理论，推导出了任意荷载情况下分

数阶导数 Kelvin–Voigt 模型黏弹性饱和土体一维固结

在物理空间内的有效应力及沉降的半解析解。 
（2）将指数荷载情形下沉降的半解析解退化到黏

弹性情况与文献[5]研究成果完全吻合，验证了本文推

导出的半解析解及计算程序的可靠性。 
（3）指数荷载、周期荷载和施工荷载作用下的分

数阶黏弹性饱和土体一维固结特征主要与分数阶次

 、黏滞系数、压缩模量 Es以及指数荷载参数与沉

降量大小有关。当分数阶次 越大，固结沉降发展越

快；黏滞系数越大，固结沉降变化越慢；压缩模量

Es的增大，土体越难被压缩，最终沉降量也逐渐减小；

荷载变化趋势与由荷载参数变化引起的沉降变化规律

是一致的，且最终沉降量一致。 
 
附录   拉普拉斯数值反演 Crump 方法 

（ 1）设 ( )f t ，定义 0t≥ 时，称函数 ( )F S    

0
e ( )dst f t t

  ，为 ( )f t 的拉普拉斯逆变换。其中 

S a i  是复变量。若 ( )f t 在 0t≥ 的任一有限区间

上分段连续；当 t 时，存在常数 0M  及 0≥ ， 

使 ( ) e tf t M ≤ 成立。则反演公式为
0

e( ) [Re
π

at

f t


    

{ ( )}cosF S t  Im{ ( )}sin ]dF S t 其中 a 为任意大于

 的实数。Crump方法主要对上式运用梯形近似公式，

则 

c
1

e 1( ) ( )
2

π π π πRe cos Im sin  

at

k

f t F a
T

k i k t k i k tF a F a E
T T T T





 
                    

 ，

cE 为误差。其中 T 的选取，应有 max2T t ，即 max

2
tT  ，

T 一般选取所需数值反演区间的两倍。 
（ 2 ） a 的选取。若所期望的相对误差为

E c
t

EE
Me

   
 

，则 a 的选择： 

ln
2

Ea
T




  ，
 

式中， 取稍大于Max[Re( )]p ， p 为 ( )F s 的奇点。

针对本文 取值为 0，E取 0.001，T 根据每组参数不

同而定即可。 
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2017年岩土工程西湖论坛：岩土工程测试技术 
（二号通知） 

 

随着我国基本建设工程的进一步推进，岩土工程测试面临

着更严峻的挑战，对相关测试技术也有着更高的要求。为顺应

国家、社会需求，探讨解决岩土工程测试技术面临的重大问题，

组织召开“2017年岩土工程西湖论坛：岩土工程测试技术”学

术会议。 

主办单位：中国工程院土木、水利与建筑工程学部；中国

土木工程学会土力学及岩土工程分会；浙江大学滨海和城市岩

土工程研究中心。 

支持单位：浙江省科协技术协会。 

协办单位：浙大永拓信息经济与智慧城市发展研究中心；

浙江开天工程技术有限公司；杭州市勘测设计研究院；浙江省

建筑设计研究院有限公司；中交天津港湾工程有限公司；中淳

高科桩业股份有限公司（浙东建材）。 

会议时间：2017年11月9～10号（8日报到）。 

会议地点：杭州梅地亚宾馆。 

会议主题：岩土工程测试理论、技术新进展。 

大会秘书处：秘书：陆水琴15967126989，lusq87@163.com；

王笑笑13646828087，wangxiuxiu713@163.com。

（大会组委会  供稿） 


