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基于时效理论解的双层衬砌圆形隧道围岩压力分担的 
简便计算法 
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摘  要：隧道的顺序施工叠加岩石流变特性，使围岩和衬砌的力学状态与时间相关。针对水平和竖向地应力不相等的

一般地应力条件下双层衬砌圆形隧道施工问题，采用复变函数方法和 Laplace 变换，推导了开挖和支护全施工过程任意

时刻围岩、衬砌的位移和应力理论解答。理论推导中用任意黏弹性模型模拟岩石流变特性，并在隧道开挖完成后的任

意时刻分别施加一次衬砌、二次衬砌。并与相同条件下有限元解进行了比对。为便于工程设计，基于本文时效理论解，

通过衬砌压力的机理分析，运用数据拟合的方法，给出了围岩压力分担的简便计算法，公式形式简单、适用范围广，

同时也可以实现解析解的类似精度，为科学合理确定二次衬砌施工方案提供了理论依据。结合一算例，针对不同围岩

压力分担情况，分别给出二衬施加时刻和二衬厚度建议值。工程中可据此方便、快捷地进行相似工程条件下的初步设

计。 
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Simple method for supporting pressure determination of double-liner circular               
tunnels excavated in rheological rock 
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Abstract: The time-dependency in tunneling is mainly due to the tunnel construction processes and rheological properties of 
the rock. By using the complex potential theory and Laplace transform technique, analytical solutions are derived for the 

double-liner circular tunnels constructed in rheological rock subjected to non-hydrostatic initial stresses. In the derivation, 
several linear viscoelastic models are adopted to analyze the rheological properties of the host rock, and the first and secondary 

liners are sequentially installed at any time after the excavation. The solutions are validated by finite element analyses. Based 
on the analytical solutions, a simple method for determination of supporting pressure provided by the two liners is proposed by 

using the data fitting method. The result shows that the fitting precision is very high. The formulas for supporting pressure 
herein are very simple, and very convenient for using in the engineering. This method gives an optional way in the design of the 

secondary linings. Using this method, the suggested installation time and thickness of the secondary linings corresponding to 
different values of supporting pressure are provided for a specified example. The solutions in this paper provide a much 

convenient way for the preliminary design of tunnel construction. 
Key words: lined tunnel; rheological rock; secondary lining; sharing of rock pressure 

 

0  引    言 
隧道施工是一个长期过程，包括开挖和支护过

程。当考虑岩土体流变特性时，流变时效和施工过程

叠加，使围岩和衬砌的力学状态与时间相关。为了隧
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道安全、美观，一般要在不同时间分别进行两次支护，

而支护时机将直接影响隧道的安全和经济。只有考虑

施工过程和岩土体时效特性，才能正确预估支护压力，

给出经济合理的支护时间、衬砌刚度等参数。 
经过长期监测证明，一次、二次衬砌均承担一定

荷载，应该当作承载结构进行设计[1]。实际工程中，

围岩和衬砌通过相互作用共同承担围岩压力，利用围

岩–衬砌耦合分析可以给出更真实的支护压力。目前双 
层衬砌的深埋隧道理论分析中，Naggar 等[2]考虑双层

衬砌为弹性模量不同的复合材料，给出了围岩–衬砌、

衬砌–衬砌接触面光滑和完全接触不同情况下位移与

应力的弹性解。Mason 等[3]考虑无穷远处受到双向剪

切地应力，给出双层衬砌圆形隧道的弹性理论解。弹

性解答虽然可以初步估测隧道结构的力学状态，但是

没有考虑到岩石的流变特性，具有一定的局限性。流

变岩土体中双层衬砌隧道理论解，大多针对双向等地

应力的轴对称问题。王祥秋等[4]基于软弱围岩的蠕变

损伤机理，利用位移反分析方法研究圆形巷道的黏弹

性变形规律，确定合理的二次支护时机。Wang 等[5-6]

针对黏弹性岩体中双层、多层衬砌圆形隧道的施工问

题，利用拉普拉斯变换和逆变换，给出轴对称问题的

黏弹性理论解。李之达等[7]利用黏弹性理论，研究了

围岩和衬砌结构时间相依的应力与位移，给出了不同

荷载分担比下二次衬砌的受力与变形。李英明等[8]考

虑二衬支护时间和强度上与围岩特性之间的耦合问

题，结合软岩巷道流变数学力学模型，给出了二次衬

砌最佳支护时间的理论公式。以上分析均针对双向等

地应力问题，只存在径向均布支护压力，求解相对简

单。对实际工程中水平和竖向地应力不相等问题，径

向支护力随角度不再均匀分布，并且存在切向支护力，

且二者均为时间的函数，这类情况下围岩和衬砌受力

与轴对称问题有根本不同。 
本文针对水平和竖向地应力不等的一般地应力

条件，对围岩–衬砌、衬砌–衬砌进行真实相互作用分

析，针对常见的双层衬砌圆形断面隧道，考虑围岩黏

弹性流变特性，尝试给出开挖和支护全施工过程围岩、

衬砌的理论解；推导中用任意黏弹性模型模拟岩石流

变特性，并在任意时刻分别施加一次衬砌、二次衬砌。

理论解可以揭示各参量影响，但是，由于问题复杂造

成理论解冗长。因此，本文将围岩模拟为广义 Kelvin
模型岩体，基于理论解获得海量数据，并分析支护压

力随参量变化关系，通过数据拟合得到一衬支护压力

和二衬支护压力的最大值及其比值与围岩、衬砌等参

数的简便拟合公式，可以方便工程应用。 

 

1  力学模型与黏弹性问题求解方法 
本文针对流变岩体中深埋圆形隧道（例如水工、

交通隧道或煤炭巷道）的施工进行力学分析；考虑两

层衬砌（或钢拱架）与围岩的相互作用。针对围岩较

好，未发生较大区域破坏，尚处于小变形阶段的情况。

理论推导中假定：①隧道埋置较深，可忽略重力梯度

效应[9]；竖向和水平地应力分别为 0p ， 0p ，为侧

压力系数。对存在剪切地应力情况，可认为其主应力

为 0p ， 0p ，将本文中坐标轴转至主方向，则文中解

答也可适用。②为考虑岩石与时间相关的流变效应，

将围岩视为均匀、各向同性黏弹性材料。图 1 给出了

3 种常见的黏弹性模型。③两层衬砌均处于弹性阶段。

④围岩–衬砌、衬砌–衬砌之间没有相对滑移。 

 

图 1 黏弹性模型图 

Fig. 1 Viscoelastic physical models 

隧洞断面在 t=0 时刻开始开挖，认为断面一次开

挖完成，在后续研究中将考虑隧道断面分部开挖的情

况。开挖完成后 1t t 时刻施加一次衬砌（一衬）， 2t t
时刻施加二次衬砌（二衬）， 3t t 时刻在二衬内边界

施加内压（模拟水压）。本文认为掌子面推进较快，不

考虑纵向开挖造成的三维影响，因此可简化为平面应

变问题，力学模型和坐标系如图 2 所示。 ,r  为极坐

标 ， 一 衬 和 二 衬 厚 度 分 别 为 ： 1 1 2d R R  ，

2 2 3d R R  。理论推导基于弹性力学的小变形假设，

并且符号规定与弹性力学相同：即拉应力为正、与极

坐标方向一致的位移为正。 

 

图 2 力学模型 

Fig. 2 Mechanical model 

为得到全施工过程的时效理论解，本文将采用复

变函数理论结合 Laplace 变换方法进行求解[10]。针对
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一般问题，若 ( )k 和 ( )k 为第 k 组外载对应的两个黏

弹性复位势，文献[11]针对应力边值问题，给出黏弹

位移( ( )vk
xu 和 ( )vk

yu )，应力(  vk
x ，  vk

y ，  vk
xy )与复位

势 ( )k ， ( )k 的关系： 

( )v ( )v 1 1( , ) i ( , ) ˆ2 ( )
k k
x yu z t u z t

sG s
   
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(2) 
式中，z=x+iy为位置复变量， [ ]L (或 [ ] )和 1[ ] L 分 
别表示对[ ] 的 Laplace 变换和逆变换，其定义为 

0

[ ( )] e ( )dstf t f t t

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i1

i
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2π

stf s f s t
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

 

 
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( ) 表示共轭； ( )G t ， ( )K t 分别为黏弹模型的剪切和

体积松弛模量；
ˆˆ3 ( ) 7 ( )( ) ˆˆ3 ( ) ( )

K s G ss
K s G s

 



。当仅考虑偏量

具有黏弹效应，而球量仍满足弹性关系时（即

e( )K t K ），Maxwell 模型、Kelvin 模型和广义 Kelvin
模型的剪切松弛模量见表 1。 

表 1 剪切松弛模量 

Table 1 Shear relaxation moduli for viscoelastic models 

黏弹性模型 Maxwell 模型 Kelvin 模型 广义 Kelvin 模型 

剪切松弛模量
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假设 l组外载分别在 b1 b2 b, , , lt t t t    时刻开始作用

于结构，并分别在 m1 m2 m, , , lt t t t   时刻移除，根据黏

弹性问题叠加原理[12]和卷积的 Laplace 变换性质， t
（ blt t≥ ）时刻的总响应为之前所有荷载分别作用于结

构而引发的在 t时刻响应的叠加，由式（1），l组外载

作用产生的总位移为 
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由式（2），l组外载作用产生的总应力为 
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 (4) 

2  时效理论解推导 
2.1  围岩、衬砌位移与应力的复位势表达 

施加一衬后（ 1 2t t t≤ ），围岩与一衬接触处产

生一次支护面力。施加二衬后（ 2t t≥ ），围岩与一衬、

一衬与二衬接触处产生二次支护面力。m次（m=1，2）
支护面力单独作用于围岩洞口时围岩对应的复位势为

( ) ( , )m
R z t 和 ( ) ( , )m

R z t ；而此时 n 次（n=1，2）衬砌结

构对应的复位势为 ( )
( ) ( , )m
S n z t ， ( )

( ) ( , )m
S n z t 。可用罗朗级

数表示如上 4 个复位势。 
支护面力作用下，围岩对应的复位势为 
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            (5) 

支护面力作用下，衬砌结构的复位势为 
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其中 ( ) ( )m
ka t ， ( ) ( )m
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（ 1,2m  ； 1,2n  ； 1, ,k     ）为与时间相关的待

定系数。 
    施加衬砌之后，由于衬砌尚处弹性阶段，根据复

变函数理论可得衬砌（n=1，2 分别表示一衬结构和二

衬结构）位移和应力的表达式。 
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其中， ( )S nG ， ( )S nK 分别为一衬结构（n=1）和二衬结

构（n=2）的剪切、体积模量。 
    一衬支护阶段（ 1 2t t t≤ ＜ ）， 根据黏弹性叠加原

理[12]，此阶段围岩位移可叠加得到 
(1)( , ) i ( , ) ( , ) ( , )ex

Rr R Rr Rru z t u z t u z t u z t     
(1)i ( , ) ( , )ex

R Ru z t u z t      ，       (9) 

其中， ( , ) i ( , )ex ex
Rr Ru z t u z t 为开挖效应产生的围岩位移：


1

i
(1) (1) (1)e( , ) i ( , ) ( ) ( , )d

2
t

Rr R Rt
u z t u z t I t z



    


   
  

1

(1)
(1)( , )

 ( ) ( , ) d  
t R

Rt

zH t z z
z

 
   

     
    

 ，为一次支护

面力单独作用时产生的围岩位移。 
施加二衬后（ 2t t≥ ），围岩受地应力和二次支护

面力两组荷载作用，根据黏弹性叠加原理[12]，围岩位

移可叠加得到 
(1) (2)( , ) i ( , ) ( , ) ( , ) ( , )ex

Rr R Rr Rr Rru z t u z t u z t u z t u z t      
(1) (2)i ( , ) ( , ) ( , )ex

R R Ru z t u z t u z t        ，    (10) 

其中， 

2

i
(2) (2) (2)e( , ) i ( , ) ( ) ( , )d

2
t

Rr R Rt
u z t u z t I t z



    
 

   



 
2

(2)
(2)( , )

( ) ( , ) d
t R

Rt

zH t z z
z

 
   

     
    

 ，

为二次支护面

力单独作用时产生的围岩位移。 
此时， 

2

1

i
(1) (1) (1)e( , ) i ( , ) ( ) ( , )d

2
t

Rr R Rt
u z t u z t I t z



    
 

   

  

2

1

(1)
(1)( , )

( ) ( , ) d
t R

Rt

zH t z z
z

 
   

     
    

 。 

可见，围岩位移与一衬和二衬支护时刻等参数均

相关。由于 m次（m=1，2）支护面力作用，围岩产

生的增量应力为 
( ) ( ) 2 ( ) ( )

2i
2( )

2 ( ) ( )
( ) 2i

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )Re 2 e
( , )

( , ) ( , )( , ) Im e

m m m m
Rr R R R
m
R

m m
m R R
Rr

z t z t z t z tz
z z zz t

z t z tz t z
z z








   


 


     
            


    

        

 ，

。

(11) 
    施加衬砌后围岩应力 Rr ， R 和 Rr 即为开挖阶

段围岩应力与支护面力作用下围岩应力（式（9））的

叠加。可见，只要求得（3）、（4）中的待定系数，即

可获得围岩和衬砌在施加衬砌后的应力和位移场。本

文根据边界条件和协调条件进行复位势待定项系数的

求解。 
2.2  开挖和一衬阶段（ 20 t t≤ ＜ ）的位移与应力 

衬砌施加之前（ 10 t t≤ ＜ ）为开挖时段，若去除

开挖前初始地应力作用下的位移，可得用复变量表达

的开挖增量位移如下[11, 13]：

 
i

1 12

1( , ) i ( , ) e ( )(1 ) ( )
4

ex ex
Rr R

zu z t u z t A t A t
z


      

 

2 3 3

1 1 1(1 ) ( )(1 ) ( )(1 )A t A t
z z z

        
 ， (12) 

其中 iez r  ， 2
1 0 10
( ) ( ) d

t
A t H t p R   ， 2 ( )A t   

2
0 10

( ) d
t
I t p R  ， 4

3 0 10
( ) ( ) d

t
A t H t p R   。 

开挖阶段围岩全应力如下：  
2

0 01
2

2 2
1 1
2 2

2
0 01

2

4
1

4

2
0 1

( 1) ( 1)
( , ) 1

2 2

3
                 1 1 cos2  

( 1) ( 1)
( , ) 1

2 2

3
                 1 cos 2  

( 1)
( , ) 1

2

ex
Rr

ex
R

ex
Rr

p pR
z t

r

R R
r r

p pR
z t

r

R
r

p R
z t





 




 







  
     

 
  
   

  
  

     
 

 
 

 


 

，

，

2
1

2 2

3
1 sin 2  

R
r r


















   
   

   
。

 (13) 

一衬阶段（ 1 2t t t≤ ＜ ），利用平面复变函数方法和

Laplace 变换给出复位势表达的边界条件和协调条件，

运用时间坐标轴平移和 Laplace 卷积性质对位移协调

条件进行简化，最终确定了一次支护面力作用下围岩

与衬砌对应的复位势[14]。将复位势代入式（5）～（7）、
（9），可以得到一次支护面力作用下围岩和衬砌的位

移、应力表达。由黏弹性问题叠加关系，式（10）、（11）
叠加一次支护面力作用下围岩的位移、应力，可以得

到一衬阶段围岩的位移、应力表达式。文献[14]给出

了开挖阶段和一衬阶段任意时刻围岩与衬砌的位移和

应力理论解答，并与有限元结果进行了比对。 
本文重点介绍二衬阶段围岩和衬砌的位移、应力

解答及基于理论解的简便计算法，一衬阶段的具体求

解过程，在此不详细展开，具体思路可以参考文献[14]。 
2.3  二衬阶段（ 2t t≥ ）复位势系数的确定 

施加二衬之后，二次衬砌内边界（ 3r R ）的应力

边界条件为
3

(2)
(2) we

( , ) ( )iSr z R
z t q t





  和

3

(2)
(2) ( , ) iSr z R e
z t




 
0 ，即 

(2) 2 (2)
(2) (2)2i

2

( , ) ( , )
2Re eS Sz t z t

z
z z

          
   
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i
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(2)
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e
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z R

z t
q t

z






   
 

  。    (14) 

一衬与二衬接触处（ 2r R ）的应力协调条件为

  i
2

(2) (2)
(1) (2) e

( , ) ( , ) 0Sr Sr z R
z t z t


 


  和  (2)

(2) ( , )Sr z t   

 i
2

(2)
(2) e

( , ) 0Sr z R
z t
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
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             

。(15) 

    一衬与二衬接触处（ 2r R ）位移协调条件为

 i
2

(2) (2) (1) (1)
(1) (1) (1) 2 (1) 2

e
( , ) i ( , ) ( , ) i ( , )Sr S Sr S
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 
。(16) 

围岩与一衬接触处（ 1r R ）的应力协调条件为

 
 

i
1

i
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  。  (17) 

围岩与一衬接触处（ 1r R ）位移协调条件为
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1 1
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其中， i
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1 1( )(1 ) ( )(1 )A t A t
z z

 

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因为二次支护面力在 2t t 时刻才施加，所以引入

新时间变量 2t t t   简化二衬阶段的复位势，将所有

时间变量统一为 t。将式（5）、（6）代入式（14）～

（18），并结合 Laplace 变换和卷积 Laplace 变换的性

质进行化简。通过比较方程两边 iek （ , ,k      ）

项系数，可以得到一系列关于复位势 ( )m
R ， ( )m

R ， ( )
( )
m
S n ，

( )
( )
m
S n （m=1，2；n=1，2）中待定项系数的代数方程。

通过求解代数方程得到拉氏空间中的系数值，逆变换

后即可得到时域解。由此，复位势中待定项系数得解，

进而得到围岩和衬砌在二次支护面力作用时所对应的

复位势。将所得的复位势分别代入式（10）、（11）得

到围岩位移和增量应力，代入式（7）、（8）分别得到

衬砌位移和应力，问题得解。该解答适用于任意黏弹

性模型岩体中圆形隧道，在任意不同时刻施加一衬和

二衬时围岩与衬砌应力、位移的精确计算。 
2.4  理论解与有限元结果的比对 

为检验本文理论和解答的正确性，本节利用有限

元软件 ANSYS 进行与理论解相同模型下双层衬砌隧

道的数值计算，并与理论解对比。由于本节仅进行解

答可靠性的验证，并非针对真实算例计算，因此在合

理 范 围 内 选 择 了 如 下 参 数 ： 竖 向 地 应 力

0 7.89 MPap  ，侧压力系数 0.65  。围岩采用广义

Kelvin 黏弹性模型（图 1（c））进行模拟，并假设体

积不可压缩。依据反分析结果选择参数为：

H 550 MPaG  ， K 458 MPaG  ， K 4000 MPa d   ，

隧道断面采用一次成型开挖方式，洞型半径 1 6 mR  。

衬砌为混凝土材料，剪切模量分别为 (1)SG  10000 
MPa， S(2) 12000 MPaG  ，泊松比 S(1) S(2) 0.2   ，一

衬和二衬厚度分别为 1 100 mmd  ， 2 350 mmd  ，即

2R =5.9 m， 3 5.65 mR  。取第 5 天施加一衬，第 20
天施加二衬，第 25 天在二衬内边界施加均布压力，且

均布压力大小为 0.5 MPa。忽略三维效应的影响。

ANSYS 计算时，通过复制面命令建立衬砌区域，提

取围岩与衬砌接触处的节点坐标编号得到节点坐标并

将接触处节点进行 x，y方向位移耦合；求解过程中，

通过单元的生死命令模拟隧道开挖和施加衬砌的过

程。 
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图 3 有限元计算模型及网格 

Fig. 3 Model and mesh in FEM simulation 

图 4 隧道孔口位置点处位移和应力有限元比较 

Fig. 4 Comparison between analytical solutions and FEM results 

由于结构几何和受力均上下和左右对称，数值计

算时取结构的 1/4，约束左边界水平位移和下边界竖 
向位移。计算范围、有限元网格和比对点见图 3。图 4
给出比对点处增量位移和全应力的时程比对。由图 4
可见，应力与位移理论解均与有限元结果吻合很好，

验证了本文理论和解答的正确性。相比数值解，理论

解能方便地更改几何与物理参数进行快速参数分析，

应用于初步设计中更为便捷。下节将基于本文解答，

进行围岩压力分担简便公式的拟合，公式形式简单、

适用广，可以避免文中复杂的公式推导，同时也可以

实现本文解析解的类似精度。 

3  基于理论解的衬砌压力简便计算法 
3.1  衬砌压力的机理分析及公式拟合 

为保证围岩稳定，一衬一般尽早施加，而二衬会

滞后一段时间。二衬施加过早，则二衬分担围岩压力

过大，容易造成二衬破坏，影响隧道运营安全；二衬

施加过晚，则二衬分担围岩压力过小，不能充分发挥

其支护作用。工程中，二衬何时施加需综合考虑安全

与经济因素。由于岩石类别的多样性，二衬施加时间

尚没有统一标准，一般根据经验确定。广义 Kelvin 模

型可以模拟在较低应力水平下岩石的稳态蠕变，通过

改变两个弹簧元件的刚度比和黏性系数，模拟不同类

型岩石的流变特点。本节将基于导出的理论解，给出

可模拟为广义 Kelvin 模型岩体（图 1（c））任意岩体

参数圆形隧道一衬与二衬分担围岩压力的拟合公式。

根据拟合公式，可方便、快捷的得到不同二衬参数（施

加时刻、刚度）、一衬和二衬不同位置承担的最大径向

支护力以及比例。为使分析适用更广的情况，几何尺

寸、应力、时间分别除以 1R ， 0p ， K K KT G 进行

无量纲化。 
设 1maxp 为一衬与围岩之间接触径向压力最终稳

定值（即最大值）； 2maxp 为一衬与二衬之间接触径向

压力最终稳定值（最大值）。以下分析中，无量纲化后

的最大径向支护力以及比值分别称为一衬支护压力：

p1 1max 0p p  ；二衬支护压力： p2 2 max 0p p  ；围岩

压力分担比： p 2 max 1maxp p  。由于隧道开挖完成后

应尽早施加一衬，以下分析中认为隧道开挖完成后立

即施加一次衬砌（即 1 K/ 0t T  ）。对围岩较好的情况，

认 为 一 衬 等 效 厚 度 和 剪 切 模 量 为 常 见 值

1 1/ 1/ 60d R  ， S(1) K/ 10G G  。经验算，拟合时二衬

刚度取为常见值 S(2) K/ 13.5G G  。衬砌结构泊松比均

取 S(1) S(2) 0.2   。需要指出，本文所有拟合公式适

用于一衬和二衬部分参数在上述值附近的情况，例如

一衬厚度为 10～20 mm；围岩 Kelvin 元件的剪切模量

KG 为 1000～3000 MPa。其他一衬参数下的拟合可根

据类似方法得到，篇幅所限将另文专述。 
固定部分参数后，试算显示支护压力、围岩压力

分担比仅与二衬参数（无量纲） 2 Kt T ， 2 1d R ，以及

侧压系数  、洞周角度 和岩石模型参数 M KG G 相

关。下面根据前述理论解得到不同参数下支护压力的

海量数据，构造支护压力与参数间的简单拟合公式。 
通过试算，发现其他参数相同时，不同时刻支护

压力随洞周角度的分布相似而量值不同；各点支护压

力与侧压系数成线性关系。因此先针对角度 π 2  的

点取 0.6  和 1.2 两种侧压系数下讨论支护压力与参

数的函数关系，然后再根据支护压力分布情况拓展至

所有角度点和侧压系数情况。图 5（a）中散点为 2 组

侧压系数、3 组二衬厚度和 3 组岩石模型参数的不同

组合下，一衬和二衬支护压力随二衬施加时刻的变化

曲线；图 5（b）中散点为参数组合下支护压力随二衬

厚度的变化曲线；图 5（c）中散点为参数组合下支护
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压力随岩石模型参数的变化曲线。图中仅为部分数据

和部分曲线，实际拟合曲线共包含 1080 组数据。图中

可见，支护压力随二衬支护时刻、二衬厚度的变化大

致呈不同形式的指数形式。借鉴文献[5，6]，二衬支

护压力随岩石模型参数变化呈类双曲线函数形式。因

此，根据变化特征和初始值，二衬支护压力选用如下

函数乘积形式进行拟合： 
(2) (2)

p2 1 2 (2)
3 K M

π 1( )
2 1

B B
B G G

                
 

(2 ) (2)2 2
54

K 1e (e 1)
t d

B B
T R
 

    。          (19) 

其中 (2)
kB （ 1, ,5k     ）为待拟合参数。根据理论解得

到二衬支护压力的海量数据，通过数据拟合得到 (2)
kB

的值见表 2，拟合解（线）与原始数据（散点）的拟

合情况见图 5，可见拟合精度很高（方差≥0.99）。 

图 5 =π / 2 处拟合解与理论解的比较（原始拟合数据） 

Fig. 5 Comparison between analytical solutions and fitting 

.solutions ( =π / 2 , original fitting data) 

由本文时效理论解可以分析得：二衬支护压力最

大值与岩石模型参数和所有二衬参数相关；但一衬支

护压力最大值可以分解为两部分：一部分为二衬施加

前的最大压力 p1 1  ，其仅与岩石模型参数、侧压力系

数和二衬施加时刻相关，另一部分为二衬施加后产生

的压力 p1 2  ，与岩石模型参数、侧压力系数和所有二

衬参数相关。因此，根据该变化特征和初始值，一衬

支护压力选用如下函数进行拟合： 

(1) (1)
p1 1 2 (1)

3 K M

π 1( )
2 1

B B
B G G

  
              

 

(1) (1) (1)2 2 2
4 8 9

K K 1

(1)
(1) 6
5 (1)

7 K M

(e ) e (e 1)
1

t t d
B B B

T T RBB
B G G

    
       

。(20) 

其中 (1)
kB （ 1, ,9k     ）为待拟合参数。根据理论解得

到一衬支护压力的海量数据，通过数据拟合得到 (1)
kB

的值见表 3，拟合解（线）与原始数据（散点）的拟

合情况见图 5，可见拟合精度很高（方差≥0.99）。 
表 2 二衬支护压力拟合公式中系数 

Table 2 Coefficients in fitting equations p2  
p2 的系数 (2)

1B  (2)
2B  (2)

3B  (2)
4B  (2)

5B  (2)
1C  

(2)
2C  

拟合系数 -0.12 -0.50 0.51 -1.19 -24.17 -0.41 0.41 
表 3 一衬支护压力拟合公式中系数 

Table 3 Coefficients in fitting equations p1  
p1 的系数 (1)

1B  (1)
2B  (1)

3B  (1)
4B  (1)

5B  (1)
6B  

拟合系数 0.0027 0.013 0.171 -0.864 10.904 -34.92 

p1 的系数 (1)
7B  (1)

8B  (1)
9B  (1)

1C  (1)
2C   

拟合系数 0.978 -1.21 -20.68 0.0088 -0.0089  

为验证其他理论解数据的拟合精度，图 6（a）、（b）
针对不同情况给出理论解（散点）和式（19）、（20）
计算值（线）对比，所取数据 408 组，与原始拟合数

据不同。可见，所有情况一衬和二衬支护压力的理论

解与拟合解基本吻合，说明拟合公式可靠。 
对除 π/2  的另外角度点的支护压力，可以通过

分析洞周位移分布给出修正。根据文献[15]给出的支

护力分布形态以及试算结果，选用如下函数拟合支护

压力随角度分布： 
(1) (1)

21 2
p1 p1 (1) (1)

1 2

(2) (2)
21 2

p2 p2 (2) (2)
1 2

π( ) 1 cos  
2

π( ) 1 cos  
2

C C
B B

C C
B B


    




    



             


               

，

，

 (21) 

其中 (1)
kC ， (2)

kC （ 1,2k  ）为待拟合参数。通过不同

角度点支护压力的理论解计算结果，选用 3640 组数

据，拟合得到的系数见表 2 和表 3，拟合精度很高（方

差≥0.99）。为验证拟合式与其他理论解（非拟合用）

数据的拟合精度，图 6（c）针对不同情况给出理论解

（散点）和式（21）计算值（实线）对比，所有情况 
一衬和二衬支护压力的理论解和拟合解基本吻合，说

明拟合可靠。 
    围岩压力分担： p p2 p1( ) ( ) ( )        。  (22) 
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图 6 拟合解与解析解的比较（非原始拟合数据） 

Fig. 6 Comparison between analytical solutions and fitting  

.solutions (any data) 

通过式（21）、（22）可以进行任意广义 Kelvin 模

型岩体中任意尺寸圆形隧道衬砌支护压力和围岩压力

分担比计算，固定一衬常见参数后，适用于任意岩体

参数、任意二衬施加时刻、厚度、任意地应力和任意

角度的情况。图 7 为计算流程图，方便工程中使用。 
3.2  算例分析 

在埋深 80 m 左右软岩中计划开挖一圆形隧洞，

隧道断面一次成型，孔口半径 1 6 mR  ，重度  =23 
kN/m3。根据埋深计算得到 0 1.84 MPap  ，侧压力系

数 0.65  。围岩可以模拟为广义 Kelvin 模型，依据

蠕变试验可以得到岩石黏弹性参数 [16] ： MG   
3980 MPa ， K 960 MPaG  ， K 45336   MPa d 。

根据施工建议，一衬为混凝土材料，厚度为 1 0.1 md  ，

剪切模量为 S(1) 9600 MPaG  ，泊松比 S(1) 0.2  。二

衬选用混凝土材料，剪切模量为 S(2) 12960 MPaG  ，

泊松比 S(2) 0.2  。 

图 7 理论计算流程图 

Fig. 7 Analysis procedure 

    将上述参数代入式（21）、（22）可以得到不同位

置的衬砌支护压力和围岩压力分担比。 
    一衬支护压力： 

2 20.0183 0.0256
1 (0.0199 e 0.2168 0.582 et tp         

23.45 2(e 1) (1 0.2704 cos )d       。   (23) 

二衬支护压力： 
2 20.0252 4.03 2

2 e (1 e ) (0.7256 0.237 cos )t dp        。(24) 

   围岩压力分担： p 2 1p p    。           (25) 
对 0  和 π 2 位置：图 8（a）给出了二衬厚度

d2分别为 0.25 m 和 0.5 m 两类情况下，围岩压力分担

比随二衬施加时刻的变化曲线；图 8（b）给出了二衬

施加时刻 t2分别为 20 d 和 50 d 时，围岩压力分担比

随二衬厚度的变化曲线。结合图 8（a）、（b），可以根

据围岩压力分担比大致给出二衬施加时刻和二衬厚度

施工建议值。 

4  结    语 
本文利用平面复变函数方法和 Laplace 变换，首

先推导了水平和竖向地应力不相等的一般地应力条件

下，黏弹性岩体中双层衬砌圆形隧道全施工过程的时

效理论解。本文理论解可适用于任何黏弹性模型的岩

体，任意时刻施加衬砌和任意地应力的情况，并与有

限元结果进行比对，误差较小。本文理论解揭示各参

量影响的内在机理；并为二衬最佳支护方案的选择提

供理论依据。为便于工程设计，基于理论解并利用数

据拟合的方法给出衬砌支护压力和围岩压力分担比简

便计算式。可以给出任意广义 Kelvin 模型的岩体、任

意二衬施加时刻、二衬厚度、任意地应力情况下，任

意角度位置一衬和二衬支护压力最大值。拟合公式形

式简单、适用范围广，同时也可以实现本文解析解的

类似精度。 
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本文解答主要针对围岩较好，未发生较大区域破

坏的时效问题。对存在塑性区的情况，应用本解答和

合适的屈服准则可以进行初始塑性区的预判和初步分

析。本文解答为二衬最佳支护方案的选择提供了精确

和简便的方法，可为同类工程提供参考。 
在后续研究中，将进一步开展拟合公式的时效分

析及针对锚喷等支护方式的解析方法的研究。同时，

根据现有解答，开发快速预测隧道施工力学状态的计

算机系统，通过输入初始参数可方便获得力学响应，

更好的为工程服务。 
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