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边坡可靠性分析中 g-line 失效域及 Copula 优度评价研究 
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摘  要：针对岩土体抗剪强度参数联合分布模型中 Copula 优度评价问题，借助 g-line 给出了一种边坡失效域的抗剪强

度参数表征方法，并利用积分途径得到了不同 Copula 及不同安全系数条件下算例边坡的失效概率，以此探讨了不同

Copula 计算结果的差异性，重点分析了 Sn(pc)、AIC、RMSE 及 Bias 指标下各 Copula 的评价效果，并以上述各指标值

为评价对象，分别计算了各 Copula 的熵权系数，从而给出了一种加权组合的 Copula 形式。结果表明，二次多项式拟合

g-line 的效果良好，此时边坡失效域可由抗剪强度参数独立表征；常用的评价指标得出的最优 Copula 结果不唯一，当

不能有效地识别最优 Copula 时，可采用加权组合的 Copula 进行可靠性分析，能减小计算误差，有效地消除不同 Copula
引起的失效概率差异性，也能避免因直接采用某些 Copula 而引起的对边坡可靠度偏保守或者过高估计的问题。 
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Abstract: The identification of optimum evaluation for different Copulas in shear strength parameters of soils (i.e., cohesion c 

and internal friction angle φ) is a challenge. According to the g-line, an approach to determine the failure domain of soils in 

terms of shear strength parameters is given. Thus, the failure probability of an instanced slope can be calculated directly by 

using the integral approach under different Copulas and safety factors, meantime, the differences of the results are discussed. 

The effects of evaluation of different Copulas are discussed mainly in terms of Sn(pc), AIC, RMSE and Bias. After employing 

the above-mentioned index values as the evaluation objects, the entropy weights of the selected Copulas are calculated, and then 

a weighted combined Copula is proposed. The results show that using a quadratic polynomial can fit the g-line well, and the 

failure domain of slope can be represented by the shear strength parameters respectively. The optimum copula is not accordant 

when using the common evaluation indices, such as AIC, RMSE, Bias and Sn(pc). When the optimum Copula is not identified 

accurately, a weighted combined Copula is recommended because it can effectively control the discrepancies and avoid the 

excessive or conservative estimation of slope reliability. 

Key words: Copula; homogeneous slope; failure probability; g-line curve; entropy weight 

0  引    言 
岩土工程具有显著的不确定性，如失稳机理、破

坏模式的复杂多变、安全评价准则的模糊性和随机性，

尤其是岩土体参数的变异性等[1-2]。对于边坡岩体来

讲，常用的确定性分析方法，如极限平衡法并不能很

好地解决上述不确定性问题[3]。而可靠度理论作为研

究不确定性问题的重要手段越来越受到国内外学者的

重视[4-5]。可靠度计算时，先要研究变量的相关性以确

定其联合概率分布。以往研究往往忽略变量的相关性[6-7]

（默认为相互独立），或者将其转变了独立正态变量后

建立联合分布[8-9]。 
Copula理论[8, 10]可以方便地建立任意边缘分布下
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多个随机变量的联合分布，其能允许变量具有任意相

关结构，也避免非正态变量的转换问题。十多年来，

该理论在金融[11]、生物医学[12]及水文学[13]中得到了广

泛的应用和发展。在岩土工程中，唐小松等[7, 14-15]借

助Copula构建了基桩荷载–位移双曲线模型中两参数

的联合分布函数，探讨了不同类型的Copula对边坡可

靠性结果的影响，并将这种研究推广到系统结构的可

靠度分析上[16]；Wu[6]利用Copula产生抗剪强度参数随

机样本来计算边坡的失效概率，分析了土工合成黏土

垫层（GCL）抗剪强度参数的相关性[17]，借助Copula
探讨了黏聚力、内摩擦角及重度三变量相关性问题[18]；

杨超等[19-20]通过分析岩体质量Q值与变形参数及抗剪

强度参数的关系，尝试对一些难以测定的参数进行预

估。Motamedi等[21]将Copula模型成功应用于滑坡概率

模型中；Marchant等[22]借助Copula给出了一个更加普

遍的土体参数预估模型。 
利用 Copula 虽能方便地建立变量的联合分布，但

由于受到样本数量的限制，选择最优 Copula 仍需要进

一步研究[23]。文献[23]给出了基于 Bootstrap 的最优模

型识别方法，但类似的研究仍不多见。本文分别采用

AIC 信息准则[24]、均方根误差（RMSE）和 Bias 指标[25]、

Cramér–von Mises统计法[26-27]评价了所选Copula的拟

合优度，并以此为评价对象计算了各 Copula 的熵权系

数，进而给出了一种加权组合的 Copula。借助 g-line [28]

给出了一种确定边坡失效概率的方法，依此探讨了包

括加权组合形式在内的各 Copula 计算结果的差异性。 

1  岩土体参数的 Copula 理论 
1.1  Copula 简介 

由 Sklar[29]定理可知，Copula 能将不同类型的边

缘分布连接起来以构建变量的联合分布。n 元 Copula 
C 是定义在[0，1]n 空间上均匀分布的联合分布函数，

其概率表达形式如下： 
1 1 1( , , , , ) ( , , , )i n i i n nC u u u P U u U u U u   ≤ ≤ ≤ ，  

(1) 
式中，Ui和 ui为第 个均匀随机变量和对应的取值，P
表示概率值。 

一般地，通过 Copula 构建的 n 维随机变量联合分

布函数 F(x1,…, xi…, xn)为 
1 1 1( , , , , ) ( ( ), , ( ), , ( );i n i i n nF x x x C F x F x F x     

1, , , , )i q      ，         (2) 

式中，C 为 Copula，Fi(xi)为第 i 个随机变量服从的边

缘分布函数， i 为 Copula 的参数，其表征各随机变量

之间的相关性。可见，Copula 能够将边缘分布与变量

相关结构分开研究，这使得其能够方便地构建所需的

联合分布函数。 

在岩土工程中，抗剪强度参数 c， tan 是边坡稳

定性计算和可靠性分析中的重要因素，利用单参数

Copula 可得到其二维联合分布函数： 
1 2( , tan ) ( ( ), (tan ); ) F c C F c F   。

    
(3) 

其对应的联合密度函数 f (c, tan )为 
1 2 1 2( , tan ) ( ) (tan ) ( ( ), (tan ) )f c f c f c F c F    ; ，(4) 

式中，F1(c)，F2( tan )分别为 c， tan 所服从的边缘

分布函数，f1(c)和 f2( tan )为 c， tan 对应的密度函

数，c(F1(c)，F2( tan ); )为 Copula 的密度函数，可

由 F(c, tan )求导得出， 为 Copula 参数。 
1.2  Copula 构建变量联合分布的步骤 

以岩土体抗剪强度参数 c，tan 为例，利用Copula
构建变量的联合分布函数主要包括以下 3 个步骤： 

（1）各随机变量边缘分布的估计。对于抗剪强度

参数 c 和 tan 来讲，以往研究表明其服从正态分布、

对数正态分布或三角分布、伽玛分布等[6]，图 1 给出

了小浪底水利枢纽工程大坝防渗体 1 区土体抗剪强度

参数实测值[30]的分布拟合曲线，结果显示正态分布或

对数正态分布拟合效果良好，这与已有结论相符[31]，

此外，在统计资料不充分时采用对数正态分布能更符

合实际情况[31]。 

 

图 1 实测抗剪强度参数散点图与不同分布形式对比图 

Fig. 1 Scatter diagram of measured parameters of shear strength 

and comparison among different distribution forms 

（2）Copula 的选定。常用的二维 Copula 有椭圆

族(Elliptical class)和阿基米德族(Archimedesclass)两
类，其中 Gaussian 和 t Copula 属于椭圆族，阿基米德

族包括了常见的 Frank、Clayton、Gumbel Copula 等，

此外，也有其他 Copula，如 Plackett Copula 等。选取

Copula 时，即要重视函数相关结构是否与实际变量相

关性相符，又要考虑到所选函数应便于计算，具有代
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表性。 
岩土体抗剪强度参数间大多具有负相关性和对称

结构[6-7, 15, 18]，但也有研究表明其存在正相关性和非对

称结构[6, 32]。鉴于此，本文从椭圆族中选取了 Gaussian 
Copula，从阿基米德族中分别选取了 Frank Copula、
Clayton Copula、Gumbel Copula，同时选取 Plackett 
Copula 作为另一类函数。上述 Copula 中，除了 Clayton 
和 Gumbel Copula 外都是对称型 Copula，而且所选

Copula 能有效地模拟参数负相关性，对于不符合负相

关特性的 Copula 进行一个简单的转换即可（具体见文

第 5 节所示）。 
（3）Copula 相关参数的确定。一般各随机变量

之间并不独立，如土体抗剪强度参数间存在负相关性，

相关系数可介于-0.24～-0.7 之间[6]。Copula 参数 可

通过 Pearson 线性相关系数、Kendall 或 Spearman 秩

相关系数求得[10]，本文采用与边缘分布无关的 Kendall
秩相关系数 τ 对 Copula 参数进行估计。对于椭圆族

Copula，其相关性参数 与 τ 具有明确的关系式： 
2 arcsin( )
π

    。            (5) 

而对于阿基米德族 Copula， 与 τ 的关系如下： 
1 1 1

1 2 1 20 0 0

( )
( , ; )d ( , ; ) 1 1 4 d  

( )
t

C U U C U U t
t






  


   

   ，    

(6) 
式中， ( )t 和 ( )t  分别为阿基米德 Copula 的生成元

及其导数[6]。得出 τ 后可由式（5）、（6）求得相应的 。

对于抗剪强度参数，τ 可由样本数据计算得出： 

1 1 2 2sign ( ) )
2

(i j i ji j

N
x x x x



 
      

 
  。 (7) 

式中  N 为样本总数，i，j=1，2，…，N；sign(x)为符

号函数，当 x>0 时取 1，否则取-1。此外，对于 Plackett 
Copula，其参数 表示一种交乘比率[6, 10, 33]，可按文

献[33，34]中方法确定。 
1.3  最优 Copula 识别方法 

不同 Copula 的结构不同，其得出的结果也会有所

差异，需要从中寻优。以下给出几种判别方法 
AIC[24]准则在工程中最为常用，其表达式为 

1 21
AIC= 2 ln ( , ; ) 2N

i ii
c u u k


    ，  (8) 

式中，N 为样本总数，c(u1i，u2i； )为 Copula 密度函

数，k 为 Copula 参数个数，单参数时 k=1，具有较小

AIC 值的 Copula 相对更优。 
文献[26，27]中给出了 Cramér–von Mises 统计量

Sn，其表示经验 Copula 值（基准值）与观测点处 Copula
值差的平方和： 

2

1 2 1 21
(( , ) , )

n

N i i i i
n ni

S C U U C U U
     ，  (9) 

式中，Cn 为经验 Copula 值，
n

C 表示在样本点处参数

为 n 的 Copula 值，n 为样本数。在实际评估 Sn 时，

常用参数 Pc
[27]来判断 Copula 模型合理性，Pc(0<Pc<1)

可被理解为接受某种 Copula 的概率大小，即 Pc值越

大的 Copula 相对越容易被接受，相反 Pc 值越小的

Copula 越容易被拒绝。 
均方根误差（RMSE）指的是模拟值和实测值之

间样本的标准方差，Bias 指标为模拟值和实测值相对

于基准值的累计差值，其各自表达式如下[25]: 
2

e1

1RMSE ( )  
1 i

n
ii

P P
n 

 
  ，

   
 (10) 

e

1
e

Bias i

i

n i

i

P P
P


   ，           (11)

 
式中，Pi 表示联合观测值样本的 Copula 值， e i

P 表示

相应的多变量经验概率，n 为样本数。RMSE，Bias
的值越小，表示 Copula 拟合效果越好。 

2  边坡 g-line 临界域及失效概率计算 
2.1  g-line 介绍 

2011 年，Klar 等[28]提出了一种边坡安全系数（FS）

的几何定义方法，将边坡的极限平衡状态下抗剪强度

参数 c 和 tanφ 的关系曲线称为 g-line，见图 2。在 g-line
上，各个点处于极限平衡状态，FS=1；g-line 以上部

分 FS>1，为稳定区域，而 g-line 以下部分 FS<1，为失

效区域 S，文中称为 g-line 失效域，如图中阴影部分

所示。由此定义 FS的几何表达式为 

S
tan

 
tan

a a

b b

OA cF
OB c




   ，

        
(12) 

式中，|OA|，|OB|分别为 A，B 两点到原点的距离，A
点为 c–tanφ 空间中任意点，B 点为 OA 与 g-line 的交

点，如图 2 所示。 
对于某一均质边坡（重度为常数），确定其 g-line

的实质是当 c 值给定后，在极限平衡状态下的众多滑

面对应的 tan 中寻求最大 tan 值过程。文中采用工

程中常用的简化毕肖普法在 Slide 软件中进行极限平

衡计算，相应的 g-line 具体步骤如下： 
（1）建立边坡几何模型，给定重度，确定潜在滑

带的搜索范围。 
（2）令 c=0，给定不同的 tan 试算安全系数，

当某一滑带 FS=1.0 时（计算中控制 FS 的误差小于

0.0005），对应的 tan 即为所求。对于均质边坡来讲，

此时对应的 φ 值即为边坡坡角。 
（3）令 c 以步长 d 递增，计算每次边坡 FS=1.0

时的对应的 tan 值，直到 tan =0 为止。每次计算中

当边坡内某滑带 FS=1.0 时，其他滑带 FS>1.0，故而求
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得的 tan 值为所有滑面对应 tan 中的最大值。 
（4）统计每次计算中边坡 FS=1.0 对用的 c，tan

值，并进行拟合分析。 
对于任意形状的均质边坡，给定重度后，总能在

极限平衡状态下找到对应的 c- tan 值，进而能唯一确

定出其对应的 g-line。换言之，g-line 可视为边坡的固

有特性，其表征了边坡的极限平衡状态，借助这一特

性可方便地进行稳定性计算和可靠性分析。但需指出

的是 g-line 目前仅适用于均质边坡（坝、堤、渠道等

工程）的安全系数计算和可靠度分析，本文重在介绍

这种探究思路，对于多层材料的非均质坡体，其存在

多条 g-line，此时该方法的应用情况还需进一步探索。 
2.2  g-line 拟合形状 

g-line 决定了边坡失效域，其形状也直接影响边

坡可靠性分析的结果，但自 Klar 等[28]以来，很少有对

g-line 形状的研究。本文分别设定了表 1 中不同坡高

H、坡角 β 和重度 的边坡，计算了极限平衡状态下

的 c， tan 值。 

 
图 2 基于 g-line 定义的 FS和 Pf示意图 

Fig. 2 Sketch maps of FS and Pf  defined by g-line 

分析认为，用二次多项式拟合一般均质边坡的

g-line 能取得良好的效果。其表达式为 
2y Ax Bx C     ，        (13) 

式中，y 表示 tan ，x 表示 c，A，B，C 为待定系数。

由表 1 和图 3（a）知，g-line 二次多项式拟合决定系

数（R2）一般介于 0.92～0.99 之间，对于高陡边坡，

更高次的多项式可取得更优的拟合效果，见图 3（b）。 
2.3  表征失效域的抗剪强度参数范围 

图2给出了坡高30 m，坡角45°，重度为20 kN/m3

边坡的g-line及其确定的失效域S。一般边坡与此类似，

g-line均可按二次多项式y=Ax2+Bx+C表示，进而g-line
失效域S可表示为y≤Ax2+Bx+C。显然当x=0时，y取最

大值，对应tanφ中φ取最大值，即边坡坡角β；同样地，

失效域S等价于， [ ( )]2x B B 4A C y /2A   ≤ ，其

中A>0，B<0，当且仅当y=0时，x取到最大值，即黏聚

力c的最大取值为 max [ ]/22c = B B 4AC A   。可见，

用二次多项式表示g-line时，可用抗剪强度参数各自独

立表征边坡的失效域。 
2.4  g-line 失效域内的边坡失效概率积分 

在失效域内对 Copula 构建的 c、tanφ 联合概率密

度函数进行积分便可得出相应的失效概率，其比可靠

性指标更能反映实际的可靠程度[16]。本文采用一种积

分转换的方式[7]来计算失效概率 Pf。 
由 g-line 可以得出边坡极限状态的功能函数： 

2 tan  Z Ac Bc C     。      (14) 

当 Z=0 时对应极限状态方程，即 g-line，当 Z<0 时，

Fs<1，对应有失效域 S，进而边坡失效概率为 

f S ( , tan )d dP f c c f    。       (15) 

将式（4）代入式（15）得 
fP    

 max

1 2 1 20 0
( ) (tan ) ( ( ), (tan ); )d dtan

g cc f c f c F c F c     ，

(16) 
式中，cmax为黏聚力最大取值，g(c)为 g-line 的表达式，

即 g(c)=tanφ=Ac2+Bc+C。 
由于 Copula 的复杂性，会造成上述二重积分计算

困难，通过定义 Copula 一阶导数 1 2( , ; )L u u    
1 2 1( , ; ) /C u u u  ，式（16）可以转换为一重积分的形

式[17]： 

f S 1 1 2( ) ( ( ), (tan );  )dP f c L F c F c   。
    

(17) 

将表征失效域的参数范围及 g-line 二次多项式代

入式（17）中，得到了 Pf最终表达式： 
max 2

f 1 1 20
( ) ( ( ), ( ); )dcP f c L F c F Ac Bc C c    。 (18) 

3  Copula 熵权计算 
熵最早出现于热力学中，1948 年 Shannon 将其引 

入信息传输不确定性的研究中，提出信息熵的概念[35]。 

表 1 不同条件下 g-line 二次多项式拟合 R2统计值 

Table 1 Statistical values of R2 of g-line curve fitting in the form of quadratic polynomial under different conditions 

γ=18 kN/m3 γ=20 kN/m3 γ=22 kN/m3 
H/m 

β=30° β=45° β=60° β=30° β=45° β=60° β=30° β=45° β=60° 

30 0.9868 0.9786 0.9441 0.9873 0.9790 0.9470 0.9877 0.9796 0.9483 

60 0.9878 0.9788 0.9411 0.9882 0.9792 0.9436 0.9849 0.9735 0.9304 

90 0.9844 0.9747 0.9118 0.9894 0.9857 0.9345 0.9862 0.9770 0.9148 
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图 3 g-line 的二次多项式拟合 

Fig. 3 g-line fitting in the form of quadratic polynomial 

在信息论中，熵是系统无序程度的度量，它还是数据

有效程度的度量。因而，熵可以用来确定评价指标的

权重。当被评价对象在某一指标上对应的值相差较大

时，对应的熵值越小，说明该指标提供的有效信息更

多，其权重越大，反之越小[35]。 
对于 p 个评价对象及 q 个评价指标的系统，有 p

×q 阶的原始矩阵，矩阵元素 Xij为第 i 个评价对象在

第 j 个指标上的评价值。对 q 个评价指标进行熵权计

算时，一般可分为 3 个步骤[36]： 
（1）原始矩阵标准化对原矩阵元素 Xij进行无量

纲化处理，得到了新的 p×q 阶矩阵，元素记为 Yij，

其中对于效益型（越大越优型）指标： 
( )min  

( ) ( )max min
ij j ij

ij
jj ij ij

XX
Y X X





，

        

(19) 

对于成本型（越小越优型）指标： 
( )max  

( ) ( )max min
j ij ij

ij
jj ij ij

X X
Y X X





。

        

(20) 

（2）计算熵第 j 个评价指标的熵 Hj为 

1
 ln

p
j i ij ij

H k f f
   ，

         
(21) 

式中，
p

ij ij iji=1
f = Y / Y ， 1/ lnk p ，当 fij=0 时，令 ijf

 
ln 0ijf  ，i=1,2…,p；j=1,2,…,q。 

（3）计算熵权得出第 j 个指标的熵之后，便可以

求得其对应的熵权 j ： 

1

1
 

(1 )
j

j q
jj

H

H








，

        

(22) 

式中，0≤ j ≤1，
1

1q
jj




 。 

不同评价方法（如 AIC、Sn/Pc、RMSE 和 Bias 值
等）得出的最优 Copula 结果有所差异，为此采用熵权

分析方法，尝试以 AIC、Sn/Pc、RMSE 和 Bias 等值为

评价对象来计算所选取 5 个 Copula 的权重系数，依此

给出了一种加权组合形式的 Copula。以抗剪强度参数

c 和 tan 的二维 Copula 为例，加权组合后，其联合分

布函数及密度函数表达式如下： 
5

EW 1 21
, ( ( )( ) ( ), ; ) i i ii

F c C F c F   


 ，
    

 (23) 
5

EW 1 2 1 21
( , ) ( ) (tan ) ( ( ), ( ); ) i i ii

f c f c f c F c F    


  ，(24) 

式中， j ，Ci，ci， i 分别为所选第 i 个 Copula 的权

重、分布函数、密度函数及参数，i=1,…,5, f1(c)和
f2( tan )为 c， tan 对应的密度函数。同样地，将式

（24）中的 fEW 在 g-line 所确定的失效域内积分，便

得到了加权组合 Copula 下的边坡失效概率。 

4  边坡算例 
4.1  边坡模型及其 g-line 失效域 

以某均质边坡概化模型为算例，如图 4 所示，采

用二维 Copula 分析时，选取对可靠性最敏感的抗剪强

度参数 c 和 tan 为随机变量，如 2.2 节中所述，选取

c 和 tan 的分布类型为对数正态分布。通过原位大型

直剪试验，获得了 4 组 c 和 tan 的参数值，见表 2，
其均值分别为 20.5 kPa 和 0.364，相应的变异系数分

别取为 0.3 和 0.15[37]；c 和 tan 间的相关系数取为

-0.5。将其余变异性较小的边坡形状参数及重度视为

确定性的量，其中，坡高 H=30.0 m，坡角  =30.0°，

重度  =18 kN/m3。 
表 2 4 组原位直剪试验结果 

Table 2 Results of four groups of in-situ direct shear tests 

组号 黏聚力 c/kPa 内摩擦角 φ/(°) tanφ 

1 22.65 21.03 0.384 

2 24.83 18.22 0.329 

3 15.37 17.16 0.309 

4 18.96 23.42 0.433 

图 4 给出了该边坡模型的 g-line 及其二次多项式

拟合的表达式，R2为 0.9868。由 2.3 节可知此时表征

边坡失效域的黏聚力 c 的参数范围，即 0<c<cmax，

max [ ]/2 =81.042c B B 4AC A     kPa。 
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图 4 算例边坡及其 g-line 

Fig. 4 Geometry of instanced slope and its g-line curves 

4.2  随机样本数据处理 

根据 4.1 节中变量 c， tan 的分布类型和数字特

征，随机生成 100 个观测值作为分析数据，并设置固

定的随机种子以便生成相同观测量，变量 c， tan 的

展布如图 5 所示。 

 

图 5 生成 c 和 tanφ 的随机样本 

Fig. 5 Random samples of c and tanφ 

考虑到个别的 Copula 不支持参数的负相关性，

将变量 tan 进行变换，令 h=2mean( tan )- tan ，

mean(•)表示平均值。处理后的 h 与原来 tan 的具有

相同的均值和标准差。此时，相应地也需要将 g-line
及其确定的失效域对应做一变换，边坡极限状态的功

能函数如下： 
22mean(tan ) ( ) tan  Z Ac Bc C      。

  
(25) 

变量数据转换后，对应转换后的 g-line 的失效域

如图 6 阴影部分。 
4.3  Copula 优度评价 

对于所选 5 种 Copula，经过随机样本数据处理后

利用式（7）求得变量 c 和 tan 的 Kendall 秩相关系数

 =0.3244，再由 2.2 节中所述的各 Copula 参数的确定

方法可得到相应的 值，见表 3。为了便于对各 Copula
进行优度评价，根据式（8）、（10）、（11）及文献[29，

30]中所述方法，分别得出了 5 种 Copula 的 pc、AIC、
RMSE 和 Bias 等指标，见表 3。 

 

图 6 转换的 g-line 及其失效域 

Fig. 6 Transported g-line and new failure domain 

表 3 不同 Copula 的相关性参数 及评价指标 

Table 3 Values of AIC, pc and the correlative parameter   of  

.different Copula functions 

Family 
copula

参数  
pc AIC RMSE Bias 

Gaussian 0.4851 0.8549 -24.8350 0.0126 7.3955 

Frank 3.1762 0.6906 -21.6030 0.0135 9.0927 

Clayton 0.9517 0.7685 -25.1813 0.0162 6.6843 

Gumbel 1.4758 0.4884 -17.3335 0.0145 10.2157 

Plackett 4.5730 0.2329 -21.7789 0.0129 8.4596 

一般地，某一 Copula 对应的 pc值大于 0.05 时，

该 Copula 可以被接受[6]。表 3 中，最小的 pc 值为

0.2329，说明 5 种 Copula 均可被接受。此外，不同

Copula 的评价指标值比较接近，其中，Clayton Copula
具有较小的 AIC 和 Bias 值，Gaussian Copula 具有较

小的 RMSE 值，说明不同评价途径得出的最优 Copula
不唯一。综合各评价指标值可初步判定，在本次模拟

中，Gaussian 和 Clayton Copula 的拟合相对更优，Frank
和 Plackett Copula 次之，而 Gumbel Copula 的拟合度

较差。便于直观观察，图 7 给出了不同 Copula 构造的

抗剪强度参数联合密度等值图。为了进一步定量评价

各 Copula 的优度，采用熵权方法计算了所选 Copula
的权重，见表 4。各 Copula 权重由大到小的顺序依次

为 Clayton>Gaussian>Plackett>Frank>Gumbel，可见，

熵权评价结果与上述初步判断的结果相符。 
4.4  失效概率计算 

得到 5 种 Copula 的权重后，由式（24）可得到加

权后的 Copula 密度函数，再将表 3 中计算的相关性参

数 分别代入，利用式（17）、（18）在抗剪强度参数

表征的 g-line 失效域范围内直接积分，可得出算例边

坡在各 Copula 下的失效概率，见表 4。 
为了验证结果合理性，在 g-line 表征的功能函数

下，利用一阶可靠度方法（FORM）及蒙特卡洛方法

（MCS）计算了相应的失效概率，见表 4。在 MCS  
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图 7 不同 Copula 构造的抗剪强度参数联合密度函数的等值图 

Fig. 7 Contour plots of joint PDFs of shear strength parameters (c and f) associated with different Copulas 

表 4 不同方法所得算例边坡的失效概率及相对误差 

Table 4 Failure probabilities and relative errors of instanced slope calculated by different methods 

Copula 直接积分法 
计算方法 

Gaussian Frank Clayton Gumbel Plackett 加权 Copula 
FORM 

MCS 
10000 个随机样本 

熵权系数 0.1901 0.1728 0.3020 0.1585 0.1766 1 — — 

Pf 0.2066 0.2016 0.1974 0.1938 0.1924 0.1984 0.2044 0.1986 

1.08 1.37 3.42 5.19 5.87 2.93 0 — 
相对误差/% 

4.03 1.51 0.60 2.42 3.12 0.10 — 0 

表 5 不同安全系数下算例边坡失效概率及 R 值 

Table 5 Failure probabilities and values of R of instanced slope calculated under different factors of safety 

Pf /G/R 加权 Copula 
No. Fs 

Gaussian Frank Clayton Gumbel Plackett Pf /R 

1 1.143 0.2066/0.1901/1.04 0.2016/0.1728/1.02 0.1974/0.3020/0.99 0.1938/0.1585/0.98 0.1924/0.1766/0.97 0.1984/1 

2 1.228 0.0748/0.2209/1.01 0.0769/0.1892/1.04 0.0793/0.1763/1.07 0.0683/0.2059/0.92 0.0727/0.2077/0.98 0.0742/1 

3 1.315 0.0273/0.2148/0.92 0.0318/0.1860/1.07 0.0336/0.2056/1.13 0.0252/0.1945/0.85 0.0309/0.1991/1.04 0.0297/1 

4 1.403 0.0037/0.2536/0.58 0.0073/0.2043/1.14 0.0084/0.1682/1.31 0.0037/0.1910/0.58 0.0092/0.1829/1.44 0.0064/1 

5 1.490 0.0006/0.1906/0.40 0.0020/0.1736/1.33 0.0023/0.2953/1.53 0.0007/0.1634/0.47 0.0024/0.1771/1.60 0.0015/1 

计算中，仍将 c 与 tanφ 间的相关系数取为-0.5，采用

Ilich 方法[38]生成了 10000 组随即样本进行分析。表 4
中还给出了 Copula 积分方法相对于 FORM及 MCS 方

法所得失效概率的误差大小。本例中，应用 Copula
直接积分法与 FORM、MCS 法得到的失效概率比较接

近，5 种 Copula 得到的边坡失效概率相对于 FORM 和

MCS 法的最大误差值分别仅为 5.87%（Plackett 

Copula）和 4.03%（Gaussian Copula），也说明了在 g-line
失效域对 Copula 构建的 c–f 联合概率密度积分进行

边坡可靠度分析的合理性。对于加权 Copula 来讲，其

相对于 FORM 和 MCS 法的最大误差分别为 2.93%和

0.10%，显然相对加权之前的最大误差值有所减小。

此外，由图 7 知，相对其他五种 Copula，加权 Copula
构建的联合密度等值能覆盖更多的样本数据点。因而，
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在不能准确识别最优 Copula 时，加权 Copula 考虑了

每种 Copula 的贡献，其计算结果更具有综合性。 

5  讨    论 
文中第 4 节得出了算例边坡某一状态下的失效概

率，此时边坡由极限平衡法得出的安全系数 Fs=1.143。
为了进一步考察不同安全系数下由各 Copula 得出的

边坡失效概率变化特点，再次借助算例边坡，表 5 给

出了在相同变异系数（c 和 tan 变异系数分别为 0.3
和 0.15）条件下 5 组具有不同 c， tan 均值的边坡安

全系数，同时表 5 中还给出了不同 Copula 的边坡失效

概率及其与加权组合的 Copula 计算结果的比值（用

“R”表示）。便于更直观的比较，图 8 给了不同安全

系数下各 Copula 对应的边坡失效概率的对比图。 

 

图 8 不同 Copula 下算例边坡的失效概率与安全系数 

Fig. 8 Relationship between failure probability and safety factor of  

instanced slope calculated from different Copulas 

很显然，边坡的失效概率随着安全系数的增加而

减小，但不同安全系数下 Copula 所得失效概率具有明

显的差异性。安全系数较小时，各 Copula 计算结果比

较接近，其差异性不显著，随着安全系数的增大，各

Copula 计算结果的差异性迅速增加，如 Fs=1.490 时，

利用 Plackett Copula 得出的失效概率为 Gaussian 
Copula 的 4 倍。比值 R 随着安全系数增大逐渐偏离于

“1”进一步说明了这种差异性的增加。 
此 外 ， 在 安 全 系 数 较 高 时 ， Gaussian 和

GumbelCopula 得出的失效概率相对偏小，而 Clayton
和 Plackett Copula 得出的失效概率相对偏大。因次，

直接应用 Clayton 或 Plackett Copula 会取得相对保守

的结果，而直接应用 Gaussian 或 Gumbel Copula 将会

高估了边坡的可靠度。 
Copula 自身结构不同造成了相应失效概率具有

一定的差异性，尤其在低失效概率（高安全系数）时，

失效概率计算结果对 Copula 类型比较敏感。加权组合

的 Copula 得出的边坡失效概率综合了不同 Copula 的

计算结果，从而避免了上述差异性问题，也能避免因

为直接采用文中所选的某些 Copula 而引起的对边坡

可靠度偏保守或者过高估计的问题。 

6  结    论 
（1）对于某一任意给定几何形状的边坡来讲，

g-line 表征了其极限平衡状态，借助该曲线可以得到

边坡的失效域。g-line 的二次多项式拟合效果良好，

此时边坡失效域可由抗剪强度参数各自独立表征。将

Copula建立的 c– tan 联合密度函数在该失效域上积

分能方便地得出边坡的失效概率。 
（2）常用的 Sn(pc)、AIC、RMSE 和 Bias 等途径

得出的最优 Copula 不唯一，在不能准确识别最优

Copula 时，可利用评价指标得出各 Copula 的熵权系

数，依此构造的加权组合形式 Copula 计算结果更具有

综合性，同时也能减小计算误差。 
（3）不同 Copula 计算结果具有差异性，其随着

边坡安全系数的增大而显著增加。加权组合的 Copula
得出的边坡失效概率综合了各 Copula 的计算结果，从

而避免了不同 Copula 引起的失效概率差异性问题，也

能避免因直接采用某些 Copula 而引起的对边坡可靠

度偏保守或者过高估计的问题。 
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