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摘  要：以土的临界状态和边界面塑性理论为基础，引入状态参数，考虑砂土的剪胀特性，提出一个新型三维多重机

构边界面模型。模型将复杂的宏观变形行为分解为一个宏观体应变机构和一系列空间分布的虚拟一维微观剪切机构。

每个微观剪切机构包含一个微观剪应力–应变关系和一个微观应力–剪胀关系。利用三轴压缩试验中的应力条件，建

立典型宏微观参数之间的关系。模型包含 13 个参数，多数可通过具有明确物理意义的土性参数来确定。通过对砂土三

轴压缩试验和空心圆柱扭剪试验结果的数值模拟，表明模型不但能够合理反映在排水或不排水条件下砂土的硬化及软

化特性，而且能在不增加任何参数条件下预测应力主轴旋转产生的变形累积特性和应变增量主轴与应力主轴之间的非

共轴特性。 
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Abstract: Within the multi-mechanism framework, a novel constitutive model for sands is proposed based on the critical state 

and bounding surface plasticity theories. The model assumes that the macroscopic deformation behavior of sands can be 

obtained by summation of the contributions from a macroscopic volumetric mechanism and a set of virtual one-dimensional 

microscopic shear mechanisms with random orientations in space. Each microscopic shear mechanism describes a shear 

deformation and a volumetric deformation due to dilatancy, which are modeled by both the microscopic shear stress-strain 

relationship based on the macroscopic bounding surface plasticity theory and the microscopic stress-dilatancy relationship, 

respectively. Both the strength criterion and the stress-dilatancy relationship introduce a state parameter for compatibility with 

the critical state theory. The correlations between some microscopic and macroscopic model parameters are formulated for the 

triaxial compression under constant confining stress. The model contains thirteen parameters and most of them are defined by 

soil parameters with the clear physical meanings. The systematic comparisons between the model simulations and the test data 

indicate that the proposed model has an excellent capability in predicting sand responses under the drained and undrained 

monotonic loadings, and the rotation of the principal stress axes without using additional parameters. 
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0  引    言 
砂土由不同形状和大小的颗粒组成，其变形机理

十分复杂，国内外学者提出了许多不同类型的弹塑性

模型来模拟砂土的应力–应变关系。大部分弹塑性模

型假定当应力路径在屈服面内时，土体只发生弹性变

形。事实上，当应力点在屈服面内时，随着应力状态

的变化，土体仍然会产生不可恢复的塑性变形。为了

描述这种特征，Dafalias[1]提出了边界面模型的概念。

由于边界面模型能够较好地反映土体的静力和动力特

性，因此得到了广泛的应用。 
砂土具有明显的剪胀性，即相同围压下，松砂可

能发生剪缩，密砂可能发生剪胀；相同松密的砂，高
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围压下可能发生剪缩，低围压下可能发生剪胀。因此，

仅采用一种材料参数的模型很难完整地描述加载过程

中砂土密度和围压变化对其力学特性的影响。Been 
等[2]在临界状态理论的基础上，提出了反映砂土松密

程度的状态参数概念。状态参数的引入，使建立的本

构模型能够考虑加载过程中与砂土状态变化相关的力

学行为。Manzari 等[3]在剪胀应力比与状态参数相关的

基础上建立了砂土边界面模型。Wan 等[4]直接将临界

孔隙比引入到 Rowe 的剪胀方程，建立了一个基于当

前状态的砂土本构模型。Li 等[5]将状态相关剪胀比引

入到 Wang 等[6]的亚塑性边界面模型，成功模拟了不

同密度和围压条件下 Toyoura 砂的三轴压缩试验结

果。Gajo 等[7]提出了基于状态参数的砂土弹塑性模型，

可以较好地模拟砂土的变形特性。蔡正银等[8]就砂土

的剪胀理论与本构模拟的发展等方面进行了详细综

述。姚仰平等[9]通过引入不同的状态参数来调整硬化

参数、剪胀方程和屈服函数，建立了一个适用于较大

密度和应力范围的砂土修正剑桥模型。张卫华等[10]

基于相变状态定义状态参量，并考虑应力诱发的各向

异性，建立了饱和砂土的边界面模型。周恩全等[11]利

用空心圆柱扭剪仪进行了饱和细砂液化后常速率加载

试验，提出了符合液化后静加载过程的率相关性及孔

压相关性流体本构模型。王刚等[12]通过常偏应力下的

三轴剪切吸水试验，建立了基于强制吸水体变预测流

动剪应变的状态剪胀模型。 
在地震、波浪、交通等动荷载作用下，砂土的主

应力大小及方向会随之发生变化，这些变化对砂土的

剪胀性有明显的影响。Iai 等[13]、丰土根等[14]和 Fang[15]

在多重机构理论框架下，开发了能够模拟复杂荷载作

用下应力主轴偏转及地震液化大变形特性的砂土弹塑

性模型。童朝霞等[16]基于边界面理论，建立了可以考

虑应力主轴旋转的砂土本构模型。Zhang 等[17]提出了

一个简化的边界面模型，模型在循环单剪试验条件下

得到了验证。Wang 等[18]通过考虑砂土液化后剪切变

形的累积特性，建立了能够准确反映循环加载条件下

砂土变形特征的边界面模型。 
尽管国内外学者提出了各式各样的砂土弹塑性模

型，但大部分模型存在数学表述复杂、模型参数物理

意义不明确等问题，目前尚未达到实用阶段。本文在

临界状态和边界面塑性理论的基础上，引入状态参数，

考虑砂土的剪胀性，提出一个三维多重机构边界面弹

塑性模型，并对该模型在模拟砂土的硬化与软化、应

力主轴旋转产生的变形累积、应变增量主轴与应力主

轴之间的非共轴等特性的有效性进行验证。 

 

1  本构模型 
1.1  多重机构理论框架 

砂土在外荷作用下所产生的总应变可分解为体应

变和偏应变两部分。体应变又可分解为由平均有效应

力引起的体应变和由剪胀产生的体应变两部分，前者

变形机理简单，而后者较为复杂。偏应变是由剪应力

和球应力共同引起的剪切变形，变形机理非常复杂。

如图 1 所示，取一单位球作为代表性土体单元，根据

Taylor[19]的微滑移理论和本文第一作者的研究[15]，砂

土的复杂宏观变形行为可分解为一个宏观体应变机构

和一系列空间分布的虚拟一维微观剪切机构。每个虚

拟微观剪切机构包含一个微观剪应力–应变关系和一

个微观应力–剪胀关系。应当指出，虚拟微观剪切机

构并不具有真实意义的微观力学性质，而是介于宏观

与真微观之间。 
在球体单元中，每个微观剪切机构的方向可以由

一个单位法向矢量表示。定义n方向的微观剪应变和

剪应力分别为 ( ) n 和 ( ) n 。通过投影关系，微观剪应

变可表示为 ( ) ij i j ij ije n n N  n ，其中 ije 为偏应变张

量 ， ni 为 球 面 上 任 意 点 法 向 矢 量 的 分 量 ，

/ 3ij i j ijN n n   n， ij 为应变张量。根据虚功原理，

宏观应力张量在球体单元上做的功等于宏观体应力和

微观剪应力所做的功之和，经过推导，得到宏观有效

应力的表达式如下： 
     

1
d d 2 d

M
m m m

ij ij ij
m

p w N  


    。   (1) 

式中  ij 为有效应力张量；p为平均有效应力； ij 为

Kronecker 符号；上标(m )代表球面上一系列积分点序

号，采用 Bazant 等[20]提出的积分方法，半球面上共分

布 21 个积分点，M =21；  mw 代表球面积分点的加权

系数。 

图 1 微观剪切机构模型 

Fig. 1 Microscopic shear mechanism model 

1.2  宏观边界面和微观边界线 

根据 Wang 等[6]和 Li[21]的边界面塑性理论，在偏

应力比空间定义以下形状相似的 4 个宏观边界面（见

图 2），由外到内依次为峰值强度面 1f 、最大应力比面
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2f 、临界面 3f 和剪胀面 4f ，其方程如下： 

1 p= ( ) 0f R M g     ，          (2) 

2 c= ( ) 0f R M g     ，          (3)
 

3 m= ( ) 0f R M g     ，         (4)
 

4 d= ( ) 0f R M g     。          (5)
 式中  R 为应力比， 3 / 2ij ijR r r ， ijr 为偏应力比张

量， /ij ijr s p ， ijs 为偏应力张量， ij ij ijs p   ； pM ，

cM ， mM 和 dM 分别为三轴压缩条件下的峰值强度

比、最大应力比、临界应力比和剪胀应力比，

d c dexp( )M M n ； p c pexp( )M M n  ； dn 和 pn 为

模型参数， 为状态参数， ce e   ， e和 ce 分别为

当前孔隙比和临界孔隙比， c
c c a( / )ne e p p  ， e ，

c 和 cn 为材料常数， ap 为标准大气压； ( )g  表示偏

应力比空间中的屈服轨迹函数， 为应力洛德角。本

文采用 Matsuoka 等[22]提出的 SMP 准则， ( )g  可表示

为 

1 2 3 1 2 3
1( ) (3 ( ) ( 9 ) 1)
6

g R I I I I I I      ， (6) 

式中， 1I ， 2I 和 3I 分别为第一、第二和第三应力不变量。 

图 2 偏应力比空间的边界面 

Fig. 2 Bounding surfaces in deviatoric stress ratio space 

参照宏观边界面，在微观应力–平均有效应力平

面内，定义以下形状相似的 4 条微观边界线（见图 3），
由外到内依次为微观峰值强度线 ( )

1
mf 、最大微观应力

比线 ( )
2
mf 、微观临界线 ( )

3
mf 和微观剪胀线 ( )

4
mf ，  

( ) ( ) ( )
1 p= / 0m m mf p r     ，     (7) 
( ) ( ) ( )

2 c= / 0m m mf p r     ，     (8) 
( ) ( ) ( )

3 m= / 0m m mf p r     ，     (9) 
( ) ( ) ( )

4 d= / 0m m mf p r    ，     (10) 

式中， ( )
p
mr ， ( )

c
mr ， ( )

m
mr 和 ( )

d
mr 分别为微观峰值强度比、

最大微观应力比、微观临界应力比和微观剪胀应力比。 
1.3  微观剪胀方程 

基于 Pradhan 等[23]的循环单剪试验结果，定义微

观应力–剪胀关系为 
( ) ( ) ( ) ( )
vd 1 d pd ( )dm m m md r r      。   (11)

 
式中   

vd
m 为剪胀引起的微观体应变； 1d 为微观剪胀

参数；  mr 为微观应力比，    m mr p ； ( )
p
m 为微观

塑性剪应变。当 ( )
pd 0m  时， ( )

d
mr 前取正号；当

 
pd 0m  时， ( )

d
mr 前取负号。 

 

图 3 微观边界线 

Fig. 3 Microscopic bounding lines 

假定各虚拟微观剪切机构相互独立，根据余功原

理可得，宏观剪胀应变增量 vdd 等于微观剪胀应变增

量之和，即 

   
vd vd

1
d 2 d

M
m m

m
w 



   。     (12) 

1.4  宏观体应变–应力关系 

（1）弹性部分 
弹性体应变增量由平均有效应力变化引起，其计

算式为 
e
v ed d /p K    ，           (13) 

式中， e
v 为弹性体应变， eK 为弹性体积模量。根据

Richart 等的研究，一般取 
0.5

e a
a

1+= e pK p
p

 
 
 

   ，       (14) 

式中， 为材料参数。 ， eK ，弹性剪切模量 eG 和

泊松比 的相互关系为 
e

e
2 (1 )
3(1 2 )
G

K







  ，           (15) 

0.52

e 0 a
a

(2.97 )
1

e pG G p
e p

 
    

  ， (16) 

2

0

3(1 2 ) 1
2 (1 ) 2.97

e
G e





      

  ，    (17) 

式中， 0G 为材料参数。 
（2）塑性部分 
塑性体应变增量的计算式如下 

p
v m pd h( ) d /p p p K     。   (18)

 式中  p
v 为塑性体应变； mp 为历史上最大平均有效

应力； h( )x 为 Heavyside 阶梯函数； 为 Macauley
符号； pK 为塑性体积模量，基于 Li[19]建议的表达式，

本文采用以下形式： 
0.5

c
p a

a c

( )1
( )

M ge pK p
p M g R


  

   
        

  ，(19) 

式中，为材料参数。 
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1.5  微观剪应变–应力关系 

（1）弹性部分 
根据虎克定律，微观弹性剪应变增量的计算式可

表示为 
     
e ed d /m m mG    ，        (20)

 式中，  
e
m 为微观弹性剪应变， ( )

e
mG 为微观弹性剪切

模量。 
（2）塑性部分 
基于 Wang 等[6]对于塑性剪切变形的研究，砂土

的微观塑性剪应变增量的计算式可表示为 
 

 
 

     
p m

p p

d1 1d d h d
d

m m m
m m

p
p r p p r p

pG H
    ，(21) 

式中，  
p
mG ，  

p
mH 分别为与微观应力比和平均有效应

力的变化相关联的微观塑性剪切模量。 
根据 Li[21]对宏观塑性剪切模量的研究，微观塑性

剪切模量  
p
mG 定义为 

 

 

 

 
p( ) ( ) 1

p 1 1 e
m 1

) 1
m m

m m
m m

r
G h h e G

r



 
   
 
 

（   。   (22) 

式中  1h 和 2h 为材料参数；  
1
m 和  

1
m 为状态变量；

     
1 m r
m m mr r   ，当 ( )d 0mr  时， ( )

r
mr 前取正号，当

( )d 0mr  时， ( )
r
mr 前取负号；      

1 r
m m mr r   ，  

r
mr 为

最近微观应力比转折点。 
微观塑性剪切模量 ( )

p
mH 定义为

 
   

( )
c 2

3 e ( )
2

m
m m
p m

r
H h G

r



   。      (23) 

式中  3h 为材料参数； 2 和 2 为状态变量， 2  mp   

rp 和 2 rp p   ， rp 为最近平均有效应力转折点。 
根据三轴压缩试验中的应力条件，可确定微观材

料参数 ( )
p
mr ， ( )

c
mr ， ( )

d
mr ， ( )

e
mG 与宏观材料参数 pM ， cM ，

dM ， eG 之间的关系，具体如下： 
( ) c

c
( ) ( )

11
1

( )2
3 2

m
M

m m

m

M g
r

w N








  ，    (24) 

p( )
p

( ) ( )
11

1

( )2
3 2

m
M

m m

m

M g
r

w N








  ，     (25) 

( ) d
d

( ) ( )
11

1

( )2
3 2

m
M

m m

m

M g
r

w N








  ，     (26) 

( ) e
e 2( ) ( )

11
1

4
3 2

m
M

m m

m

G
G

w N





  。     (27) 

1.6  宏观应力–应变关系 

经过推导，宏观应力–应变增量关系可表示为 
d = dij ijkl klD    ，           (28) 

式中， ijklD 为应力–应变刚度矩阵， 

       ( )
b

1
2 ( )

M
m m m mm

ijkl ij kl ij ij kl
m

D K Q w G N Q Q N


   。(29) 

其中， 
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b /(1 )K K b    ，             (36) 
( ) ( ) ( ) ( )

b e(1 / )m m m mQ K a G G    。  (37) 

式（29）表明宏观应力–应变刚度矩阵不仅与宏

观应力和宏观参数相关，而且还与微观应力和微观参

数相关。与宏观本构模型和基于非连续数值计算方法

的真微观模型相比，多重机构模型有以下优点：①从

砂土的微观结构出发，将砂土内部存在于颗粒间的各

方向接触面作为研究对象，通过定义在这些接触面上

的虚拟微观剪切机构，描述砂土受力过程中发生在这

些接触面上的剪切变形现象，进而获得宏观的应力张

量和应变张量，相对于宏观本构模型而言概念上更为

明确；②应力应变关系定义在各虚拟微观剪切机构的

微观应力和微观应变之间以及平均有效应力和体应变

之间，相对于宏观本构模型中在宏观应力和应变张量

之间建立关系，表达上要简单很多；③在变形过程中，

各虚拟微观剪切机构的应力应变相对独立地发展，与

宏观本构模型相比，可以更准确地模拟砂土在复杂受

力状态下的力学行为；④虚拟微观剪切机构具有模拟

颗粒集合体剪切变形的能力而不需要考虑和计算颗粒

或土体单元的力与位移，与真微观模型相比，简化了

模型的数学结构，节省了计算时间，因此多重机构模

型不仅可以较好地考虑土的微观结构及其变化，还可

以比较容易地应用于工程实践。 
 

2  模型参数的确定 

本模型共计 13 个材料参数：模量参数 0G ， ，，

1h ， 2h ， 3h ；临界状态参数 cM ，e ， c ， cn ；剪胀

参数 1d ， dn ；峰值强度参数 pn 。在上述模型参数中，

0G ， ，为常用的土力学参数，由常规试验可以得

到；剪胀参数 dn 和峰值强度参数 pn 可通过三轴试验确
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定；临界状态下的参数 cM ， e ， c ， cn 可以通过拟

合试验数据得到的临界应力比和 e p 空间中的临界

状态曲线获得；剪胀参数 1d 和塑性模量参数 1h ， 2h ，

3h 可通过试验模拟计算确定。 

3  模型验证 
利用建立的模型，对在不同初始密度和围压条件

下的标准 Toyoura 砂的排水和不排水三轴压缩试验结

果[24]进行模拟对比分析。参考 Li 等[5]的研究结果，计

算中的模型参数：G0=125，  =0.05， e =0.934，

c =0.019， cn =0.7， cM =1.25，d1=0.7， dn =3.5， dn =1.1，

1h =1.28， 2h =1.25， 3h =0.35， = 2 。图 5～9 为模型

模拟结果与试验结果的比较，可以看出两者吻合较好。 
图 4 是初始孔隙比为 0.735 的 Toyoura 砂在不同

初始围压 0.1，1.0，2.0，3.0 MPa 条件下的不排水三

轴压缩试验结果。从图中可以看出，试样的初始状态

较密，应力–应变曲线基本上呈硬化型，未出现明显

的软化现象，试样均呈现先剪缩后剪胀的特性。尽管

试样的初始围压不同，在相同的初始孔隙比条件下，

最后均趋向相同的临界状态。 

图 4 不排水三轴压缩试验（e=0.735） 

Fig. 4 Undrained triaxial compression tests with e=0.735 

图 5，6 分别是初始孔隙比为 0.833 的 Toyoura 砂

在不同初始围压 0.1，1.0，2.0，3.0 MPa 和初始孔隙

比为 0.907 的 Toyoura 砂在不同初始围压 0.1，1.0，2.0 
MPa 条件下的不排水三轴压缩试验结果。从图中可以

看出，初始围压较大时，应力–应变曲线出现明显的

软化现象，试样一直呈现剪缩特性。当初始围压较小

时，试样呈现先剪缩后剪胀的特性。 

 

图 5 不排水三轴压缩试验（e=0.833） 
Fig. 5 Undrained triaxial compression tests with e=0.833 

 

图 6 不排水三轴压缩试验（e=0.907） 
Fig. 6 Undrained triaxial compression tests with e=0.907 

图 7，8 分别是初始孔隙比为 0.831，0.917，0.996
的 Toyoura 砂在不同初始围压 0.1 MPa 和 0.5 MPa 条

件下的排水三轴压缩试验结果。从图中可以看出，初

始孔隙比较大时，应力–应变曲线呈硬化型，试样一

直呈现剪缩特性。当初始孔隙比较小时，应力–应变

曲线呈软化型，试样呈现先剪缩后剪胀的特性。在相

同的初始围压下，初始孔隙比不同的砂样最后均趋向

相同的临界状态。 
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图 7 排水三轴压缩试验（pc=0.1 MPa） 
Fig. 7 Drained triaxial compression tests with pc=0.1 MPa 

 

图 8 排水三轴压缩试验（pc=0.5 MPa） 
Fig. 8 Drained triaxial compression tests with pc=0.5 MPa 

此外，利用建立的模型，对 Miura 等[25]所作的纯

应力主轴旋转排水空心圆柱扭剪试验结果进行了模拟

对比分析。试验采用初始孔隙比为 0.688 的标准

Toyoura 砂。试验中主应力幅值保持不变，仅应力主

轴在 0°至 180°旋转，应力比为 0.5，中主应力系数b
（ 2 3 1 3( ) /( )b       ）为 0.5，围压为 98 kPa。在

模拟计算中，除剪胀参数 pn =2.2 外，其他参数取值均

与表 1 一致。图 9 为各应变分量的模型模拟结果与试

验结果的比较，可以看出两者基本吻合，说明模型能

对应力主轴旋转产生的变形累积给出较为合理的预

测。图 10 为应变增量方向的模型模拟结果与试验结果

的比较，图中ds为应力增量。从图中可以看出，虽然

模型模拟得到的应变增量方向与试验结果相比有一定

的差异，但仍能表现出应变增量主轴与应力增量主轴

之间存在明显的非共轴现象。 

图 9 应力主轴旋转排水扭剪试验 

Fig. 9 Drained torsional tests during rotation of principal stress  

.direction 

图 10 应力主轴旋转排水扭剪试验 

Fig. 10 Drained torsional tests during rotation of principal stress  

direction 

4  结    语 
基于土的临界状态和边界面塑性理论，在多重机

构理论框架内，提出了一个新的边界面弹塑性本构模

型。新模型把复杂的宏观变形行为分解为一个宏观体

应变机构和一系列空间分布的虚拟一维微观剪切机

构，从而避免了宏观模型中使用的复杂映射规则。通

过对标准 Toyoura 砂在不同初始密度和围压条件下的

排水和不排水三轴压缩试验结果、纯应力主轴旋转排

水空心圆柱扭剪试验结果与计算模拟结果的比较，对

新模型的有效性进行了验证。结果表明，新模型不仅

可以较好地模拟在排水或不排水条件下砂土的硬化及

软化特性，还能够在不增加任何参数条件下模拟应力

主轴旋转产生的变形累积特性和应变增量主轴与应力

主轴之间的非共轴特性。 
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