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圆弧状多层沉积凹陷在平面 SV 波入射下的动力响应 
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摘  要：利用波函数的 Fourier-Bessel 级数展开法，推导了含任意多个圆弧状沉积层的凹陷地形在平面 SV 波入射下动

力响应的解析解。通过与单一沉积凹陷条件下所得结果的比较，验证了该解析解计算结果的正确性。利用该解析解，

研究了凹陷地形上覆沉积介质的成层性，包括沉积层的层数、排列顺序、以及软弱夹层的厚度和刚度等，对地面运动

的影响效应。 
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Dynamic responses of canyon with multiple arc-shaped layers under        
incidence of plane SV waves 
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Beijing 100029, China) 

Abstract: By using the Fourier-Bessel series expansion of wave function, obtained is the analytical solution to the dynamic 

responses of canyon with multiple arc-shaped alluvial layers under the incidence of plane SV waves. Comparison of the results 

of single-layered canyon validates the rightness of the proposed analytical solution. From this analytical solution, the layering 

effects, such as the number of layers, their sequence and the stiffness and thickness of soft interlayers, of the overlying alluvia 

on the ground motion are studied. 
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0  引    言 
局部规则散射体对地震波散射问题的解析解研究

是地震学和地震工程学的一个重要研究课题。规则问

题的解析解能够为研究局部场地条件对地震动的影响

效应提供量化的估计，更为重要的是，解析解可以作

为检验数值解[1-3]计算精度的标准[4]。针对凹陷地形，

Trifunac[5]最先利用波函数的 Fourier-Bessel 级数展开

法推导了半圆形凹陷对 SH 波散射问题的解析解，之

后Wong等[6]利用波函数的Mathieu级数展开法研究了

半 椭 圆 形 凹 陷 对 SH 波 的 散 射 。 同 样 利 用

Fourier-Bessel 级数展开法，分别基于内域型和外域型

Graf 加法公式，Cao 等[7]和 Yuan 等[8]得到了具有不同

深宽比的浅圆形单一凹陷在 SH 波入射下动力响应的

解析解。其中，Cao 等[7]采用的近似方法，即利用一

个半径非常大的圆弧近似模拟水平地表，被用于求解

各种规则凹陷地形[9-13]的散射问题。梁建文等[10-11]指

出，实际的凹陷地形通常含有多个上覆沉积层，而且

介质的成层性对地面运动具有重要的影响。但是，由

于问题的复杂性，现有层状凹陷对 SV 波散射问题的

解析解仅考虑了单一覆盖层的情况[10]。作为对该工作

的拓展，本文推导了含任意多个圆弧状沉积层的凹陷

在 SV 波入射下动力响应的解析解，通过将该解退化

为单一沉积情况，利用已有解[10]验证了其计算结果的

正确性。基于该解析解，研究了凹陷地形中覆盖土层

的层状特性对地面运动的影响。 

1  模    型 
含任意多个圆弧状沉积层的凹陷模型如图 1 所

示。弹性半空间上覆土层共有 L-1 层，相邻土层的边

界为浅圆弧形，所有圆弧的圆心在 O1点，圆弧边界的

半宽、深度和半径分别为 al，hl，和 bl（l = 1, 2, …, L）。
圆心 O1 与地面之间的距离为 h0。所有介质均假定为
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各向同性、线弹性，其 S 波波速、P 波波速、密度、 
泊松比和剪切模量分别记为 )(

s
lc ， )(

p
lc ， )(l ， )(l 和 )(l

（l = 1, 2, …, L）。第 L 层介质即为半空间介质。 

 
图 1 圆弧状多层凹陷模型 

Fig. 1 Model of canyon with multiple arc-shaped layers 

入射 SV 波为平面简谐波，其圆频率为 ω，入射

角为 s ，其势函数可表示为 
i ( )

s s s( , ) exp[i ( sin cos )]LΨ x y k x y   。  (1) 

其中，i 1  ， )(
s

Lk 是半空间中 S 波的圆波数。模型

中第 l 层介质 P 波和 S 波圆波数分别为 
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在稳态情况下，P 波和 S 波的势函数满足如下方程 
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其中，Φ 和Ψ 分别表示 P 波和 S 波的势函数。问题的

边界条件包括零应力边界条件和连续条件。零应力条

件包括半空间水平地表的零应力条件 
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和凹陷圆弧表面的零应力条件 
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连续条件包括第 l 个圆弧边界处的位移连续条件 
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和应力连续条件 
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式中，l = 2, 3, …, L，符号 t 和 u 分别表示应力和位移。 
 

2  散射波 
本文依然采用 Cao 等[7]的近似方法，即使用一个

半径非常大的圆弧模拟水平地表，该圆弧的半径为 R、
其圆心为 O2，如图 2 所示。相应地，在图 2 所示的极

坐标系 r2-θ2下，零应力条件式（4a）转换为 
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图 2 多层凹陷的散射波 

Fig. 2 Scattering waves in multi-layered canyon 

2.1  半空间散射波 

半空间中存在自由场波和由于凹陷的存在产生的

散射波。如图 2 所示，自由场波包括入射 SV 波 iΨ 、

反射 SV 波 rΨ 和反射 P 波 rΦ 。SV 波入射下的临界角

为 
( ) ( )

cr s parcsin( / )L Lc c    。          (6) 

如果入射角 s ≤ cr ，反射 P 波为均匀平面波；若

s > cr ，则反射 P 波为沿水平方向传播的非均匀平面

波，其幅值沿竖直方向呈指数衰减。在图 2 所示极坐

标系 r1–θ1下，上述自由场 P 波的势函数 rΦ 、SV 波

的势函数 riri ΨΨΨ  分别具有如下 Fourier-Bessel
级数形式 
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式中，Jn(x)为第一类 Bessel 函数，系数 )(

,21
L
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L
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L
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,21
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nD 具有明确的解析表达式，具体可参考文献

[11]。 
如图 2 所示，半空间中散射波包括：①柱面行波，

其势函数表示为 )(
1

LΦ （P 波）和 )(
1

LΨ （SV 波）；②柱

面驻波，其势函数表示为 )(
3

LΦ （P 波）和 )(
3

LΨ （SV
波）。在坐标系 r1–θ1和 r2–θ2下，上述势函数具有如

下级数形式： 
( ) (1) ( ) ( ) ( )

1 1 1 p 1 11, 1 11, 1
( ) (1) ( ) ( ) ( )

01 1 1 s 1 11, 1 11, 1

( , ) H ( )( cos sin )
( , ) H ( )( sin cos )

L L L L
n n n

L L L L
n n n n

Φ r k r A n B n
Ψ r k r C n D n

  
  





               
 ， 

(8) 





1076                         岩  土  工  程  学  报                                    2017 年 

表 1 本文所研究多层凹陷的几何与力学参数 

Table 1 Geometrical and mechancial parameters of multi-layered canyon 

力学参数* 
研究目的 

凹陷编

号 
几何参数 

剪切波速比 密度比 

C0-1 h1∶h2∶a1 = 3.0∶4.0∶6.0 β1∶β2 = 200∶800 ρ1∶ρ2 = 1.6∶2.0 

计算结果验证 
C0-2 

h1∶h2∶h3∶a1 = 3.0∶3.5∶4.0∶

6.0 
β1∶β2∶β3 = 200∶200∶800 ρ1∶ρ2∶ρ3 = 1.6∶1.6∶2.0 

C1-1 h1∶h2∶a1 = 3.0∶6.0∶6.0 β1∶β2 = 300∶500 ρ1∶ρ2 = 2.0:2.2 

沉积层数影响 
C1-2 

h1∶h2∶h3∶h4∶a1 = 3.0∶4.0∶

5.0∶6.0∶6.0 

β1∶β2∶β3∶β4 = 200∶300∶

400∶500 

ρ1∶ρ2∶ρ3∶ρ4 = 1.9∶

2.0∶2.1∶2.2 

C2-1 β1∶β2∶β3 = 300∶400∶500 ρ1∶ρ2∶ρ3 = 2.0∶2.1∶2.2 

C2-2 β1∶β2∶β3 = 300∶200∶500 ρ1∶ρ2∶ρ3 = 2.0:1.9:2.2 软夹层影响 

C2-3 

h1∶h2∶h3∶a1 = 3.0∶4.5∶6.0∶

6.0 
β1∶β2∶β3 = 300∶150∶500 ρ1∶ρ2∶ρ3 = 2.0:1.8:2.2 

C3-1 
β1∶β2∶β3∶β4 = 300∶200∶

500∶500 

ρ1∶ρ2∶ρ3∶ρ4 = 2.0∶

1.9∶2.2∶2.2 软夹层厚度 

影响 
C3-2 

h1∶h2∶h3∶h4∶a1 = 3.0∶4.5∶

6.0∶7.0∶6.0 β1∶β2∶β3∶β4 = 300∶200∶

200∶500 

ρ1∶ρ2∶ρ3∶ρ4 = 2.0∶

1.9∶1.9∶2.2 
*注：所有介质的泊松比假定为 0.25，相应的，SV 波的临界入射角 cr  = 35.3°。 
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2.2  沉积层中散射波 

在第 l 层介质中（l = 1,2, …, L–1），存在两种柱面

驻波，其势函数分别为 )(
2

lΦ 和 )(
2

lΨ 、 )(
3

lΦ 和 )(
3

lΨ ，以及
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lΨ ，如图 2 所示。在坐

标系 r1–θ1和r2–θ2下，上述势函数具有如下级数形式： 
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式（8）～（12）中的待定系数可以通过引入边界

条件式（4c）、（4b）、（5a）、（5b）求解得出，进而确定

模型中不同空间点的地震动，具体可参考文献[13]的求

解过程。 

3  结果分析 
利用如下无量纲参数描述入射波的频率： 

)(
s

)(
s π

2
L
L

L
L

c
aa 


    ，          (13) 

式中， 为凹陷（含上覆土层）的总宽度 La2 与入射

SV 波波长 )(
s

L 之间的比值。 的值越大，入射波波长

越小，其频率越高。 
表 1 列出了本文所研究的不同凹陷模型，并给出

了相应的几何和力学参数。凹陷 C0-1 为梁建文等[10]

所研究的单一沉积凹陷，用于对本文解进行验证。将

其沉积层分为性质相同的土层，得到双层沉积凹陷

C0-2。利用本文的推导得到 C0-2 的响应，利用梁建文

等[10]的推导得到 C0-1 的响应，将两者对比以验证本

文结果的正确性。频率 η = 1.0，入射角 s  = 0°情况

下，二者计算所得地表稳态地震动位移幅值的空间变

化曲线如图 3 所示。其中，圆点表示 C0-1 的计算结果。 

 

图 3 单一沉积下计算结果的验证 

Fig. 3 Validation of results for single-layered canyon 
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可以看出，本文解可以退化为单一沉积层[10]情况下的

解，从而验证了其正确性。 
首先分析凹陷上覆土层的层数对地面运动的影

响。考虑表 1 所示凹陷 C1-1 和 C1-2。这两个凹陷的

几何特征相同，而且它们上覆土层厚度相同。二者的

区别是，C1-1 为单一覆盖土层，而 C1-2 的覆盖土层

分为 3 层。C1-1 上覆土层的力学参数为 C1-2 所有上

覆土层参数的均值。图 4，5 分别给出了垂直入射（ s  

= 0°）和斜入射（ s  = 45°），频率 η = 0.25，1.0，
4.0 条件下，两类凹陷稳态地面运动幅值曲线的比较。

在低频波（η = 0.25）入射下，凹陷 C1-1 和 C1-2 地面

运动几乎相同。随着入射波频率（η = 1.0，4.0）的增

加，二者之间的差异越来越大。而且，在凹陷地表中

心地带（-0.5≤x/a4≤0.5），三层沉积凹陷 C1-2 地面

运动的幅值高于单一沉积凹陷 C1-1。该现象的物理机

制在于，在低频波入射下，入射波和散射波的波长较

长，其对沉积介质的成层性不敏感，因此，沉积层数

的增加对地面运动影响较小。而在高频波入射下，介

质中地震波波长较短，对沉积介质的成层性相对敏感，

从而造成了层状介质中散射波之间的相互干涉和能量

聚焦效应显著增强。相应地，多层凹陷中心地带地面

运动的幅值就高于单一凹陷。这说明了将凹陷上覆多

层沉积简化为单一沉积无法反映沉积介质的成层性对

高频波的散射效应。 
为揭示凹陷上覆土层中软弱夹层对地面运动的影

响效应，考虑表 1 所示凹陷 C2-1、C2-2 和 C2-3。这 3
个凹陷的几何特征相同，均包含两个上覆土层。C2-1
上覆土层为正常沉积；C2-2 和 C2-3 为非正常沉积，

它们含有一个软弱夹层，而且 C2-3 软夹层的刚度低于 
C2-2 的软夹层。在 SV 波垂直入射（ s = 0°）和斜入

射（ s = 45°）、频率 η = 0.25，1.0，4.0 条件下，这

三类凹陷地面运动幅值的空间变化曲线如图 6，7 所 

 

图 4 沉积层数对地面运动的影响（垂直入射， s = 0°） 

Fig. 4 Influence of the number of alluvial layers on ground motion (vertical incidence, s = 0°) 

 

图 5 沉积层数对地面运动的影响（斜入射， s = 45°） 

Fig. 5 Influence of number of alluvial layers on ground motion (inclined incidence, s = 45°) 
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图 6 软弱夹层对地面运动的影响（垂直入射， s = 0°） 

Fig. 6 Influence of soft alluvial inter-layer on ground motion (vertical incidence, s = 0°) 

 

图 7 软弱夹层对地面运动的影响（斜入射， s = 45°） 

Fig. 7 Influence of soft alluvial inter-layer on ground motion (inclined incidence, s = 45°) 

示。凹陷 C2-1 与 C2-2 地面运动之间的差异揭示了随

着入射波频率的增加，软夹层的存在对地面运动的影

响越来越显著。在凹陷地表中心地带（–1.0≤x/a3＝

1.0），C2-2 的位移幅值明显高于 C2-1。这一现象说明

了，软夹层的存在并没有对高频地震动起到“隔震”

的作用，相反，软夹层对凹陷中心部位的地震动起到

了放大作用，而且这种放大效应对于竖向地震动更为

显著。凹陷 C2-2 和 C2-3 结果的比较说明了软弱夹层

刚度较小的变化也会对地面运动的强度及其分布产生

显著的影响。在 η = 4.0， s = 0°的情况下，在软夹层

出露地表的部位，C2-3 竖向地震动的位移幅值高达

7.0，远远高于正常沉积的凹陷 C2-1（图 6（f）、7（f））；
但是，在凹陷中心部位，软夹层则明显降低了高频反

应值（图 6（e）、7（e）），起到了“隔震”作用。 
下面讨论一下软弱夹层的厚度对地面运动的影

响。考虑表 1 所示两类凹陷 C3-1 和 C3-2。从二者几

何参数之间的比较可以看出，这两个凹陷均含有 3 个

上覆土层。C3-1 第三层介质与半空间介质相同，而

C3-2 第二层介质与第三层介质相同。因此，C3-1 和

C3-2 实际上仅包括 2 个上覆土层，而且 C3-1 软夹层

的厚度（h3–h2=1.5a1/6）小于 C3-2（h4–h2=2.5a1/6）。
这种处理保证了由(13)式计算得到的无量纲频率对两

类凹陷保持一致。在 SV 波垂直入射（ s = 0°）和斜

入射（ s = 45°）、频率 η = 0.25，1.0，4.0 条件下，

这两类凹陷地面运动幅值的空间变化曲线分别如图

8，9 所示。对于低频波（η = 0.25），入射波的波长是

凹陷宽度的 4 倍，软夹层的厚度对地面运动几乎没有

影响。随着入射波频率的增加，软夹层厚度的影响效

应变得显著。对于 η = 1.0 的情况，入射波的波长与凹

陷宽度相等，在凹陷中心地带（–1.0≤x/a4≤1.0），C3-2
地面运动的幅值高于 C3-1。相反地，对于 η = 4.0 的

情况，在相同的区域，C3-1 地面运动的幅值高于 C3-2。
因此，在较高频率地震波的入射下，软夹层的厚度对

地面运动强度的分布具有显著影响，而且该影响效应
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与入射波的频率相关。从图 6～9 所示算例可以看出，

软夹层对地震波的隔震作用与入射波频率、软夹层的

刚度和厚度、以及所考虑的地表位置有关。本文上述

结果表明，入射波波长与软夹层厚度越接近，软夹层

对地震波的放大效应越显著。 
最后讨论一下多层沉积凹陷自身的动力特性。作

为一个力学系统，圆弧状沉积凹陷具有自振特性，并

且这些特性依赖于其几何和力学特性。如果入射波的

频率与凹陷的特征频率相等，由于共振效应，地面运

动的幅值将会非常高。为了说明这一点，考虑如下样

5 层沉积凹陷，其几何特征（参照图 1）定义为 h1∶

h2∶h3∶h4∶h5∶h6∶a1 = 3.0∶4.0∶5.0∶6.0∶7.0∶
8.0∶6.0。其力学特性（包括介质的剪切波速比和密

度比）定义为 1 ∶ 2 ∶ 3 ∶ 4 ∶ 5 ∶ 6 = 150∶
200∶300∶400∶450∶500， 1 ∶ 2 ∶ 3 ∶ 4 ∶

5 ∶ 6  = 1.8∶1.9∶2.0∶2.1∶2.15∶2.2。 

SV 波的入射角 s = 45°。研究凹陷表面中心点，

即图 1 中 x–y 坐标系下的点（0，h1）。该点的位移幅

值与入射波频率之间的关系曲线如图 10 所示。其中，

无量纲频率 η 的取值由 0.01 增加至 20.0，增量为 0.01。
从图 10 所示的谱曲线可以看出，某一固定地表点地面

运动的位移幅值随着入射波频率的变化而剧烈变化，

而且在某些特定频率下，地面运动的幅值显著高于其

他入射频率。比如，图 10（a）标出了最高的谱值出

现在频率 ηc = 1.68 处。这些频率即以上所讨论的凹陷

地形的特征频率（或固有频率），其取值与分布依赖于

凹陷自身的几何与力学特性。入射波频率 ηc = 1.68 情

况下，地面运动幅值的空间变化曲线如图 11 所示（入

射角 s = 0°，45°）。可以看出，在入射 SV 波的频

率与凹陷特征频率相等的条件下，凹陷地表中心部位

的位移幅值达到一个非常高的水平，斜入射下某些点

竖向位移幅值超过了 70。此外，在位移幅值曲线的极

 

图 8 软夹层厚度对地面运动的影响（垂直入射， s =0°） 

Fig. 8 Influence of thickness of soft alluvial inter-layer on ground motion (vertical incidence, s =0°) 

 

图 9 软夹层厚度对地面运动的影响（斜入射， s = 45°） 

Fig. 9 Influence of thickness of soft alluvial inter-layer on ground motion (inclined incidence, s = 45°) 
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图 10 5 层沉积凹陷地表中心点的谱曲线 

Fig. 10 Spectral curves of the center on the surface of canyon containing five layers 

 

图 11 5 层沉积凹陷地表位移的幅值与相位变化曲线（入射频率 ηc = 1.68） 

Fig. 11 Spatial curves of amplitude and phase of surface displacement of canyon containing five layers 

大值点附近，相位曲线变化相对平缓；而在幅值曲线

极小值点附近，相位曲线的变化则相对剧烈，如图 11
所示。 

4  结    语 
利用波函数的 Fourier-Bessel 级数展开法，本文首

先推导了含有任意多个圆弧状沉积层的凹陷地形在

SV 波入射下稳态动力响应的解析解，通过与已有单

层沉积凹陷解析解的比较验证了其计算结果的正确

性。其次，利用该解析解研究了凹陷地形上覆沉积介

质的成层性对地面运动的影响效应，其结果表明，层

状凹陷地形上覆沉积层的层数、沉积层的排列次序、

软弱夹层的刚度和厚度等因素对地面运动的强度和分

布具有显著影响，尤其在入射波频率较高的情况下。

此外，对凹陷地形特征频率的研究表明，当入射波的

频率与凹陷地形特征频率相等时，地面运动的幅值将

会达到一个非常高的水平。 
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