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饱和半空间表面无限长梁的沉降变形 
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摘  要：采用解析方法研究了饱和半空间表面无限长欧拉梁的沉降变形特性。假定梁与地基的竖向接触应力沿梁截面

均匀分布、梁的挠度与梁截面下地基表面的位移均值相等，分别考虑地基表面完全透水及完全不透水情况，基于 Fourier
及 Laplace 联合变换获得了问题的解析解，并通过已有研究结果及 ABAQUSTM有限元分析模型对比验证了解的正确性。

分析结果表明，梁的弯曲刚度、地基的排水及不排水泊松比以及地基表面的透水条件对梁的沉降变形有明显影响。 
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Bending consolidation of an infinite beam of finite width resting on a          
saturated poroelastic halfspace 
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Abstract: The time-dependent flexural behavior of an infinite beam of finite width resting on the surface of a saturated 

poroelastic halfspace is examined. The vertical contact stress is assumed to be uniformly distributed across the beam section. 

The displacement continuity is achieved by equaling the beam deflection to the average displacement of the halfspace surface 

under the beam width. The drainage condition at the surface of the poroelastic halfspace is considered as either completely drained 

or completely undrained. The problem is analytically solved using the Fourier and Laplace transformations. The developed 

solutions are verified via comparisons with the existing analytical solutions and computational results by finite element code 

ABAQUSTM. The numerical results indicate that the beam bending rigidity, the drained and undrained Poisson’s ratios and the 

drainage boundary conditions at the halfspace surface have important influences on the flexural responses of the beam. 
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0  引    言 
梁与地基相互作用研究在诸如基础工程、隧道工

程和铁路工程等方面有着重要意义。以往研究中往往

将地基假定为弹性介质，该方面的研究可根据梁与地

基接触边界条件分为 3 类：①第一类是应用最广泛的 
“弱耦合”[1-5]接触条件，即假定梁与地基接触面光滑、

竖向接触应力沿梁横截面均匀分布且梁位移与梁中心

线位置处的地基位移连续；②第二类接触条件为“平均

耦合”[6]，即假定竖向接触应力沿梁横截面均匀分布且

梁位移与梁横截面下地基位移的平均值相等；③第三类

为“约束耦合”[7-8]，即假定梁横截面下地基竖向位移

与梁挠度相等，而竖向接触应力的分布形式未知。 
“约束耦合”严格满足了梁横向挠曲刚度无限大

时（即梁的挠曲变形仅发生在纵向）的接触力学行为，

但该接触边界条件下的耦合积分方程求解过程十分繁

琐。通过将竖向接触应力假定为 3 个矩形分布的叠加，

Biot[9]首次得到了“约束耦合”问题的近似解。

Rvachev[10]及 Lekkerkerker [11]采用改进的接触面应力

分布形式，重新求解了“约束耦合”问题。Selvadurai [12]

研究了弹性全空间中埋置条形基础的挠曲变形，对“约

束耦合”问题的上述 3 种近似解进行了对比分析，详

细求解过程可参见文献[13，14]。梁横向挠曲刚度要

远大于纵向挠曲刚度，因而“约束耦合”接触条件最

为适用，但“约束耦合”问题分析过程十分复杂。

Steenbergen等[15]对比了上述 3种接触边界条件下的弹
─────── 
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性半空间等效刚度，发现相比于“弱耦合”，“平均耦

合”与“约束耦合”更为接近。 
当地下水位较高时，土体中充满孔隙水，因此将

地基视为饱和多孔介质更符合实际情况。Biot[16]首先

提出了饱和土体的三维渗流固结方程，并进一步考虑

了惯性力的影响提出了动力固结方程[17]。基于 Biot
理论，许多学者[18-20]采用“弱耦合”条件，利用 Fourier
变换在波数—频域中求解控制方程，研究了轨道梁与

饱和地基的动力相互作用问题。相比于梁与饱和地基

的动力相互作用，饱和地基表面梁的准静态沉降变形

问题则很少有人关注。Biot 等[21]对研究了二维饱和地

基上梁的弯曲变形。Marvin[22]和 Booker 等[23]对饱和

地基上板和筏板的沉降变形做了类似分析。其它类似

研究多集中在饱和地基与表面或埋置刚性体的相互作

用方面[24-26]。目前为止，未见三维饱和地基上覆梁沉

降变形特性的研究报道。 
在已有研究基础上，本文研究了饱和半空间表面

有限宽、无限长欧拉梁的沉降变形特性。饱和土体采

用修正Biot固结方程以考虑孔隙水压缩性，并采用“平

均耦合”替代“约束耦合”作为梁–地基接触面条件以

简化推导和求解。分别考虑饱和半空间表面完全透水

及完全不透水两种情形，在 Fourier-Laplace 变换域中

求解控制方程，并通过数值逆变换获得问题的时间—

空间域解答。利用已有研究结果及 ABAQUSTM 有限

元分析结果验证了推导过程的正确性。分析结果表明，

梁的挠曲刚度、孔隙水的压缩性、半空间表面透水条

件对 Heaviside 型集中荷载作用下、饱和半空间表面梁

的挠曲变形及弯矩响应有较大影响。 

1  控制方程 
直角坐标系中宽度( y向)为 2b的无限长( x向)欧

拉梁置于饱和半空间表面，如图 1 所示。梁与半空间

接触区域记为 c ( ( , )x   ； ( , )y b b  ； 0z  )，
半空间表面其它区域记为 e 。同时定义 e1 ：

( , )x   ， ( , )y b  ， 0z  ； e2 ： ( , )x   ，

( , )y b   ， 0z  。有 e e1 e2    ， c e   
及 c e  。 

 
图 1 饱和半空间上覆无限长欧拉梁分析模型 

Fig. 1 Analysis model for an infinite beam on a saturated  

poroelastic halfspace 

梁表面中心线上竖直作用一个分布宽度为 02a ，

幅值为 lp 的 Heaviside 线荷载。梁横截面刚度假定为

无限大 ( y 向没有挠曲变形 )，梁纵向挠曲变形由

Euler-Bernoulli 梁理论控制：  
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式中， bw 为梁位移， EI为梁纵向挠曲刚度， cq 为作

用于梁中心线处、大小待定的地基反力， ( )H  为

Heaviside 函数， bM 为梁弯矩，并有 bM  2
b(d /EI w  

2d )x 。当线荷载分布宽度 0a 趋于 0 时，线荷载将退化

为点荷载。 
考虑孔隙水的压缩性，饱和土体本构方程为[25]  
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, ,( ) / 2ij i j j iu u     ，           (3) 

式中， p为孔隙水压， v 为孔隙水体应变， ij 为总

应力张量， ij 为土骨架应变， iu ( ,  ,  i x y z )为各方向

位移分量。 
平衡方程为（不计体力） 

, 0ij j    ，              (4) 

Darcy 渗流方程为 
,i iv kp    ，             (5) 

式中， iv 表示各方向孔隙水流速。 
渗流连续方程为 

v
, 0i ivt


 


  。           (6) 

上述方程共有 5 个独立变量：排水泊松比 ，不

排水泊松比 u ，剪切模量 ，Skempton 孔压系数 B
以及渗透系数 k ( D w/k k  ， Dk 为达西渗透系数， w
为水的重度)。 
    为便于分析，定义 
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并对相关变量进行无量纲化 
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式中， u， ， v 分别为位移、应力及孔隙水流速矢

量， t为时间。为简单起见，后续分析中将略去“*”。 
为求解方程，对( ,x y )坐标进行 Fourier 变换，对
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时间 t进行 Laplace 变换： 
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式中，ξ，η 分别为 x， y方向的波数， s为 Laplace 
参数。 

将式（2a）、（2b）、（3）代入式（4），并进行 Laplace
变换，可得 

u
, , ,

u

3( )1 0
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 。 (11) 

假定初始条件 v 0 0t   ，并对式（2b）及式（5）、
（6）进行 Laplace 变换，可得 

u u
,
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将 式（11）代入 2 式（12），消除土骨架体

应变 kk k,ku  ，可得 
4 2 0p s p      ，         (13) 

式中，表示 Laplace 算子。 
将式（13）关于坐标 x和 y进行 Fourier 变换，可

得孔压 p在 Fourier-Laplace 变换域中的常微分控制方

程，解得 
1 2

1 2e ez zp A A      ，       (14) 

式中， 1A， 2A 为未知参数， ( 1, 2)i i  定义为 
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式中，Re( ) 0i ≥ 以满足半空间正则条件。继而可解得

土骨架位移及孔隙水竖向流速： 
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式中， 3A ， 4A 为未知参数， 1a ， 2a ， 1 及 2 具体见

附录。 

利用式（2a）可得半空间表面应力分量： 

 1 2 2
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式中， 1g ， 2g ， 3g ， 4g 具体见附录。 
式（14）、（16a）～（16c）、（17a）～（17c）为 , ，

z及 s的函数，构成了 Fourier-Laplace 变换域中饱和

半空间准静态响应的基本解。对欧拉梁控制方程式（1）
进行 Fourier-Laplace 变换，可得 

0 0
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式中， ( , )K s 为核函数，定义为地基反力 cq 及梁挠度

bw 的比值： 

c ( , )
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( , )b

q sK s
w s









  。         (19) 

2  边界条件 
对于底面不透水、横向挠曲刚度无穷大的欧拉梁，

其与表面透水的饱和半空间“约束耦合”时所对应的

接触边界条件为 

b c( , ,0, ) ( , )  [( , ) ;  0]zu x y t w x t x y t  ≥  ； (20a) 

c( , ,0, ) ( , ,0, ) 0  [( , ) ;  0]x yu x y t u x y t x y t   ≥ ；

(20b) 
( , ,0, ) ( , ,0, ) ( , ,0, ) 0  zx zy zzx y t x y t x y t      

e[( , ) ;  0]x y t ≥  ；      (20c) 

c( , ,0, ) 0  [( , ) ;  0]zv x y t x y t  ≥  ；   (20d) 

e( , ,0, ) 0    [( , ) ;  0]p x y t x y t  ≥  。   (20e) 
饱和半空间初始条件及正则条件为 

( ,0) 0        ( )v V   x x   ，       (21a) 

( , ) 0 , ( , ) 0   ( ,  0)t p t V t    ≥u x x x  。 (21b) 

式中，V 对应整个半空间。 
如式（20）所示，“约束耦合”所定义的混合边值

条件同时包括了总应力 ( , )tx 及孔压 ( , )p tx ，因此在

梁的两条侧边处（即 1y   ； ( , )x   ， 0z  ；注

意梁宽已除以b进行无量纲化），应力及孔压场存在奇

异性，使得耦合 Fredholm 积分控制方程的求解过程十

分复杂。因而此处采用“平均耦合”假设，即 
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( , ,0, ) 0 or ( , ,0, ) 0   [( , )  0]zp x y t v x y t x y t   ， ≥ ；

(22d) 
将式（22）进行 Fourier-Laplace 变换 

1
i

b
1

1 1[ ( , ,0, )e d ]d ( , )
2 2π

y
zu s y w s   



 

    ，(23a) 

c
sin( , ,0, ) ( , )zz s q s

   


     ，   

 

(23b) 

( , ,0, ) ( , ,0, ) 0zx zys s           ，     (23c) 

( , , 0, ) 0 or ( , ,0, ) 0zp s v s         。    (23d) 

将式（17）、（14）、（16d）代入式（23b）、（23d），
可解得 1A～ 4A 。将式（16c）代入式（23a），可得到

完全排水及完全不排水条件下式（19）定义的核函数： 

c
2

2 6

0

( , ) 4π( , )
( , ) sin db

q s
K s

w s g



   







 
 
   




 ， (24a) 

c
2

1 6

1

( , ) 4π( , )
( , ) sin db

q s
K s

w s g



   







 
 
   




 ， (24b) 

式中， 6g ， 0 ， 1 具体见附录。 
    进而对式（18）进行 Fourier 及 Laplace 逆变换，

可得梁位移和弯矩的时间—空间域解答： 
b

0

( , ) 1
2 2πil

w x t
p a

    

0

0

+i i
0

4
0i

sin( )1 1 e d e d
2π ( , )

x
sta s

s a EI K s

 






  

 

  

 
 

  
  

，(25) 

b

0

( , )
2 2πil

M x t EI
p a

   

0

0

+i 2 i
0

4
0i

sin( )1 1 e d e d
2π ( , )

x
sta s

s a EI K s

 



  
  

 

  

 
 

  
  

。(26) 

若 0a 趋于 0，则 0 0sin( ) /( )a a  退化为 1 且 02 lp a 退

化为点荷载幅值 0F ，从而式（25）、（26）退化为点荷

载作用下的欧拉梁响应解答。 

3  方程求解 
式（25）、（26）包含了两重积分逆变换，无法得到

显式的解析解，因此需采用数值方法进行 Fourier 及

Laplace 逆变换。具体而言，在较大数值上截断波数
和 ，并采用 Gauss 积分进行 Fourier 逆变换；通过

IMSLTM 子程序“dinlap”进行 Laplace 逆变换[27-28]。

基于 Tauberian 理论[29]，可得梁位移及弯矩（式（25）、
（26））在 0t  及 t的初值和终值，以式（26）
为例： 

2
ib 0

4
0 0

( ,0 ) sin( )1lim e d
2 2π ( , )

x

s
l

M x aEIs
p a s a EI K s

 


  






      
    

 

2
i0

4
0

sin( )
e d

2π lim ( , )
x

s

aEI
a EI K s

 


  









 
  ，    (27a) 

2
ib 0

40
0 0

( , ) sin( )1lim e d
2 2π ( , )

x

s
l

M x aEIs
p a s a EI K s

 


  






       
    

 

2
i0

4
0

0

sin( )
e d

2π lim ( , )
x

s

aEI
a EI K s

 


  









 
  ，    (27b) 

式中， 0s 及 s条件下的核函数可通过式（24）
得到 

0
2u

2

4π( ) lim ( , )
2(1 ) sin( ) d

s
K K s 

  
 

 



 



  ，(28a) 

0
2

2

4π( ) lim ( , )
2(1 ) sin( ) d

s
K K s 

  
 

 



 



   。 (28b) 

式（25）、（26）、（27a）、（27b）、（28a）、（28b）被积

函数为波数 及 的偶函数。为验证数值逆变换的准

确性，将 0t  及 t时，式（28a）、（28b）中核

函数及式（27）中弯矩与 Biot[9]计算结果进行对比，

分别见表 1 及图 2。Biot [9]基于“平均耦合”，分析了

点荷载作用下弹性半空间表面梁的挠曲变形。此处取

模型参数 0.3  ， u 0.5  ， 16EI  以及 0 1F  ，采

用 81 点 Gauss 积分进行 Fourier 逆变换，并采用

“dinlap”默认参数设置进行 Laplace 逆变换。由表 1
和图 2 对比结果可知此处的数值逆变换参数设置能够

满足精度要求。 
表 1 本文与 Biot[9]结果对比 

Table 1 Comparison between numerical results and Biot's[9] 

0t   t  

  
Biot[9] 

式

(28a) 
误差/% Biot[9] 

式

(28b) 
误差/% 

0.1  1.92  1.94 1.30  1.37  1.39 1.31 

0.5  3.80  3.73 -1.84  2.71  2.66 -1.85 

1  5.68  5.66 -0.32  4.06  4.04 -0.32 

3 13.56 13.53 -0.22  9.69  9.66 -0.22 

8 33.28 33.37 0.27 23.77 23.84 0.27 
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图 2 本文结果与 Biot[9]结果对比 

Fig. 2 Comparison between numerical results and Biot's[9]  

4  算例分析 
将式（8）进行参数无量纲化后，式（24）中“核

函数”仅与饱和半空间的 5 个材料参数中的 3 个有关，

即排水泊松比 、不排水泊松比 u 及 Skempton 孔压

系数 B。通过进一步分析，B可从“核函数”表达式

中约去，从而“核函数”仅受排水泊松比 ，不排水

泊松比 u 及接触面透水条件的影响。所以此处重点分

析了以上 3 个因素对梁挠曲位移及弯矩随时间变化的

影响。Heaviside 型点荷载作用在欧拉梁的 0x  点，

该点 t时刻的位移及弯矩固结度可表示为 

b b

b b

(0, ) (0,0 )
( )

(0, ) (0,0 )w
w t wU t
w w








 
 ，    (29a) 

b b

b b

(0, ) (0,0 )
( )

(0, ) (0,0 )M
M t MU t
M M








 
 。   (29b) 

图 3 分析了半空间表面透水条件对梁的挠曲位移

及弯矩固结度影响，模型参数取为 0 1F  ， 0.36EI  ， 
0  以及 u 0.5  。由图 3 可知，在完全透水条件下，

梁位移及弯矩达到某一固结度所需时间小于完全不透

水情形，即在时刻 t完全透水条件下的梁位移及弯矩

固结度要大于完全不排水情形。 
考虑半空间表面完全透水及完全不不透水两种情

形，图 4 分析了排水泊松比 和不排水泊松比 u 对梁挠

曲位移和弯矩随时间变化的影响。参照Selvadurai等[30]，

 和 u 分别取（0，0.5），（0，0.2）及（0.4，0.5），其

它模型参数同图 3。由图 4 可知，梁位移及弯矩的初

值与终值（t→10-4，t→102）分别取决于饱和半空间的

排水及不排水泊松比，由式（28）可知此观察结论的

正确性。梁位移与弯矩的（ b b( ) (0)w t w 与 b ( )M t   

b (0)M ）及变化速率与( u  )成正比。 

 

图 3 排水条件对沉降变形的影响 

Fig. 3 Effect of drainage conditions on consolidation 

 

 
图 4 泊松比对沉降变形的影响 

Fig. 4 Effect of Poisson’s ratios on consolidation 
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图 5 弯曲刚度对沉降变形的影响 

Fig. 5 Effect of beam bending rigidity on consolidation 

图 5 给出了完全透水条件下，梁挠曲刚度对梁位

移及弯矩固结度的影响。此处考虑了 5 种挠曲刚度，

0.001EI  ，0.01，0.1，1，10，其它参数同图 3。由

图 3 可知，随挠曲刚度的增加，梁位移及弯矩达到某

一固结度所需时间随着刚度的增加而减少。 

5  有限元模拟 
采用薄板模拟梁体，在 ABAQUSTM 中建立了饱

和地基—薄板相互作用的三维有限元分析模型，并与

本文解析研究结果进行对比。将 0x  处的竖向点荷载

0F 化为强度为 0 / 2F b的 shell-edge 型、沿板宽均匀分

布的线荷载。基于荷载及分析模型关于 0x  及 0y 
平面的对称性，此处仅考虑四分之一分析模型，并在

荷载作用位置附近及板的侧边区域进行网格加密以考

虑应力梯度的影响，具体如图 6 所示。 
ABAQUSTM三维模型分析耗时较长，故而此处采

用较小边长( 4b )的立方体来模拟饱和地基，并采用六

面体实体单元 C3D20RP 进行离散，该单元可考虑饱

和土体中的孔隙水压，板采用四边形壳体单元 S8R5
离散。除两个对称平面外，地基底边固定，侧边自由。

地基表面设为完全透水及完全不透水两种情形，其余

面完全不透水。在设置 0x  平面的对称边界条件时，

取 0xu  ， yu 和 zu 自由， 0y  对称平面则有 0yu  ，

xu 和 zu 自由。 

由于“平均耦合”是一个十分理想化的接触边界

条件，无法在 ABAQUSTM 中直接实现。为实现接触

面处的位移连续条件，将板单元与板底土体单元设置

为紧密接触（ABAQUSTM的“TIE”命令）以近似“平

均耦合”的位移连续条件，从而要求将梁挠曲刚度设

置为一个较低的值。因此，计算过程中取 59 10EI   ，

排水及不排水泊松比( u ,  )=(0.3，0.5)。图 7 对比了

有限元分析及式（25）、（26）计算结果，由图可知两

者计算结果十分匹配。 

 

图 6 有限元分析模型及网格划分示意图 

Fig. 6 Schematic view of analysis model and finite element mesh 

 

图 7 解析与有限元结果对比 

Fig. 7 Comparison between analytical and finite element results 
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6  结    语 
基于“平均耦合”边界接触条件，研究了 Heaviside

型点荷载作用下饱和半空间表面无限长欧拉梁的沉降

变形特性。考虑了饱和半空间表面完全透水及完全不

透水两种情况，在 Fourier-Laplace 变换域中求解了控

制方程，并通过数值积分逆变换获得了问题的时间—

空间域解答。通过与 0t  及 t两种极限情况下

的已有研究结果及 ABAQUSTM 有限元分析结果进行

对比验证了本文求解的正确性。分析结果表明，梁的

挠曲刚度、饱和土体的排水及不排水泊松比、半空间

表面透水条件对梁沉降变形的大小和速率有着明显影

响。 
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