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摘  要：基于应变等效假设和真实应力概念的弹塑性损伤理论，在真实应力空间内，结合非线性统一强度模型，以广

义塑性剪应变为硬化参数，并同时考虑应力水平对硬化速率的影响，建立了无损状态下岩石材料的弹塑性表达式；在

名义应力空间内建立考虑围压对损伤速率影响的损伤演化方程，从而建立了岩石材料的三维弹塑性损伤本构模型。本

构模型中各物理参数意义明确，与材料试验结果的对比表明，所建立的三维弹塑性损伤本构模型可较好地描述岩石材

料在多轴受力情况下的变形与强度特性，为岩体工程的复杂非线性受力分析提供理论依据。 
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Three-dimension elastic-plastic damage constitutive model for intact rock 
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Abstract: Based on the concept of true stress and the strain equivalence hypothesis, a three-dimension elastic-plastic damage 

constitutive model for rock is established. Combining the nonlinear unified strength model as the yield function and the 

equivalent plastic shear strain as the hardening parameter considering the effect of stress level, the formulation of elastic-plastic 

behavior of rock is deduced in the true stress space. As in the normal stress space, the damage evaluation law is given by 

considering the effect of confining pressure. The present theoretical results and the test data are compared. It is indicated that 

the proposed constitutive model describes the strength and deformation behaviors and the strain softening behaviors of rock. 

Furthermore, the model can be employed to simulate rock engineering structures under multi-dimensional nonlinear stress, 

providing a basic reference for structural design and analysis.  
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0  引    言 
岩石作为工程上最为常见的地质材料，其在复杂

应力状态下的强度与变形性质是进行岩体工程设计与

分析的基本问题。在数值分析工作中，岩石材料本构

模型的选择直接影响数值计算结果的准确性和可靠

性。因此，建立能够反映岩石材料在多轴应力状态下

的力学本构模型具有重要的理论意义及工程实际意

义。 
岩石材料在三维应力状态下的变形特性非常复

杂，表现为不可恢复变形、应变软化、刚度退化、中

主应力效应、静水压力效应等[1]。在建立本构模型时，

必须考虑这些特性的影响，才能正确地反映和应用岩

石材料的力学性能。目前，基于不同的理论框架，如

塑性理论、损伤理论等，众多学者建立了不同的本构

模型来描述岩石材料在复杂应力条件下的强度和变形

规律。单一的采用以处理不可逆变形为主要任务的塑

性理论或以处理力学性能退化为主要任务的损伤理论

都不能很好地描述岩石材料复杂的力学特性[2]。近年

来，将塑性理论与损伤理论相结合的塑性损伤理论为

岩石、混凝土等工程材料本构模型的建立提供了新的

理论框架。在现有的文献中，塑性与损伤相结合的方

法主要有两种：一种基于名义应力空间的塑性表达方

法，如 Lubliner 等[3]、Imran 等[4]、房敬年等[5]模型；

另一种基于应变等效假设和真实应力概念，在真实应
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力空间内建立塑性表达式，名义应力空间内建立损伤

演化规律，如 Ju [6]、李杰等[7]、杨强等[8]模型。Grassl
等[9]通过局部唯一性条件的论证指出：建立在名义应

力空间内的塑性损伤模型，由于损伤的发育要求塑性

模量恒为正，因此只能处理强化问题；而建立在真实

应力空间的塑性损伤模型其损伤部分和塑性部分可完

全解耦，极大地方便了弹塑性损伤模型的建立。 
在岩石损伤演化方程的建立方面，许多学者基于

不同的损伤内变量建了各自不同的模型。Simo 等[10-11]

以损伤内变量来表示其对材料弹性性质的影响来模拟

软化现象，但这种方法不能表示岩石或混凝土在压缩

状态下的非线性体积膨胀等性质； Faria 等[12]、Cieckli
等[13]、Wu 等[14]、Voyiadjis 等[15]采用能量释放率和损

伤硬化函数分别表示岩石材料拉、压屈服机制的不同；

Chiarelli 等[16]认为材料的损伤演化受拉伸变形控制，

因此采用拉伸变形来表征损伤函数的能量释放率；

Jason 等[17]以加权的形式同时考虑拉、压损伤来反映

拉、压损伤机理的不同；针对 Shao 等[18]提出微裂隙

发展所带来的材料体积膨胀是材料损伤发展的诱因，

Salari 等[19]用弹性体积应变和塑性体积应变表征能量

释放率，以此描述岩石的损伤演变和强度软化，取得

了较好的模拟效果；袁小平等[20]基于 Drucker- Prager
准则，以体积应变作为内变量来描述岩石材料的损伤

演化规律。总的来说，目前损伤软化模型中考虑围压

水平对损伤演化速率的影响还并不多见。但从已有的

试验结果上可以看出，岩石材料强度与变形性质受围

岩应力水平的影响较大，尤其对岩石峰后软化行为的

影响最为明显。在低围压情况下，岩石更多地表现出

弹脆性性质，随围压增加，岩石峰后强度逐渐增加，

材料表现出向延性材料发展的趋势，当围压较高时，

岩石峰后强度基本不降低，近似为理想塑性材料[21]。

因此在建立岩石材料弹塑性损伤模型中有必要考虑围

压对损伤演化的影响。 
基于应变等效假设和真实应力概念的损伤力学理

论，在真实应力空间内，结合非线性统一强度模型[22]，

以广义的塑性剪应变为硬化参数，建立无损状态下岩

石材料的弹塑性表达式；在名义应力空间内建立考虑

围压对损伤速率影响的损伤演化方程，从而建立岩石

材料的三维弹塑性损伤模型。本构模型与经典岩石多

轴试验结果进行对比和验证，进而为岩体工程的复杂

非线性受力分析提供理论依据。 

1  非线性统一强度理论 
相对于单一强度理论，如 Mohr–Coulomb 准则、

Drucker–Prager 准则等，统一的强度理论可通过参数

变化调节材料剪切破坏面的位置，从而适用于多种材

料的破坏强度。目前建立的统一强度理论有双剪统一

强度理论[23]、广义非线性强度理论[24]和非线性统一强

度理论[22]等。杜修力等[22]提出的非线性统一强度理论

认为，普通应力空间的应力强度点通过应力空间变换

到 β 应力空间后，材料的抗剪强度为 应力空间八面

体面上正应力的函数。即普通应力空间强度点 i (i=1，
2，3)变换为  应力空间内强度点 oˆ ( )i i

     ，其

中 1 ， 2 ， 3 为普通应力空间的 3 个主应力。非线

性统一强度理论的表达式为 
( )ijf q M p       ，        (1) 

式中， p 为  应力空间内的平均应力或静水压力，

q 为  应力空间内的广义剪应力，表达式为 

3
ˆˆˆ 321

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p   ，         
 

(2) 
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2 

  q ，(3) 

oˆ ij ij ij       。             (4) 

式中   为反映材料三轴拉压强度比的参数； o 为材

料的黏聚强度； M 为破坏应力比，可由三轴压缩内

摩擦角 c 表示为[22] 
c c

c c

(1 sin ) (1 sin )3
(1 sin ) 2(1 sin )

M
 

  

 
 

  


  
 。 (5) 

在  应力空间内，非线性统一强度理论的强度面

为圆锥面，与一般应力空间中的 Drucker-Prager 强度

理论的强度面相同。在普通主应力空间的偏平面上，

非线性统一强度理论的强度曲线连续光滑，介于 D-P
圆和 M-N 曲线之间，可合理反映土、岩石等工程材料

的三维强度特性。 
非线性统一强度准则中的 3 个材料参数分别为

o ， 和 c 。 o 可通过三轴压缩强度在 p–q 平面内

拟合的强度线的反向延长线与 p 轴的交点确定，如图

1（a）所示。也可近似由两个三轴压缩强度直接求解，

如图 1（b）所示，求解公式为 
1 2 2 1

o
2 1

q p q p
q q







  。           (6) 

 

图 1 o 求解示意图 

Fig. 1 Illustration for calculating o  

单轴抗压强度为三轴压缩条件，将（fc，0，0）
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代入式（1）中，化简可求得 

c
c

c o

arcsin
2

f
f




 
  

 
  。       (7) 

单轴抗拉强度为三轴拉伸条件，将（0，0，ft）代

入式（1）中，化简可求得 

t o o c c

t o o c c

( ) (1 sin ) (1 sin )
( ) 2 (1 sin ) 2(1 sin )

f
f
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     


    
。(8) 

通过式（8）可求得  。 

2  岩石材料三维弹塑性损伤本构模型 
根据连续损伤力学理论，在外荷载作用下，岩石

材料内部的微缺陷，如微裂隙、微空洞等，可用损伤

变量描述。图 2 表述了应变等效原理及损伤力学中真

实应力的概念。 

图 2 一维连续损伤模型 

Fig. 2 Damage model in 1-D 

在三维应力空间内，名义应力(柯西应力)与真实

应力的关系可以表示为 
(1 )ij ijD     ，           (9) 

式中， ij 为名义应力， ij 为真实应力，表示岩石材

料净截面上的平均应力，D 为损伤变量，各向同性损

伤时为标量，各向异性损伤时为张量。根据应变等效

假设，在真实应力空间内，真实应力与应变的关系可

以表示为 
e e e p( )ij ijkl ij ijkl ij ijD D       。   (10) 

式中  e
ijklD 为弹性刚度矩阵； e

ij 为弹性应变； ij 为总

应变； p
ij 为塑性应变。 

基于应变等效假设和真实应力概念的损伤力学理

论，名义应力空间的塑性损伤模型其损伤部分和塑性

部分可完全解耦。在真实应力空间中，可由经典塑性

理论求解塑性应变 p
ij ，进而由式（10）求解真实应力

ij ；在名义应力空间内求解损伤变量 D，最终通过式

（9）求解名义应力 ij 。 
2.1  真实应力空间的弹塑性描述 

（1）屈服函数 

非线性统一强度准则具有连续光滑的强度面，强

度面具有连续的偏导数，因此，可作为屈服函数用于

建立岩石材料的弹塑性本构模型。屈服函数的表达式

为 

  pMqf ij ),(
 

 ， 
       

(11) 

式中，为硬化参数，详见下文所述。 
（2）塑性势函数 
模型采用非关联流动法则，塑性势函数与屈服函

数形式相同，表达式为 
g( , )ijg q M p       ，         (12) 

式中， gM 为材料参数，可由剪胀角 表示： 

g
(1 sin ) (1 sin )3

(1 sin ) 2(1 sin )
M

 

 

 
 

  


    
 。(13) 

（3）硬化规律 
模型硬化规律采用各向同性硬化，以等效塑性剪

应变作为硬化变量，硬化参数为等效塑性剪应变的

函数： 
p( )     ，              (14) 

式中，等效塑性剪应变
p 的表达式为 

p p p p p p p
v v

2 2 1 1d d
3 3 3 3ij ij ij ij ij ije e             

  
。(15) 

对于等 p 加载情况，认为塑性剪应变峰值与偏应

力路径无关，具有相同的塑性剪应变峰值。如图 3 所

示，在同一偏平面上，通过路径 AB 和 CD 到达强度

面时具有相同的塑性剪应变峰值。因此，对于等 p 加

载情况，建立如下硬化规律： 

p 3
o op

pf

(1 ) 1 (1 )     ( 1)
( )

1                                              ( 1)    

a a



   



  
           


 ≥

，

(16) 
式中，ao为初始塑性硬化的阈值， pf 为当前静水压力

p 下所对应的峰值塑性剪应变。 

 

图 3 同一偏平面上硬化规律 

Fig. 3 Evolution of harding route on deviatoric plane 

对于等 p 加载条件下的塑性剪应变峰值 pf ，不同
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的静水压力情况对应不同的 pf ，假设不同静水压力的

塑性剪应变峰值按线性分布，如图 4 所以。对于三向

拉伸状态，岩石材料不存在剪切变形，此时的塑性剪

应变峰值为零。对于某一参考静水压力 pr的塑性剪应

变为 A，则峰值塑性剪应变与静水压力 p 的关系可求

得为 
o

pf
r o

p
A

p









  。         (17) 

图 4 峰值塑性剪应变与静水压力 p 之间关系 

Fig. 4 Relationship between peak plastic shear strain and p 

图 5 中给出了硬化参数随峰值塑性应变 pf 及初

始塑性硬化阈值 ao的变化规律。从图 5 中可以看出，

峰值塑性剪应变越大，代表静水压力越大，此时塑性

硬化速率越慢，表明静水压力越大材料的塑性变形能

力越强；初始塑性硬化阈值 ao越大，塑性硬化速率越

慢。塑性硬化阈值 ao可通过单轴压缩条件下弹性极限

应力与峰值应力比值获得；A 控制着应力–应变曲线

上升段的形状，可通过应力–应变曲线上升段的形状

确定。 

 

图5 硬化参数随峰值塑性应变 pf 及初始塑性硬化阈值 ao的变 

化规律 

Fig. 5 Influence of pf  and ao on hardening parameters κ 

岩石材料在受力变形过程中，其应力路径往往较

为复杂，如图 6 所示，很难保证整个加载过程中保持

静水压力 p 不变，等 p 加载的情况只为一种特殊的应

力路径。对于一般应力路径下的塑性硬化规律可做如

下推导： 
对式（16）求导，得 

2

p

pf
o p

pf

1
d 3(1 ) d      ( 1)

0                                        ( 1)    

a


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



。
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(18) 

联立式（16）、（18），得 
2
3

o
o p

pf

1
1d 3(1 )      ( 1)

0                                        ( 1)    

a
a d



  





        





，

≥

(19) 

因此，对于任意应力路径的塑性硬化规律可写为 

d          ( 1)

1               ( 1)

 




  



≥

 。          (20) 

在实际本构模型计算中，采用式（20）、（19）进

行塑性硬化程度的计算。 

 

图 6 任意加载路径 

Fig. 6 Illustration of arbitrary loading path  

（4）弹塑性应力应变关系 
基于弹塑性增量理论，总应变增量d ij 分解为弹

性应变增量 ed ij 和塑性应变增量 pd ij 两部分： 
e pd d dij ij ij      。         (21) 

弹性应力增量与弹性应变增量由胡克定律确定： 
e ed dij ijkl klD 

 
 ，           (22) 

式中， e
ijklD 为弹性刚度矩阵，由弹性模量 E 和泊松比

表示为 
e ( )  

2(1 ) (1 )(1 2 )ijkl ik jl il jk ij kl
E ED 

     
  

  
  

。
 

(23) 
塑性应变增量根据流动法则确定为 

pd  ij
ij

gd 






。

              
(24) 

将式（24）代入式（15）中可得 

p 2 1 1d d  
3 3 3ij ij

ij kk ij kk

g g g g
   

   
              

。
 

(25) 



982                         岩  土  工  程  学  报                                    2017 年 

由一致性条件可得 
p

pd d d 0 ij
ij

f ff  
 
 

  
 

。

     
(26) 

将式（25）代入式（26）中可得 

d  
ij

ij

f d

A









 ，
            

(27) 

式中， 

p

2 1 1  
3 3 3ij ij

ij kk ij kk

f g g g gA  
    
                 

，

 
(28) 

e pd (d d ) ij ijkl ij ijD    。
          

(29) 

联立式（24）、（27）、（29），求得 
e

e
d d  

ijkl
ij

ij

ijkl
ij kl

f D

f gA D


 

 





 


 

。

          

(30) 

联立式（24）、（29）和（30），可得应力增量与应

变增量之间的关系为 

e e

e

e
d d  

ijkl ijkl
ij kl

ij ijkl ij

ijkl
ij kl

g fD D
D f gA D

 
 

 

  
    

     

。

   

(31) 

2.2  名义应力空间的损伤演化方程 

损伤采用各向同性损伤模型。考虑岩石损伤软化

是由于内部微裂隙发展所导致，采用塑性体积应变表

征岩石损伤变量的演化[18-20, 25]。对于时刻 t 的岩石损

伤变量 D 的演化方程表示如下： 

1 d1 exp( )  D b   ，           (32) 

式中，b1为控制损伤演化速率的参数， d 为定义的等

效塑性体应变，为了考虑围压对损伤演化速率的影响，

等效塑性体应变的定义如下： 

d d       ，
              

(33) 

式中，
2

3pv
d pv p

133 33

0

0                             ( 1)

   ( 1)  

1
b i

i

P




  
  



  
    




  ≥ ， ， 

b2为控制围压水平对损伤速率影响程度的参数， 33 为

第三主应力，以受压为正，为进行无量纲化，P0 取 1 
MPa。b1和 b2共同控制着应力–应变曲线的下降段，

可由三轴压缩应力–应变曲线下降段的形状进行确

定。图 7 中给出了参数 b1、b2和围压 33 对损伤因子 D
的影响规律。从图 7（a）～（c）中可以看出：b1 越

大，损伤演化速率越快；b2越大，损伤演化速率越慢；

围压 33 越大，损伤演化速率越慢。 

 

图 7 不同 b1，b2和围压 σ33下损伤因子 D 的变化曲线 

Fig. 7 Influences of b1, b2 and σ33 on damage factor D 

3  参数取值方法与算例验证 
在基于应变等效假设和真实应力概念而建立的弹

塑性损伤模型中，真实应力空间的塑性模型参数需由

无损材料的强度与变形参数确定。本文本构模型中假

定材料达到强度峰值前，材料损伤为零，为无损材料，

因此真实应力空间内的弹塑性模型参数可由实际材料

的试验强度参数和变形参数确定。 
所建立的岩石材料三维弹塑性损伤本构模型共有

10 个参数。弹性杨氏模量 E 和泊松比 可通过简单的

岩石材料试验获得；非线性统一强度模型中，三向拉

伸强度 o 、三轴压缩内摩擦角c 和反映三轴拉压强

度比参数 β 可分别通过公式（6）～（8）求解；塑性

势函数中，剪胀角 ψ 可通过剪切试验获得；塑性硬化

规律中，初始塑性硬化阈值 ao可通过单轴压缩条件下

弹性极限应力与峰值应力的比值获得，参考静水压力

pr所对应的峰值塑性剪应变值 A 可通过单轴压缩应力

–应变曲线的上升段形状确定；损伤演化规律中，控

制损伤演化速率的参数 b1 可通过单轴压缩应力–应

变曲线的下降段形状确定，控制围压对损伤演化速率

影响的参数 b2 可通过某一围压情况下的真三轴应力

–应变曲线的下降段形状确定。采用上述建立的本构

方程及参数确定方法，与不同围压条件下岩石材料的

三轴压缩试验的应力–应变全过程曲线进行对比，验

证本文模型的有效性。 
引用 Kawamoto 等[26]的试验资料，并经数据处理

后确定岩石初始弹性模量 E=51.62 GPa，泊松比

 =0.25。参数  =0.243， o =24.7 MPa，c =46.9，
ψ=23.5，A=0.002，ao=0.9，b1=1500，b2=1.3。图 8 中
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给出了本文模型与 Kawamoto 等[26]试验中不同围压情

况下的应力–应变全曲线的对比，并与曹文贵等[27]

建立的损伤统计软化本构模型进行了对比。 

 

图 8 本文模型与 Kawamoto 等[26]试验数据对比 

Fig. 8 Comparison between present model and test data by  

.Kawamoto et al 

另外，引用林卓英等[28]的试验资料，确定的岩石

初始弹性模量 E=25.34 GPa，泊松比 =0.25。参数

 =0.276， o =47.4 MPa ， c =26.1，ψ=13.05，
A=0.0015，ao=0.8，b1=7600，b2=1.5。图 9 中给出了

本文模型与林卓英等[28]试验中不同围压情况下的应

力–应变全曲线的对比，并同时给出了曹文贵等[29]

建立损伤统计模型的理论曲线。 
从图 8，9 中可以看出，本文提出的岩石弹塑性损

伤模型与岩石材料试验数据吻合较好，能较好地反映

岩石材料在不同应力状态下的力学特性。从单轴压缩

试验结果中可以看到，由于力学损伤的产生与发展，

应力在峰值后出现了较为明显的应力跌落现象，体现

了低围压状态下岩石材料的脆性特征。随围压增加，

本文模型既能较好地反映峰值强度的提高及峰后强度

的提高，又能够较好地反映随围压提高，岩石逐渐由

脆性材料到延性材料过渡的特点。另外，相对于曹文

贵等[27, 29]建立的单一损伤本构模型，本文建立的本构

模型不但能够反映岩石材料的刚度损伤，且能够反映

岩石材料的塑性变形，但峰值下降段与试验曲线的吻

合还不够完好，需做更进一步的改进。 

 

图 9 本文模型与林卓英等[28]试验数据对比 

Fig. 9 Comparison between present model and test data by Lin 

 et al 

4  结    语 
基于应变等效假设和真实应力概念的损伤力学理

论，在真实应力空间内，结合非线性统一强度模型，

以广义的塑性剪应变为硬化参数，建立了无损状态下

岩石的弹塑性模型；在名义应力空间内建立考虑围压

对损伤速率影响的损伤演化方程，从而建立了岩石材

料的三维弹塑性损伤本构模型，并以经典试验结果对

本文模型进行了校核和验证。 
建立的岩石三维弹塑性损伤本构模型可较好地反

应岩石材料的三维非线性变形与强度特性、应变软化

特性等，并可考虑不同应力状态下的塑性硬化规律与

损伤演化规律，且模型参数具有明确的物理意义，为

进一步对岩石工程进行多维非线性受力分析提供理论

基础。 
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第二届全国非饱和土与特殊土力学及工程学术研讨会 

（第三号通知：会议日程与回执） 

主办单位：中国土木工程学会土力学及岩土工程分会非饱

和土与特殊土专业委员会。 

承办单位：兰州理工大学。 
会议议题：①非饱和土与特殊土的基本性质和室内试验新

设备；②非饱和土与特殊土的力学理论；③非饱和土与特殊土

地区的地基处理和基础工程；④非饱和土与特殊土地区的土工

建筑物和高边坡；⑤非饱和土与特殊土地区的深基坑和地下工

程；⑥非饱和土与特殊土地区的地质灾害/水土流失的机理和防

治；⑦非饱和土与特殊土相关的现场测试新技术、新材料和新

工法；⑧平山造地、高速铁路、高速公路、西气东输、西电东

送和生命线工程中的非饱和土与特殊土问题；⑨非饱和土与特

殊土相关的重大岩土工程实录和新经验；⑩废弃物工程处置的

岩土工程屏障设计和分析；⑪非饱和土与特殊土相关的数值分

析方法及工程应用。 

会务费用：正式代表注册费：900元/人（含餐费、资料费）；

学生代表注册费：450元/人（凭有效学生证件注册，含餐费、

资料费）；家属代表注册费：450元/人（含餐费）；本次会议

为现场报到注册并缴纳注册费，发票在会议期间领取。 

会议时间安排与地点：7月24日全天：代表报到（兰州饭

店）；7月25日上午开幕式、大会特邀报告（组工大厦）；下

午大会报告（兰州饭店）；晚上欢迎晚宴、专委会第三次工作

会议（兰州饭店）；7月26日上午分会场报告（兰州饭店）；

下午大会报告、闭幕式（兰州饭店）；7月27日全天工程地质

考察（甘肃省）。 
酒店交通信息：会议住宿统一安排在兰州饭店，属于4星

级酒店，坐落于甘肃省兰州市城关区东岗西路486号。该酒店

的房间费详见会议回执。7月份是兰州旅游旺季，酒店住房十

分紧张，请参会代表务必将填好的回执表（Word 版）于2017
年6月15日前通过电子邮件附件的方式发送到会务组邮箱。 

另外，各位代表也可自行预定组工大厦、飞天大酒店、甘肃

银行大厦、锦江阳光大酒店等宾馆，具体信息详请咨询各宾馆。 

会议展览：会议期间举办岩土力学与工程技术展览，主要

包括岩土力学试验仪器、设备、机械、新材料、软件等。热忱

欢迎从事岩土工程领域的新材料、新技术、新设备的开发、生

产和运用的相关单位踊跃报名参加技术展览。 

联系方式：地址：兰州市兰工坪路287号，兰州理工大学

土木工程学院，邮编：730050；联系人：周勇13119308411，

叶帅华1 3 8 9 3 6 2 4 4 4 5，周凤玺 1 3 9 1 9 8 0 9 0 8 4，董建华

13919114851；E-mail：Soillut12y@163.com（杨晓宇，会议回

执邮箱）；Soillut12m@163.com（马孝瑞，会议回执邮箱）； 
yeshuaihua@163.com（叶帅华，会务咨询）；yxhui86@126.com

（杨校辉，会务咨询）。

  
 
 
 

中国土木工程学会土力学及岩土工程
供稿

分会非饱和土与特殊土专业委员会
 


