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基于离散元法的真三轴应力状态下砂土破碎行为研究 
周伦伦，楚锡华

*
，徐远杰 

(武汉大学土木建筑工程学院，湖北 武汉 430072) 

摘  要：基于可破碎三维离散颗粒模型模拟了一系列常规三轴试验与真三轴试验，研究了砂土在真三轴应力状态下的

破碎行为。数值调查主要关注试样的应力应变特性、级配及相对破碎率的演化。随着围压增大，颗粒破碎率增大，试

样应变软化特性和剪胀性逐渐减弱，而超过临界高围压后，由于固结中颗粒大量破碎，试样剪胀性反而增强。真三轴

试验中，试样偏应力比峰值均随中主应力参数 b 值增大而减小。由于破碎随 b 值增加而明显增大，试样剪胀性随 b 值

增大而逐渐减弱。试样内摩擦角 随围压增大而减小，其演化关系基本满足对数关系；内摩擦角随 b 值增大先增大后

减小，Lade-Duncan 准则较为适合描述其变化规律。此外，试样相对破碎率增大的速率随围压和轴向应变增大而逐渐降

低，暗示试样最优终极级配的存在，且相对破碎率与试验输入能量之间存在唯一的双曲线关系。 
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Breakage behavior of sand under true triaxial stress based on discrete                 
element method 

ZHOU Lun-lun, CHU Xi-hua, XU Yuan-jie  
(School of Civil Engineering, Wuhan University, Wuhan 430072, China) 

Abstract: A series of triaxial compression tests and true triaxial tests based on discrete element method are conducted 

numerically to investigate the particle breakage behavior of granular materials under triaxial stress conditions. The numerical 

investigation mainly focuses on the stress-strain behavior, the evolution of the particle-size distribution and relative breakage of 

the crushable granular assembly. As the confining pressure increases, it is found that the dilatancy and strain softening of 

granular assembly decrease, which is related to the increase in the particle breakage. Beyond a higher confining pressure, the 

volumetric dilatation starts to increase, caused by the increase of the particle breakage during consolidation. In true triaxial tests, 

the peak stress ratio decreases with the increasing intermediate principal stress ratio b. And the increase of b results in the 

decrease of dilatancy, which stems from the distinct increasing compaction caused by breakage with the increasing b. The 
internal friction angle   decreases with the increasing confining pressure, which conforms to a logarithmic relationship, and 

  increases first and then decreases with the increasing b, which conforms to the Lade-Duncan failure model. In addition, the 

increment of the increasing relative breakage declines with the increasing confining pressure and axial strain, which implies the 

existence of the optimum distribution of granular assembly. The relationship between the particle breakage and the total input 

energy during tests is found to conform to a unique hyperbolic correlation. 
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0  引    言 
颗粒破碎的现象普遍存在于在岩土工程中，如贯

入试验和端承桩基础底部以及高土石坝中土体颗粒在

高应力作用下均存在明显的破碎现象。颗粒破碎可改

变颗粒级配、孔隙率等，进而影响砂土的宏观力学行

为。随着对颗粒破碎认识的加深，相关基础性研究日

益引起重视并获得了一些共识[1-4]。如一般情况下，矿

物成分较强和颗粒浑圆度较好的颗粒材料的破碎量较

小。而尺寸较大的颗粒包含潜在缺陷的可能性较高，

颗粒较容易破碎[2-3]。级配良好，相对密度较高的砂土，
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其配位数也相对较高，颗粒间的接触力相对较小，破

碎量较小[2-5]。此外，颗粒破碎同样与有效应力水平和

应力路径等试验条件密切相关 [2-5]。Lade 等 [2]和

Tarantino 等[3]的试验结果表明颗粒破碎量随围压增加

而增加，但增加趋势逐渐减小，当应力水平较高时破

碎量将趋于一个定值。Ezaoui 等[4]和 Francesca 等[5]的

研究表明相比剪切应力路径而言，在等向压缩时，颗

粒不易破碎。尽管研究者[2-5]已经通过单轴试验、等向

压缩试验和常规三轴试验等试验途径广泛研究了多种

应力路径下颗粒材料的破碎行为，但此类试验中所施

加的荷载均为对称荷载，对颗粒材料在真三轴应力状

态下破碎行为的研究仍然较少[6]。在真三轴试验中，

真三轴应力状态常由中主应力参数 b （ 2(b    
3 1 3) /( )   ）表征， b 值反映了中主应力与大小主

应力的关系，其对颗粒材料强度特性有明显影响[6-7]。 
由于物理试验存在试样制备繁琐及细观信息不易

获取等困难，离散单元法（discrete element method, 
DEM）被广泛用于颗粒材料破碎行为研究[6, 8-16]。目

前使用 DEM 模拟颗粒破碎主要有两种方法：①使用

子颗粒簇替换破碎颗粒[6, 8-10]；②由接触黏结形成可破

碎团粒[11-16]。基于前者，楚锡华等建议了颗粒材料的

分级破碎模型[8]，并调查了破碎对颗粒材料宏细观力

学行为的影响[9]。Zhou 等[6]研究了中主应力参数b 对

可破碎颗粒材料各向异性性质和接触力链特征的影

响，指出各向异性参数与应力比之间存在与 b 值无关

的线性关系。与后者相比，前者在计算能力上有一定

优势，但定义合理的破碎准则和子颗粒分布模式较为

困难，且为保证计算能力一般限制颗粒发生多级破碎。

基于后方法，McDowell 等[11]建议了模拟破碎强度满

足 Weibull 分布的不同尺寸石英砂颗粒的方法，再现

了颗粒尺寸对破碎强度的影响。Cheng 等[12]模拟了满

足真实破碎强度分布的砂粒，重现了砂土的塑性行为。

Bolton 等[13]调查配位数、组构等细观参数研究了可破

碎材料宏观力学行为的细观起源。Wang 等[14-15]和周

博等[16]对颗粒破碎在砂土应变局部化，剪切失效和能

量耗散等力学行为中的影响进行了详细研究。 
但目前的 DEM 研究对于颗粒破碎的演化规律并

没有清晰的描述，且对颗粒破碎率的定义多基于断裂

的黏结键数量[14-16]，而物理试验中多基于颗粒级配演

化定义破碎率，两者之间无法定量比较。本文使用

DEM 数值模拟对由椭球形可破碎团粒组成的试样进

行了一系列常规三轴和真三轴数值试验，研究可破碎

砂土在真三轴应力状态下的破碎行为。与 Zhou 等[6]

的研究不同，本文的工作重心在于通过颗粒级配的演

化过程和基于级配演化所定义的破碎率来分析剪切过

程中颗粒破碎的演化规律，并考察颗粒破碎的演化与

试验输入能量之间的关系。 

1  基于 DEM 的颗粒破碎模拟 
1.1  数值试样制备与试验方案 

颗粒集合体使用颗粒流分析程序 PFC3D创建，其

由 415 个椭球体团粒组成，团粒长轴直径由 0.85 mm
到 2.0 mm 均匀分布，三轴直径比为 1.2∶1∶1，其级

配与 Nakata 等[1]的试验中 Aio 砂的级配一致。集合体

初始尺寸为高 12 mm，长 8 mm，宽 8 mm，立方体压

缩室由 6 块无摩擦的刚性板组成。颗粒集合体的生成

过程简述如下：首先在压缩室内使用“半径膨胀法”

按照相应级配生成一定数量的球形颗粒，样本的孔隙

率为 0.20，在此过程中颗粒的切向刚度与摩擦系数均

取为零值，以保证样本的密实性与均匀性。随后记录

所有颗粒粒径与中心位置并将其删除，在原颗粒的位

置上生成长轴取向任意且长轴直径与原颗粒相同的椭

球体可破碎团粒，并循环 50000 步以消除不平衡力。 
生成椭球体团粒时，首先在与团粒尺寸相同的椭

球形容器中生成 73 个粒径相同的子颗粒，子颗粒的粒

径与椭球体团粒长轴直径的比值为 1∶6，随后使用平

行黏结模型将相互接触的子颗粒黏结起来。平行黏结

模型使用的胶结键具有一定宽度，胶结键本身可以承

担一定的剪切力、拉力以及弯矩作用。最后随机移除

团粒内 20%的子颗粒来模拟真实颗粒的内部不均匀

性。此方法简单实用，已被许多研究者成功应用于模

拟真实颗粒的破碎强度[11-16]。表 1 为团粒形状参数及

典型团粒示意图。团粒替换完成后的 DEM 数值试样

如图 1 所示。基于该试样进行了一组常规三轴排水试

验和一组真三轴排水试验，具体数值试验方案为：①

常规三轴压缩试验，围压 3 分别取 0.5，1.5，3.0，5.0，
10.0，20.0 和 30.0 MPa；②真三轴试验，保持围压分

别为 5.03   MPa 和 10.03   MPa 不变，分别取b   

2 3( ) /  1(  3) =0.0，0.25，0.5，0.75 和 1.0 进行

试验。 
表 1 团粒形状尺寸参数 

Table 1 Shape and size parameters of crushable agglomerates 
颗粒数 团粒三轴直径比 典型团粒 

57 

  
在数值试验前，先以 3 进行等向固结后再开始使

用位移加载，位移加载方式为控制顶板以恒定速率

0.05 mm/s 向下运动，底板约束，同时采用伺服机制调

整侧向刚性板的位置以保持 3 个方向的主应力满足试
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验要求（在常规三轴试验中两水平方向围压不变；真

三轴试验中保持小主应力方向围压不变，同时保持b
值不变）。主应力方向参见图 1。 

 

图 1 DEM 数值试样图 

Fig. 1 DEM specimen with 415 crushable agglomerates 

1.2  数值试验细观参数标定 

本文 DEM 细观参数参考了文献[14，15]中模拟可

破碎砂土所用的参数，并基于 Nakata 等[1]对 Aio 砂的

单颗粒平板压碎试验及常规三轴压缩试验结果进行标

定，得到了相应的 DEM 细观参数，子颗粒直径为

0.14～0.33 mm，子颗粒密度为 2650 kg/m3，子颗粒法

向与切向接触刚度为 2.0×108 N/m，子颗粒摩擦系数

为 0.65，平行黏结法向与切向强度为 2.0×109 N/m2，

平行黏结法向与切向刚度为 5.0×1014 N/m2，平行黏

结半径与子颗粒半径比为 0.5，墙体法向与切向接触刚

度为 2.0×108 N/m，墙体摩擦系数为 0.0。Nakata 等[1]

与McDowell等[17]表明单颗粒的破碎强度满足Weibull
统计分布，即粒径为 d 的颗粒的存活（不破碎）概率

为 

 S 0( ) exp mP d        ，     (1) 

式中，诱导应力 2dF （ F 为平板压碎试验中所施

加的压力）， 0 为颗粒存活概率为 37%时所对应的诱

导应力，m 为 Weibull 模量。 
Nakata 等[1]的单颗粒平板压碎试验结果表明由于

颗粒粒径（0.85～2.0 mm）和矿物成分（石英与长石）

的影响，Aio 砂颗粒破碎强度为 18.33～51.75 MPa，
Weibull 模量m 为 1.8～4.2。本文随机选取 30 个可破

碎团粒进行平板压碎试验。图 2 为一组典型的平板压

碎试验结果，取诱导应力–位移曲线上的峰值应力为

颗粒的破碎应力 c ，图 2（b）为破碎后的团粒。图 3
为团粒破碎强度 Weibull 分布图，团粒存活概率 SP 由

平均秩法[18]求得，可见团粒破碎强度符合 Weibull 分

布，其 Weibull 模量 06.2m ，破碎强度 45.180   
MPa，其值均在合理范围内。图 4 为 3.03   MPa 时

常规三轴压缩数值试验应力应变关系与 Aio 砂试验结

果[1]的对比图。Aio 砂三轴试验[1]中试样高为 110 mm，

直径为 50 mm，在围压 2.943   MPa 下以应变速率

0.1%/min 进行剪切。可见数值试验应力应变曲线与试

验结果吻合良好，验证了本文所取细观参数的合理性。 

 

 

图 2 典型单颗粒平板压碎试验结果 

Fig. 2 Typical results of platen compression tests on single  

.agglomerate 

 

图 3 平板压碎试验中团粒破碎强度 Weibull 分布图 

Fig. 3 Weibull probability plot of crushable agglomerates from  

platen compression tests 
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图 4 数值试验应力应变关系与室内试验对比图(3=3.0 MPa) 

Fig. 4 Typical results of platen compression tests on single  

.agglomerate 

2  数值试验结果与分析 
2.1  应力应变行为 

图 5 为数值试样在围压 0.5～30.0 MPa 下常规三

轴压缩试验的偏应力比 pq ( 3/)( 321  p ，
2 2 2

1 3 1 2 2 3[( ) ( ) ( ) ] 2q            )和体积应

变 v 与轴向应变 1 的曲线。如图 5 所示，当围压较小

时（ 5.03  .MPa），试样的体积变化先剪缩再剪胀，

伴随其体积膨胀，其应力应变曲线在达到峰值后发生

了一定的应变软化。此时，试样在剪切过程中颗粒破

碎程度较小，呈现出较为明显的剪胀。图 5（a）、（c）
中偏应力比 pq 峰值逐渐减小，峰值点处的轴向应变

逐渐增大，应力应变曲线逐渐由应变软化特性向应变

硬化特性过渡。随着围压逐渐增大到 5.0 MPa，由于

剪切过程中颗粒破碎程度逐渐增大，颗粒不断破碎形

成小颗粒并填充至试样的原有孔隙中，导致试样的体

积收缩增大，体变曲线逐渐由先剪缩后剪胀过渡到持

续剪缩。当围压从 5.0 MPa 增加到 30.0 MPa 时，试样

体积收缩量反而随围压增大逐渐减小，与低围压时的

变化规律相反。这种体变规律与 Yamamuro 等[19]对

Cambria 砂的高围压（0.05～52.0 MPa）三轴试验结果

相同。由于在高围压下试样在等向固结过程中就会大

量破碎，使试样的剪前孔隙率明显减小，从而限制了

试样在剪切过程中体积收缩量，且这种影响会随围压

增大变得越发显著[19]。 

 

 

 
图 5常规三轴压缩试验应力应变关系 

Fig. 5 Stress-strain relations from conventional triaxial  

compression tests 
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试样在围压 0.53  ，10.0 MPa 下真三轴试验应

力应变关系如图 6 所示，试验过程中保持 3 不变，

b 值分别取 0.0，0.25，0.5，0.75 和 1.0。不同围压下

偏应力比 pq 峰值均随 b 值增大而逐渐减小。图 6（b）
和 6（d）中，试样体变曲线仅在 5.03  ，b=0 时呈

现明显的剪胀特性，其他情况下均呈现剪缩特性，且 
随着 b 值增大，剪缩变形明显增大。由于试样在试验

过程中颗粒破碎明显，且破碎量随 b 值增加而明显增

大，较高的颗粒破碎量抑制了试样的剪胀，导致体变曲

线呈现明显的剪缩特性，这与颗粒破碎较为明显的颗粒

材料室内试验[20-21]体变曲线演化规律一致。 
图 7 为不同 b 值下中主应变和小主应变随大主应

变的演化关系。在不同围压下主应变间的关系曲线规

律相似，随着 b 值增大，中主应变以 25.0b 为临界

点逐渐由膨胀转为压缩，而小主应变方向均为膨胀，

且随 b 值增大，其膨胀性逐渐增强。 
试样内摩擦角 ( 1 3 1 3arcsin[( ) /( )]       )

与围压 3 的关系曲线如图 8（a）所示。随围压增大，

试样内摩擦角逐渐减小，其演化满足对数关系：

0   3 alg( / )p  ，式中 0 为 3 ap  时的内摩擦

角（ ap 为参考围压，通常取 1 个大气压），  为反映

内摩擦角随围压增大而降低的参数，本文中 0   
51.41°，   5.08°。图 8（b）、（c）分别为两种围

压下真三轴试验试样内摩擦角 与应力比参数 b 关系

曲线，并给出了由 Lade-Duncan 破坏准则和 Matsuoka- 
Nakai 破坏准则获得的预测曲线。可见，不同围压下，

数值试样的内摩擦角均随 b 值的增加先增加后减小，

峰值点均出现在 75.0b 处。与两种破坏准则的预测 

     

     
图 6 真三轴试验应力应变关系 

Fig. 6 Stress-strain relations from true triaxial tests 
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图 7 真三轴试验主应变间的关系曲线 

Fig. 7 Relations between principal strains from true triaxial tests 

 

 

 
图 8 内摩擦角与围压及 b 值关系曲线 

Fig. 8 Relations among friction angle and confining pressure and  

parameter b 

曲线相比，由 Lade-Duncan 破坏准则获得的内摩擦角

峰值出现在 5.0b 处，而 Matsuoka-Nakai 破坏准则预

测的峰值在 3.0b 处。总体上看，不同围压下

Lade-Duncan 破坏准则所得到内摩擦角与数值试验的

演化规律均较为吻合，更适合描述在真三轴应力状态

下的试样强度特性随 b 值的变化规律。 
2.2  试样级配与相对破碎率 

颗粒破碎对试样最直接的影响体现在加载前后试

样级配曲线的变化，因此许多研究者[2, 5, 22]以试样级配

的变化作为度量颗粒破碎的指标。其中以 Hardin[22]

所定义的相对破碎率应用最为广泛，其定义为 

r t pB B B   ，            (2) 
式中，总破碎量 Bt为试验后试样级配曲线与初始级配

曲线之间的面积，破碎势 Bp 为粒径 074.0d  mm 的

竖线与初始级配曲线之间的面积。需要说明 Bp的定义

基于 Hardin[22]的假设：在足够高的应力作用下，所有

颗粒均会破碎至粒径 074.0d  mm，而此假设并不符

合破碎的真实机理。试验结果[2]表明破碎导致颗粒粒径

的分布范围更为广泛，增加了细小颗粒的比例，但破碎

后试样内颗粒最大粒径一般不会发生明显变化，颗粒级

配最终会趋于一个满足分形理论的最优级配。因此，将

pB 的定义修正为满足分形理论的最优级配曲线与初始

级配曲线之间的面积[23]，最优级配曲线由下式定义： 
3

M( / ) D
dp d d    ，          (3) 

式中， dp 为粒径小于 d 的颗粒所占比例， Md 为样本

内最大颗粒粒径， D 为分形维数。 
图 9（a）为不同围压下常规三轴压缩试验后试样

的级配曲线。作为比较，图中给出了分形维数 8.2D
的分形级配曲线和初始级配曲线。团粒的等效粒径为

体积与团粒内子颗粒体积和相等的球体的直径。由于

在试样生成阶段部分团粒已经出现破碎现象，初始级

配包含有一定比例的小颗粒。可见，随着围压增大，

数值试验后试样级配曲线逐渐趋近于分形维数

8.2D 的分形级配。在本文的试验围压和应变范围
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内，可取分形维数 8.2D 的分形级配为最优级配来计

算相对破碎率 rB ，根据图 9（a）中的级配曲线计算出

不同围压下的破碎率，破碎率与围压的关系如图 9（b）
所示。样本的破碎率随围压的增大而增大，但增大的

速率逐渐降低，这暗示着若继续增大围压，破碎率最

终会趋于稳定，试样存在终极级配，这与文献[4，5，
23]的结论相一致。根据 Nakata 等[1]中 2.943  ，9.81 
MPa 的常规三轴试验后的级配曲线计算出其破碎率，

如图 9（b）所示。 2.943  时数值结果与试验结果相

差 11.6%， 81.93   MPa 时数值结果小 3.3%。数值

试验破碎率略小于试验数据，且高围压时差值较小。

由于数值试验中使用椭球形团粒模拟真实砂粒，无法

模拟真实砂粒的棱角，低围压下砂粒棱角对颗粒破碎

有明显影响，而高围压下真实砂粒的棱角磨损严重，

颗粒浑圆度与数值颗粒更为接近，导致数值试验破碎 
率在高围压时与物理试验更为吻合。 

 

 

 

 

 

 

图 9 常规三轴压缩试验级配曲线及破碎率演化 

Fig. 9 Particle-size distributions and relative breakage from  

conventional triaxial compression tests 

图 9（c）～（f）为围压分别为 10.03  ，30.0 MPa
时级配曲线和破碎率随轴向应变演化关系。当围压较

小时（ 10.03   MPa），试样级配离终极级配较远，

破碎率随轴向应变增加而线性增加，而围压较大时

（ 30.03   MPa），试样级配接近于最优终极级配，

破碎率随应变增大的速率逐渐减小。图 10 为不同 b
值下真三轴试验后样本的级配曲线及破碎率随大主应

变演化曲线。可见， 5.03   MPa 时，随 b 值增加，

试样最大破碎率由 8.9%增加到 47.5%，但不同 b 值下

试样的破碎率均随应变线性增加； 10.03   MPa 时

不同 b 值下试样最大破碎率由 76.5%增加到 91.4%，

但破碎率随应变增加的速率逐渐减小。 
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图 10 真三轴试验级配曲线及破碎率演化 

Fig. 10 Particle-size distributions and relative breakage from true  

..triaxial tests 

2.3  破碎率与能量 

Lade 等[2]指出颗粒材料的破碎率与试验过程中对

试样输入的能量直接相关，下面将就数值试验过程中

试样颗粒破碎率与对其输入能量间的关系进行论述。

真三轴应力状态下试样的主应力分别为 1 ， 2 ， 3 ，

主应变增量分别为 1 ， 2 ， 3 ，对试样单位体积

输入的能量为 

T 1 1 2 2 3 3W               

q vq p        。          (4) 

式中， v 1 2 3( ) 3      和 q 1 v    分别为

试样体积应变增量和剪切应变增量。在常规三轴应力

状态下有 32   和 32   。 
图 11 为常规三轴压缩试验与真三轴试验中对试

样输入能量与相应的破碎率之间的关系。计算输入能

量时以固结阶段开始时为起点，包括了试样在等向固

结阶段所吸收的能量。试样破碎率随着输入能量的增

加而增加，但其增加速率逐渐放缓。当输入能量较大

时，试样的级配接近于最优级配，需要输入更多的能

量才能产生相同的破碎率，破碎率逐渐趋于定值。Lade
等 [2]提出颗粒破碎率与输入能量满足双曲线关系：

r T T/( )B W W   ，式中， 和  均为试验拟合参数。

由于当输入能量极大时，破碎率应趋近于 1，因此  的

理论值应为 1。使用双曲线关系对数值试验结果进行

拟合，其中 1 ， 12.3 。可见，试样的破碎率与

输入能量之间呈现唯一的双曲线关系，这种关系与数

值试验应力水平，应力路径等试验条件无关。笔者认

为这可能是由于数值试验中所使用的数值试样的力学

性质几乎为各向同性，在试验过程中破碎耗能、摩擦

耗能及阻尼耗能等能量耗散与输入总能量的比例关系

对试验应力路径和试验方法等不敏感，所以不同的试

验条件下试样破碎率与输入能量才会存在唯一的关

系。这种宏观现象的成因还有待从能量耗散，接触力

链和组构各向异性等细观角度进一步研究分析。 

 
图 11 破碎率与输入能量的双曲线拟合关系 

Fig. 11 Hyperbolic relationship between relative breakage and  

total input energy 

3  结    论 
本文使用 DEM 数值模拟对由破碎强度满足

Weibull 分布的可破碎团粒组成的砂土试样进行了一

系列数值试验，包括不同围压下的常规三轴试验以及

不同 b 值下的真三轴试验，并对数值试验中试样的应

力应变行为、级配曲线以及颗粒破碎率演化规律进行

了分析，得到了以下 5 点结论。 
（1）随着围压增加，试样破碎率逐渐增大，应力

应变关系逐渐由应变软化向应变硬化过渡，且试样剪

胀性降低，而超过临界的高围压后，由于固结过程中

试样的大量破碎，试样体积膨胀反而增大。 
（2）真三轴试验中，随 b 值增加，偏应力比峰值

逐渐减小。由于破碎率随 b 值增加而明显增大，试样

剪胀性随 b 值增大而逐渐减弱。 
（3）内摩擦角随围压增大而逐渐减小，其演化关

系基本满足对数关系。内摩擦角 随 b 值增大先增加

后减小，但不同围压下峰值点处的 b 值有所差别，

Lade-Duncan 破坏准则较为适合描述其变化规律。 
（4）数值试样存在最优终极级配，相对破碎率随

围压和应变增加而增加，但随着级配趋近于终极级配，

增加速率逐渐降低。 
（5）相对破碎率与试验输入能量之间存在近似唯

一性的双曲线关系。这可能是由于对于各向同性试样，
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剪切过程中破碎耗能、摩擦耗能及阻尼耗能等与输入

总能量的比例关系对试验应力路径和试验方法等条件

不敏感，下一步将继续从能量耗散，接触力链和组构

的各向异性等细观角度对这种宏观现象的成因进行研

究分析。 
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