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类岩石脆性材料非闭合裂纹的Ⅰ–Ⅱ压剪复合型断裂 
准则研究 
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摘  要：实际工程中，结构体裂纹常处于拉剪和压剪复合受力状态，研究适合于复合型裂纹的断裂准则和裂纹扩展机

理具有重要的理论意义和实用价值。以Ⅰ-Ⅱ复合型裂纹为研究对象，基于线弹性理论，在考虑裂纹几何特征及受力形

式的基础上，系统介绍了裂纹应力强度因子（SIF）的理论解。提出了适用于Ⅱ型断裂的径向剪应力准则和双剪应力准

则。对于Ⅰ-Ⅱ复合型裂纹，提出用等效Ⅰ、Ⅱ型 SIF 比值与Ⅰ、Ⅱ型断裂韧度比值的关系判定裂纹断裂类型，并分别

选择适合于Ⅰ、Ⅱ型断裂的断裂准则，计算了裂纹断裂扩展理论角度。理论断裂角与预制非闭合裂纹类岩石脆性材料

压剪断裂试验结果符合得较好。 
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Compression-shear fracture criteria for mixed mode I-II of open crack of     
rock-like brittle materials 

LI Bu, HUANG Run-qiu, WU Li-zhou 
(State Key Laboratory of Geohazard Prevention and Geoenvironment Protection, Chengdu University of Technology, Chengdu 610059, China) 

Abstract: In practical projects, structural fracture often undergoes complex stresses. The studies on the fracture mechanism of 

mixed mode cracks are of important theoretical significance and practical implication. Based on the mixed I - II crack mode and 

the linear elastic theory, the geometrical characteristics and stress form of cracks are considered, and the theoretical solution of 

the stress intensity factor (SIF) at the crack tip is introduced. The radial shear stress criterion and the twin shear stress criterion 

for mode II fracture are put forward. For the I - II mixed-mode open crack, a new method to determine the fracture type is 

proposed by comparing the SIF ratio of equivalent mode I and II with that of mode I and II fracture toughness. In addition, an 

appropriate fracture criterion for mode I or II fracture is used to calculate the theoretical initiation angle. The compression-shear 

fracture tests on the brittle rock-like samples with a single open pre-crack are carried out under compression. The results 

indicate that the theoretical initiation angles and the experimental results are in good agreement.  
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0  引    言 
实际工程结构中，如岩石等脆性材料，内部或边

界上都存在有宏观裂隙缺陷，这些缺陷的存在破坏了

岩体的完整性，影响了岩体的力学性质和应力场分布，

同时裂纹尖端往往会产生应力奇异，从而影响岩体的

破坏模式[1]。因此研究裂纹的断裂扩展判据及其适用

条件、裂纹尖端应力强度因子的计算、含裂纹材料的

变形破坏特征等问题一直备受关注。目前裂纹的扩展

准则比较常用的主要有两类：①应力参数法：如最大

周向应力理论[2]，最小 J2准则[3-4]；②能量参数法：如

应变能密度因子理论[5]，最大能量释放率理论[6]，复

合型裂纹的应变能准则[7]等。周家文等采用在岩土材

料中广泛应用的 Mohr–Coulumb 和 Drucker–Prager 准
则建立了岩石压剪断裂判据，并分析了纯Ⅰ、纯Ⅱ型

裂纹与Ⅰ、Ⅱ型断裂韧度的关系[8]。这些准则都是在Ⅰ

型断裂（张拉断裂）的基础上建立的，却鲜有考虑到压

剪复合裂纹的Ⅱ型断裂（剪切断裂）扩展问题[9-10]。 
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对于闭合裂纹断裂扩展问题，目前研究已经相对

成熟。通过大量的试验和数值分析发现，闭合裂纹断

裂扩展时，只出现了张拉裂纹，而且方向是接近最大

周向拉应力方向，虽在一些试验中出现了剪切裂纹，

但都发生于张拉裂纹出现之后[11-17]。因此最大周向拉

应力理论、应变能密度因子理论、最大能量释放率理

论等被用来作为断裂判据和分析裂纹的启裂角[15-17]。

周小平基于扩展有限元法，建立压缩荷载作用下闭合

裂纹扩展过程数值模拟方法，并考虑裂纹Ⅰ型应力强度

因子的影响，得到的数值结果与试验结果吻合良好[18]。 
对于非闭合裂纹断裂扩展研究，一些学者通过试

验观察了裂纹的断裂形式，并通过理论和数值方法分

析了裂纹几何特征对尖端附近应力场的影响，如 
Bobet 等利用岩石相似材料做了压剪断裂试验，观察

到闭合裂纹和非闭合裂纹的断裂形式有差异，非闭合

裂纹首先出现了剪切断裂，并利用二维位移不连续法

分析对比了两种裂纹的应力场[10, 19-20]；车法星等利用

类岩石材料，研究了非闭合裂纹的压剪断裂，发现Ⅱ

型应力强度因子是推动裂纹起裂的因素，而Ⅰ型应力

强度因子则是抑制裂纹起裂的因素[21]。李银平等研究

发现裂纹几何特征对裂纹尖端应力强度因子影响明

显，研究了非闭合裂纹尖端曲率半径对Ⅰ型应力强度因

子的影响，获得了单裂纹及多裂纹的断裂破坏形式[15]。

这些研究仍没有系统的分析非闭合裂纹断裂启裂问

题，也没有提及适用于剪切断裂的准则。 
孙宗颀等发现纯Ⅱ型加载并不能产生Ⅱ型断裂，

因此采取了施加轴向压应力抑制周向拉应力的剪切盒

方法实现Ⅱ型断裂韧度的测试[22-23]。 Backers 等对上

下两端带圆形凹槽的圆柱试样进行了压缩试验，并通

过改变围压的大小实现了Ⅰ、Ⅱ型断裂，并测定了相

应的断裂韧度[24]。因此，裂纹Ⅰ、Ⅱ型断裂的发生是

有条件的，判断裂纹发生何种断裂类型，以及裂纹断

裂选用何种适合的断裂准则仍待研究解决。本文结合

线弹性理论和断裂理论，在考虑裂纹几何特征及受力

形式的基础上，系统的总结了裂尖应力强度因子的理

论计算公式；提出了适用于脆性材料的基于Ⅱ型断裂

的径向剪应力准则和双剪应力准则，同时提出了复合

型裂纹断裂类型的判别标准以及裂纹断裂准则的适用

范围，最后结合预制裂纹类岩石脆性材料压剪断裂试

验，利用Ⅰ–Ⅱ压剪复合型非闭合裂纹的断裂扩展对提

出的剪切断裂准则进行验证，并比较断裂角理论值与

试验结果。 

1  Ⅰ-Ⅱ复合型裂纹应力强度因子 
Ⅰ-Ⅱ复合型裂纹的极坐标分量如图 1 所示，线弹

性理论给出其尖端附近的应力场极坐标表达式为[17] 
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式中  KⅠ， KⅡ为裂纹面上Ⅰ、Ⅱ型 SIF； r ，  ，

r 为极坐标系下裂尖外单元的径向应力、周向应力和

剪切应力； 为裂尖外单元偏离原裂纹的角度（逆时

针为正，顺时针为负）；r 为单元距离裂纹尖端的距离。 

 
图 1 裂纹应力极坐标分量 

Fig. 1 Components of stress cracks in polar coordinate 

对于裂纹长度为 2a 的无限大板，受双轴应力

x
 ， y

 （规定拉应力为正，压应力为负）作用，
为裂纹与 y  作用方向的夹角，如图 2 所示。裂纹的

远场应力状态为 
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式中， ， T ， N 分别为裂纹的远场剪应力、横向

压应力和法向应力。 

 

图 2 Ⅰ-Ⅱ型复合裂纹受力图 

Fig. 2 Force diagram of crack mode mixedⅠ-Ⅱ 

1.1  非闭合裂纹的应力强度因子 

对于无限大板中具有一定缝宽的非闭合裂纹，裂

纹尖端的曲率半径  和横向压应力 T 均会对Ⅰ型SIF
（ KⅠ）产生影响。Muskhelishvihi[25]认为横向压应力



664                         岩  土  工  程  学  报                                    2017 年 

T 会在裂纹端部产生与其相垂直的拉伸应力，应力的

大小为 T 。Erdogan 等认为受压裂纹的Ⅰ型 SIF 可取

负值[2]；而李世愚等认为裂纹两侧物质相互之间不可

入性以及负的 KⅠ的绝对值超过断裂韧度 KⅠC 并不会

发生Ⅰ型断裂，因此 0K =Ⅰ
[17]。本文认为非闭合受压

裂纹 0K Ⅰ ，其对应的周向应力场也相应反号，此时

Ⅰ型 SIF 的周向应力场会对Ⅱ型 SIF 的周向拉应力场

起到抑制作用。因此，裂纹的 SIF 应为 
N T
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式中， TKⅠ ， NKⅠ 分别为裂纹横向压应力和法向应力

产生的 SIF，两者表达式为[15, 17, 25] 

T T

T T T

N N

0 ( 0)
1 π ( / 0 0)
2

π

K

K a a a

K a



   



 

   

 

Ⅰ

Ⅰ

Ⅰ

      ，

 ， ，

。

(4) 

式中，  为裂纹尖端曲率半径。 
1.2  闭合裂纹的应力强度因子 

对于闭合裂纹，裂纹两侧物质无法互相嵌入，裂

纹端部的 SIF 为 
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式中，u 为裂纹面上的摩擦因数。 
若为有限大板，裂纹与模型宽度比值若能满足

a/w ≤ 0 2. ，式（4）、（5）仍能较为精确的表示 SIF，
误差值在 10%以内[26-27]。 

2  剪切断裂准则 
1963 年 Erdogan 等[2]提出了最大周向应力理论。

该理论认为：Ⅰ-Ⅱ型复合裂纹将沿着最大拉应力

max 所对应的 0θ 方向扩展，这也与 Griffith 强度理论

的思想一致，而且这种准则所得到的断裂启裂角和许

多试验结果相吻合，因此得到广泛应用，并由此衍生

出许多其它断裂准则，如应变能密度因子理论、最大

能量释放率理论、最小 J2准则等，这些理论引入了材

料参数，结果更为准确。但这些准则仅仅适用于Ⅰ型

断裂，因此本文提出了适用于Ⅱ型断裂的径向剪应力

和双剪应力准则。 
2.1  径向剪应力准则 

Bobet 在裂纹压剪断裂试验中发现了剪切裂纹，

剪切裂纹靠近原裂纹面方向，而且数值计算结果显示，

剪切断裂接近某个径向剪应力的极值方向[10]。因此本

文基于线弹性理论提出了径向剪应力准则，即在一定

条件下，裂纹也会沿着尖端径向剪应力绝对值最大的

方向 Ⅱ1 发生Ⅱ型断裂， Ⅱ1 满足 
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满足式（6）条件的解 Ⅱ1 为 
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当裂纹尖端区域由于剪应力 r 过大而发生剪切

断裂时，断裂发生取决于材料Ⅱ型断裂韧度，故可将

裂纹等效为纯Ⅱ型裂纹，其等效应力强度因子 KⅡ1为 
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裂纹断裂准则为 
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2.2  双剪应力准则 

裂纹尖端主应力为 
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将式（1）代入式（10）得 
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俞茂宏指出，为考虑材料的固有特性和说明裂纹

滑开扩展方向，考察由裂纹尖端单元体 3 个主剪应力

中较大的两者组成的双剪应力[28]。由弹性理论可知，

最大或最小剪应力的解共代表 18 个平面，其中 6 个主

平面（ 0  ），另外 12 个平面为主剪应力平面，有[29] 
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双剪应力表达式为 
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式中， 为材料拉压强度的比值， t c/   。将式（11）
代入式（13）并引入双剪应力强度因子 s ( , , )T K K Ⅰ Ⅱ ，

得到线弹性条件下的双剪应力： 

s
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在一定条件下，裂纹将沿着等径向剪应力线上双
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( , , )
cos sin (3cos 1)

2

T K K
F K K  

K K




  


 

Ⅰ Ⅱ
Ⅰ Ⅱ

Ⅰ Ⅱ

。(17) 

启裂角 Ⅱ2 若满足 

 

2

2

0

0

0

F

F

f >





   
   



 ，

 ，

，
              

(18) 

裂纹发生Ⅱ型断裂，断裂扩展取决于材料Ⅱ型断裂韧

度，其等效的Ⅱ型应力强度因子为 

 1 cos sin (3cos 1)
2 2

K K K  
   Ⅱ2

Ⅱ2 Ⅰ Ⅱ2 Ⅱ Ⅱ2 。(19) 

材料断裂判据为 

cK KⅡ2 Ⅱ 。               (20) 

3  裂纹断裂类型判别及断裂准则选用 
孙宗颀等发现，裂纹纯剪加载时，岩石发生偏离

原裂纹的Ⅰ型断裂，得到的Ⅰ型断裂韧度 cKⅠ 大于Ⅱ

型断裂韧度 cKⅡ 。但岩石材料的抗拉强度一般是低于

抗剪强度的，因此这一结果显然与岩石材料性质相矛

盾。剪切加载试验发现，用剪切盒同时对岩样施加垂

直裂纹面的压力，可以抑制裂纹发生Ⅰ型断裂，实现

裂纹Ⅱ型断裂扩展[22]。 
既然剪切盒试验中岩样发生的是Ⅱ型断裂，那显

然不能再用基于Ⅰ型断裂的最大周向应力理论等去判

定裂纹断裂扩展。因此，对裂纹的断裂类型进行判别，

并选用适当的断裂准则显得十分必要。 
Ⅰ型裂纹尖端剪切应力 r 和周向应力  的无因

次应力强度因子 rf  ， f 变化曲线如图 3 所示，裂纹

的无因次Ⅰ，Ⅱ型应力强度因子分别为 
2

2

2 ( )

2 ( )

y x

r r y x

f r a +

f r a +

 

 

  

  

 

 

 


 

，

。
      (21) 

Ⅱ型裂纹尖端剪切应力 r 和周向应力  的无因

次应力强度因子 rf  ，f 变化曲线如图 4 所示。从图 3，
4 中可以看出，Ⅰ型拉裂纹（ 0K Ⅰ ）， max 

 
max

0r  ，断裂为Ⅰ型；Ⅰ型非闭合压裂纹（ 0K Ⅰ ），

maxmax
0r   ≥ ， 断 裂 为 Ⅱ 型 ； Ⅱ 型 裂 纹 ，

max max
0r    ，断裂为Ⅰ型。 

 

图 3 Ⅰ型裂纹无因次应力强度因子分布曲线 

Fig. 3 Distribution curves of dimensionless SIF of mode - I 

对于Ⅰ-Ⅱ复合型裂纹，裂纹尖端应力场为Ⅰ、Ⅱ

型 SIF 的应力场叠加。因此，Ⅰ-Ⅱ拉剪复合型裂纹的

Ⅰ、Ⅱ型 SIF 使周向拉应力在 β=-180°－0°区域增

强， max max
0r    ，断裂为Ⅰ型；Ⅰ-Ⅱ压剪复合

型闭合裂纹（ 0K =Ⅰ ）尖端应力场仅由Ⅱ型应力强度

因子决定， max max
0r    ，断裂为Ⅰ型；Ⅰ-Ⅱ压

剪复合型非闭合裂纹（ 0K Ⅰ ）的Ⅰ型 SIF 会抑制Ⅱ

型 SIF 的周向拉应力场，此类裂纹可用等效Ⅰ、Ⅱ型

SIF（ KⅠe ，KⅡ1）的大小关系确定发生何种断裂形式，

即 

0 :
1 :

0 1 :

0 1 :

K
K K

K K K K K K

K K K K K K

 


 


   
   

e

e Ⅱ1

e Ⅱ1 e Ⅱ1 Ⅱc

e

Ⅰ

Ⅰ

Ⅰ Ⅰ Ⅰc

Ⅰ Ⅰ ⅠcⅡ1 e Ⅱ1 Ⅱc

Ⅱ型断裂，

Ⅰ型断裂，

Ⅰ型断裂，

Ⅱ 断裂，

，

型，

(22) 
式中， KⅠe 由最大周向应力理论确定的断裂角 0Ⅰ 决

定，分别由下式计算[17]： 

 

2

0

0
0 0

1 1 8( )
2arctan

4( )
1 cos 1 cos 3 sin
2 2

K K
=

K K

K K K




 

 





      

Ⅱ Ⅰ

Ⅰ

Ⅱ Ⅰ

Ⅰ
Ⅰe Ⅰ Ⅰ Ⅱ Ⅰ

，

。

(23) 

对于发生Ⅰ型断裂的裂纹，应选择最大周向应力

理论、应变能密度因子理论等作为断裂准则；对于发
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生Ⅱ型断裂的裂纹，若材料为线弹性或者脆性，应选

择文中提出的径向剪应力准则、双剪应力准则作为断

裂准则。 

 

图 4 Ⅱ型裂纹无因次 SIF 分布曲线 

Fig. 4 Distribution curves of dimensionless SIF of mode -Ⅱ 

4  压剪裂纹断裂分析 
4.1  模型理论断裂角 

按照如图 2 所示构建模型，模型为长方体（B×D
×H=50 mm×50 mm×100 mm），中心贯通裂缝长度

为 2 10 mma  ，厚度 3 mmb  ，尖端曲率半径    
1.5 mm ，承受单轴压缩荷载作用（ 0x

  ， 0y
  ），

并假设裂纹断裂过程中并未闭合，图 5 是运用径向剪

应力准则、双剪应力准则、最大周向应力理论（ max 理

论）、应变能密度因子理论（S 理论）所确定的断裂启

裂角与裂纹角的关系。从图 5 可以看出， max 理论与

S 理论得到的断裂角比较接近，S 理论得到的断裂角

与材料泊松比有关，断裂角随着泊松比的增大而增大；

径向剪应力准则与双剪应力准则得到的断裂角比较接

近，径向剪应力准则仅仅与裂纹应力场有关，而双剪

应力准则求得的断裂角与材料抗拉压强度的比值 α 有

关。图 6 为不同裂纹角度时尖端最大无因次Ⅰ、Ⅱ型

SIF 变化曲线，从图 6 可以得到，尖端最大无因次Ⅰ、

Ⅱ型 SIF 均随着裂纹角度的增大而先增大后减小，当

裂纹角度较小时， 1K K Ⅰe Ⅱ1 ，裂纹角度超过一定

值后， 1K K Ⅰe Ⅱ1 。 
4.2  试验分析 

利用类岩石脆性材料，制作如 4.1 节所述的长方

体模型，裂纹角度设置有 15°，30°，45°，60°，

75°5 种，并在 MTS 815 试验机进行了单轴压缩试验，

得到了裂纹的断裂扩展形式，如图 7 所示，试验过程

中，裂纹未发生闭合。利用巴西圆盘试验测得类岩石

试样的断裂韧度比值为 K K Ⅰc Ⅱc 0.81，利用单轴压

缩试验和劈裂试验测得材料弹性模量 E=1.354 GPa，
泊松比 =0.21，抗拉压强度的比值 α=0.18。 

 

图 5 裂纹角与启裂角（β–θ）之间的关系 

Fig. 5 Relationship between crack angle and initiation angle 

（β–θ） 

 
图 6 不同裂纹角度时尖端最大无因次Ⅰ、Ⅱ型 SIF 

Fig. 6 Maximum dimensionless SIF modeⅠandⅡat crack tip  

..under different crack angles 

 
图 7 类岩石断裂起裂试验结果 

Fig. 7 Test results of rock-like fracture initiation 
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利用式（22）判定断裂类型，判定结果如图 8 所

示。根据断裂类型选择相应的断裂准则，并计算理论

断裂角，如图 9 所示。对比图 8 中各种断裂准则的理

论断裂角与试验结果，不难发现，当裂纹角度处于Ⅰ

型断裂区时，试验得到的裂纹启裂角更接近于用 σmax

理论和 S 理论得到的理论值；当裂纹角度处于Ⅱ型断

裂区时，试验得到的裂纹启裂角更接近于用径向剪应

力准则和双剪应力准则得到的理论值。 
综合试验数据可以看出，利用式（22）判定断裂

类型，并选择相应的断裂准则预测断裂角是成功的。 

 
图 8 类岩石长方体试样裂纹断裂类型判定图 

Fig. 8 Determination of crack fracture type for cuboidrock-like  

.samples 

 
图 9 断裂角理论值与试验结果的比较 

Fig. 9 Comparison between theoretical and experimental fracture  

angles 

5  结    论 
（1）对于压剪闭合裂纹， 0K Ⅰ ；而对于压剪非

闭合裂纹， 0K Ⅰ ，此时Ⅰ型 SIF 会对Ⅱ型 SIF 的周

向拉应力场产生抑制作用。 
（2）对于发生Ⅱ型断裂的裂纹，基于线弹性理论

提出了径向剪应力准则和双剪应力准则。该准则得到

了脆性材料的试验验证。径向剪应力准则仅仅与裂纹

应力场有关，而双剪应力准则与材料的拉压强度比值

 有关。 
（3）对于含Ⅰ-Ⅱ压剪复合型非闭合裂纹的脆性

材料，首先利用Ⅰ、Ⅱ型等效 SIF 比值和对应断裂韧

度比值的大小关系来判定裂纹断裂类型，再选择适合

的断裂准则：对于Ⅰ型断裂的裂纹，选择最大周向应

力理论、应变能密度因子理论等作为断裂准则；对于

Ⅱ型断裂的裂纹，选择本文提出的径向剪应力准则、

双剪应力准则作为断裂准则，获得的理论断裂角与脆

性材料压剪断裂试验结果吻合较好。 
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