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考虑颗粒破碎的砂土临界状态特性描述 
罗  汀，刘  林，姚仰平 

(北京航空航天大学交通科学与工程学院，北京 100191) 

摘  要：近年来，随着土石坝和高填方等工程的兴建，粒状土得到了广泛的应用。粒状土在高应力作用下会发生颗粒

破碎的现象相当严重，因此粒状土的颗粒破碎问题不容忽视。为了更合理地描述颗粒破碎对粒状土中砂土力学特性的

影响，首先分析砂土试验结果，得出了砂土颗粒分别在平均正应力和剪应力作用下的破碎特性。其次，基于 UH（unified 
haedening，统一硬化）模型，引入可以表示砂土压缩破碎和剪切破碎的相关参数，建立了可以考虑颗粒破碎的砂土本

构模型。该模型不仅能够反映砂土的剪胀、剪缩、应变硬化和软化等特性，而且可以反映在平均正应力的作用下，不

同的压缩曲线最终会归一的特点，同时还能够反映剪应力作用下砂土临界状态线下移的现象。最后，使用模型预测了

Lade 的常规三轴试验，模型预测结果与试验结果符合良好，说明该模型能够合理地描述砂土的力学特性。 
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Description of critical state for sands considering particle crushing 

LUO Ting, LIU Lin, YAO Yang-ping 
(School of Transportation Science and Engineering, Beihang University, Beijing 100191, China) 

Abstract: In recent years, granular soil is widely used in more and more earth-rockfill dams and high-filled projects being built. 

However, particle crushing of granular soil can not be ignored as the particle crushing of granular soil under high stress is very 

common. In order to describe the behaviours of sands, some researches are completed as follows. Firstly, by analyzing the 

experimental results, some breaking characteristics of sands are discovered under the applied pressure stress and shear stress. 

Secondly, based on the UH model, a constitutive model for sands is proposed by introducing three new parameters of particle 

crushing which are about pressure stress and shear stress respectively. The proposed model is capable of describing the 

characteristics of sands, such as stress-strain relationships, shear dilatancy, strain-hardening and softening. In addition, the 

characteristics, that different compression curves will eventually arrive together under high stress and the critical state line will 

move down under shear stress, can also be reflected by the model. Finally, by comparing the predicted results of the model and 

the test results of Lade’s, it is proved that the proposed model can describe the behaviours of sands well. 

Key words: sand; particle crushing; UH model; critical state line 

0  引    言 
近年来，随着土石坝、高填方等重大工程的兴建，

具有良好工程特性的粒状土（堆石、砂石、砂土）得

到广泛应用。为了满足实际应用的需求，坝体高度和

填方高度逐渐增加，土石坝和高填方内部产生较高的

应力，导致粒状土发生颗粒破碎。颗粒破碎对粒状土

的力学性质影响较大，因此，粒状土的破碎问题不容

忽视。本文拟针对粒状土中砂土的颗粒破碎问题进行

研究  
Terzarghi 等[1]对砂土在高应力水平下进行单轴压

缩试验时，发现颗粒的破碎十分显著。同时发现颗粒

破碎使得压缩曲线的斜率会明显变陡。De Souza[2]对

多种砂进行了高压试验，发现在压缩过程中存在一个

破碎点，在应力低于破碎点应力时，砂粒破碎程度较

小，在应力高于破碎点应力时，砂粒破碎相当明显。

Yamamuro 等[3-4]对砂土进行了一系列高压排水和不排

水三轴试验，得出了与 De Souza 相同的结论。Daouadji
等 [5]提出颗粒破碎会导致临界状态线的位置发生变

化，并且基于此建立了砂土破碎的本构模型，但是模

型参数较多，不便工程使用。Muir 等[6]、Thevanayagam
等[7]分别通过 DEM 和室内试验证明了 Daouadji 提出
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的观点。李相崧等[8]基于 Dafalis 边界面模型引入状态

参量建立了砂土本构模型，该模型共有 11 个参数。姚

仰平等[9]针对粒状材料的颗粒破碎特性，建立了砂土本

构模型。基于 Daouadji 的观点，胡伟等[10]结合消耗塑

性功建立了一个能够考虑颗粒破碎效应的本构模型。

Sheng 等[11]通过双对数坐标描述了砂土的等向压缩特

性和临界状态特性。 
本文拟在 UH（unified hardening，统一硬化）模

型[12]的基础上，考虑颗粒破碎致使临界状态线位置发

生变化的特性，引入表示颗粒压缩破碎和剪切破碎程

度的参数，建立可以考虑颗粒破碎的砂土模型。 

1  砂土的试验规律 
1.1  一维压缩特性 

图 1 是砂土的一维固结试验曲线[5]。与正常固结

黏土在 e–lgp 坐标系（e 为孔隙比，p 为平均正应力）

内的压缩曲线为直线不同，砂土的压缩线在 e–lgp 空

间上为曲线，见图 1。这是由于砂土颗粒的破碎加大

了材料的变形。在压缩过程中，压缩曲线开始发生弯

曲处出现一个破碎点，该破碎点所对应的应力称为破

碎应力。当平均正应力 p 低于破碎应力时，压缩曲线

的斜率较小，原因是颗粒破碎不明显，且能够填充孔

隙的细小颗粒有限，较大颗粒之间形成一种架空结构，

使得砂土变形较小，如图 2（a）所示；当平均正应力

p 超过破碎应力时，颗粒破碎变得明显。随着破碎的

持续发生，砂土的压缩曲线逐渐趋于一条直线，变得

与黏性土的等向压缩线形状相似。这是由于大量颗粒

因挤压发生破碎，粒径急剧减小，细小颗粒填充于砂

土孔隙中，之前形成的大颗粒骨架结构消失，造成土

体较大的变形，如图 2（b）所示。此时压缩变形已经

不受初始密度的影响，而只受颗粒破碎的控制。 

图 1 砂土一维固结试验结果[5] 

Fig. 1 Results of consolidation tests on sands 

1.2  剪切特性 

砂土的剪切特性受土料的初始密度和围压的影

响。同一种土料，不同的初始条件，土的应力应变关

系曲线和体积应变曲线均呈现不同的类型，如图 3 所

示。  

 
(a) 

 
(b) 

图 2砂土颗粒排列示意图 

Fig. 2 Particle arrangement of sands 

图 3 不同初始条件下的体变和应力–应变关系示意图 

Fig. 3 Volumetric strains and stress-strain relationships with  

.different initial conditions 

1.3  临界状态特性 

Hardin 等[13]提出的相对破碎参数 Br 可以描述土

料的破碎程度，Br由 0 向 1 逐渐变化，当 Br越大，破

碎越严重。Lade 等利用相对破碎参数 Br 描述了

Cambria 砂的临界状态与破碎的关系，见图 4 和图 5。
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如图 4 所示，当应力相对较小时，Br接近 0，说明颗

粒几乎没有发生破碎；当应力高于 4 MPa 时，Br开始

突然增大，以上现象说明该材料的颗粒破碎应力为 4 
MPa。图 5 中显示，从颗粒破碎应力开始，材料的临

界状态线突然向下发生移动，从而导致临界状态线与

压缩线之间的距离变大。这一现象与 Daouadji 等[5]、

Muir 等[6]、Thevanayagam 等[7]提出的临界状态线位置

随着颗粒的破碎而发生下移的观点一致。 

 

图 4 相对破碎参数 Br与平均正应力 p 的关系[3] 

Fig. 4 Relationship between Hardin’s relative breakage parameter  

Br and effective mean normal stress p 

 

图 5 孔隙比 e 与平均正应力 p 的关系[3] 

Fig. 5 Relationship between void ratio and effective mean normal  

stress p 

2  等向压缩描述 
经典的临界状态土力学认为在 e–lnp空间内正常

固结黏性土的压缩线为一条直线（简称为 NCL），超

固结土的压缩线均为曲线，见图 6 所示。对于同一种

黏土，NCL 具有特殊性和唯一性。鉴于此，基于临界

状态土力学建立的本构模型均以 NCL 为参考线。 
其中黏性土 NCL 上的压缩变形可按下式进行计

算： 
lne N p    。          (1) 

式中  为 e–lnp 空间上正常压缩线斜率；N 为 NCL
上平均正应力为 1 kPa 时对应的孔隙比。 

对于砂土，无论初始状态如何，其压缩曲线在 e

–lgp 空间内均为曲线，如图 1 所示。因此，针对砂

土无法提出类似于黏性土 NCL 的特殊曲线来作为参

考线。然而，通过整理砂土试验数据[14]发现，在 e–
lg(p+ps)空间上的压缩曲线与黏性土在 e–lgp 空间上

的压缩曲线形状类似，同样会形成一条近似直线的压

缩线，见图 7 所示。 

图 6 黏性土等向压缩示意图 

Fig. 6 Isotropic compression for clay soils 

 

 

图 7 在 e–lg (p+ps)空间上砂土一维压缩曲线[14] 

Fig. 7 One-dimensional compression curves for sands in e– 

lg(p+ps) plane [14] 

本文在 UH 模型的基础上，引入应力 ps来计算砂

土在等向压缩条件下的压缩变形，具体加载曲线见图

8。同时将在 e–ln(p+ps)空间上与黏性土 NCL 类似的

等向压缩线定义为参考压缩线，称为 RCL。 
RCL 上的压缩变形可按下式计算： 
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  。        (2) 

式中，为 e–ln(p+ps)空间上 RCL 的斜率；N 为 RCL
上平均正应力为 1 kPa 时所对应的孔隙比。 

图 8 砂土在 e–ln(p+ps)空间上的等向压缩示意图 

Fig. 8 Isotropic compression for sands in e–ln(p+ps) plane 

为了研究应力 ps 的意义，本文通过式（2）求出

在 e–lnp 空间上 RCL 的曲率 K， 
s s

3/ 22 2 2
s

( )

( )

p p p p
K

p p p







   

 ，     (3) 

通过式（3）可以得出当 p=ps时，RCL 的曲率最大，

见图 9。 

 

图 9 曲率 K 与平均正应力 p 的关系图 

Fig. 9 Relationship between curvature and mean normal stress 

同时，整理试验数据[14]发现，在 e–lgp 空间内，

当 p=ps时，RCL 开始接近直线，见图 10 所示。 

图 10 在 e–lg p 空间上砂土一维压缩曲线[14] 

Fig. 10 One-dimensional compression curves for sands in e–lgp  

plane[14] 

结合图 9 和图 10，分析在 e–lg p 空间内，平均

正应力达到应力 ps时，砂土土颗粒形成的架空结构有

可能已经在此刻消失，整体结构有可能开始进入相对

稳定阶段，变形开始主要依赖颗粒挤压破碎，此时土

颗粒状态如图 2（b）所示。通过以上分析，本文将应

力 ps定义为砂土的结构应力。 

3. 本构关系及临界状态描述 
3.1  考虑颗粒破碎的砂土本构关系 

（1）硬化定律 
与 Cam–clay 模型相比，UH 模型在硬化参量上做

了改进。UH 模型采用了与潜在强度和临界状态应力

比相关的统一硬化参量，表达式如下： 
4 4

p pf
v v4 4

1d d dMH H
M


 

 


  
    ，  (4) 

其中 
4 4

4 4
f

M
M










  。                (5) 

式中   为应力比，即广义剪应力 q 与平均正应力 p
的比值。M 为临界状态应力比；Mf为土的潜在强度，

计算式为 

f 6 1k k kM
R R R

      
   

 ，      (6) 

其中 
2

12(3 )
Mk

M



  ，                (7) 

式中，R 为超固结参数或者密实参数。 
（2）屈服条件 
a）当前屈服面 
本文采用破碎应力来反映颗粒剪碎。颗粒破碎可

以导致砂土的临界状态线下移，使得 CSL 与 RCL 之

间的距离随着破碎程度而改变。姚仰平等[15-16]在椭圆

屈服面的基础上，引入一个状态参数 χ，将椭圆屈服
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面修正为与砂土相符的泪滴形屈服面，屈服面方程为 
2

2 2 1 0xp
M p

f 


  


   。    (8) 

式中  p 为当前平均正应力；px为当前屈服面与 p 轴

的交点；  由初始平均正应力 p0 和初始孔隙比 e0 决

定，是修正 RCL 与 CSL 之间距离的一个初始状态参

数，0≤  ≤1。 
通过论文前面分析，砂土的破碎程度同时受破碎

应力和当前平均正应力的影响，因此砂土的 RCL 与

CSL 之间的距离也应受二者的影响。所以本文将 χ 修
正为 

2

0
c

1 exp p
p

 
             

  ，      (9) 

式中， 0 是依赖于 RCL 与 CSL 之间距离所确定的一

个修正参数，pc为破碎应力。  
在以上屈服面的基础上，引入砂土结构应力 ps得

到当前屈服面的表达式： 
2

s 0 s2 2ln 1 ln( )xp pf p p
M


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4 4
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f
4 4 01 dM

c M








   。       (10) 

如图 11 所示，土的当前屈服面为当前应力点所在

的屈服面。式中 0xp 为当前屈服面与 p 轴的初始交点；

0( ) /(1 )pc e    ；κ 为 e–ln(p+ps)空间上弹性回弹

线斜率。 

 

图 11 当前屈服面和参考屈服面示意图 

Fig. 11 Current yield surface and reference yield surface 

b）参考屈服面 
如图 11 中所示，参考屈服面是参考应力点所在的

屈服面， p 为等应力比条件下参考屈服面上与当前平

均正应力 p 所对应的应力。引入参考屈服面后，可借

用当前屈服面和参考屈服面的关系来描述土的超固结

程度和密实程度。本文采用的参考屈服面表达式为 

2

s 0 s2 2ln 1 ln( )xp pf p p
M



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

 

p
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p

01 d
c

    ，              (11) 

式中， 0xp 为参考屈服面与 p 轴的初始交点。 
（3）超固结参数（密实参数） 
当前屈服面与参考屈服面的关系反映了土的超固

结程度和密实程度，具体用超固结参数（密实参数）

R 来表示。其中，R 为等应力比条件下当前应力与参

考应力的比值，即 
p qR
p q

    。              (12) 

通过参考屈服面方程式（11）可求得 

0
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结合式（12）和式（13），可得 

0

2
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
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式中， p
v 为加载过程中的塑性体积应变。 

（4）考虑剪切的应力应变关系 
根据 Hooke 定律计算弹性应变增量：  

e
v

0 s

dd
1

p
e p p


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 
  ，        (15) 

p
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2 1 dd
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
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 

  ，    (16) 

式中， 为土的泊松比， 0/(1 )c e   。 
塑性体应变增量的计算式为 

p
vd g

p
 





  ，               (17) 

其中，为塑性标量因子，表达式为 

4 4
f
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g 为塑性势面，其表达式为 
2

2 2 0xg
M p

M
p

      。     (19) 

塑性剪应变增量可按下式计算： 
p
dd g

q
 





  ，               (20) 

则  
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在 p–q 空间中的应力应变关系可表示为 
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式中 
2 2 2

0 =( )A M p q  
2 2 2 2 2 2

s( (1 ) ) ( )M p q p p M p q        ， (24) 
4 4 2 2 2 4(1 2 ) (1 ) +A M p M p q q        

2
4 20

2
c c

2 exp pq p
p p
   

     
  。         (25) 

该模型通过引入破碎参数考虑了发生破碎时砂土

特性的改变，且当参数 0 和结构应力 ps 均为 0 时，

模型可退回到 UH 模型。  
3.2  一维压缩特性描述 

利用本文所提出的模型计算相同初始压力、不同

初始密度下的砂土等向压缩，结果见图 12。图中各曲

线在低压时斜率均较小，说明土体变形较小，表示土

颗粒破碎不明显。随着压力的增加，颗粒破碎逐渐发

生，压缩曲线斜率开始增大。最终，各条压缩曲线都

趋于一条稳定压缩曲线，此时初始密度的影响已经消

失，压缩特性主要由颗粒挤压破碎所控制，与等向压

缩试验现象一致。 

 

图 12 等向压缩的预测曲线 

Fig. 12 Prediction in isotropic consolidation with different initial 

 void ratios 

3.3  剪切特性描述 

本文所提出的模型对初始孔隙比为 0.5，围压在

1.0 MPa 到 5.0 MPa 的砂土进行计算，见图 13，在应

力较高时，应力应变关系表现为应变硬化，体积应变

表现为剪缩；在应力较低时，应力应变关系表现为应

变软化，体积应变表现为剪胀。通过图 13（c）中各

曲线的变化趋势，可以得到土料在不同围压下的应力

比最终都达到临界状态应力比，并且在围压较小时，

在加载过程中会出现峰值应力比，围压越小峰值应力

比越高。 

 

图 13 相同初始密度，不同初始围压下的模型预测 

Fig. 13 Predictions using model with same initial density and  

.different initial confining pressures 

如图 14 所示，本模型对初始围压为 1.0 MPa，不

同初始密度的计算结果显示，密实土料的应力应变关

系表现为应变软化，体应变表现为剪胀；松散土料的

应力应变关系表现为应变硬化，体应变表现为剪缩。

同时，通过图 14（c）可以得到，不论密实还是松散
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的土料，应力比在最终都达到临界状态应力比，且土

料越密实，在加载过程中峰值应力比越高。 

 

 

 

图 14 相同初始围压，不同初始密度下的模型预测 

Fig. 14 Predictions using model with same initial confining  

pressure and different initial densities 

以上分析表明，本文所提出的模型能够定性反映 
伴有颗粒破碎的砂土的固结特性和剪切特性。 
3.4  临界状态特性描述 

相较于平均正应力，剪应力更容易使颗粒发生剪

碎现象，从而产生很多细小的颗粒，同时细小颗粒填

充材料孔隙，使得与不发生破碎时相比，孔隙比变化

较大，因此随着颗粒破碎程度的不同，临界状态线的

位置也不同，且颗粒破碎程度越大，临界状态线离参

考压缩线的距离越远。如图 15 所示，当 0 =0 时，表

示模型中只有平均正应力引起颗粒破碎，剪应力不引

起颗粒破碎；当 0< 0 <1 时，表示模型中平均正应力

和剪应力均会引起颗粒破碎，并且破碎程度越大， 0
越大；当 0 =1 时，表示颗粒发生最大程度的破坏。 

图 15 CSL 位置的分析 

Fig. 15 Analysis of CSL location  

4  模型试验验证 
本文将与 Lade 等[3]对 Cambria 砂的试验数据进行

对比，来验证所提模型。 
4.1  参数分析及确定 

（1）UH 模型中所需参数均可通过室内常规试验

得到。其中 λ 为 RCL 在 e–lnp 空间上渐近线的斜率，

N 为 RCL 上平均正应力为 1 kPa 时所对应的孔隙比，

定义 N 与 CSL 上平均正应力为 0 时所对应的孔隙比

近似相等，即 N 决定了临界状态线（CSL）和参考压

缩线（RCL）的位置，见图 16。 

图 16 砂土 RCL 与 CSL 示意图 

Fig. 16 RCL and CSL for sands 

（2）相对于 UH 模型，本文所提出的模型中增加

了 3 个与破碎有关的参数。 
a）结构应力 ps的确定方法 
结构应力 ps 是指 RCL 上砂土的架空结构消失，

整体结构开始进入相对稳定阶段时所对应的应力，可

根据下式进行计算。 

0
0

s
0

exp

1 exp

N e p
p

N e




   
 

   
 

 。  (26) 

式中  e0为砂土在 RCL 上的初始孔隙比；p0为砂土在

RCL 上的初始平均正应力。另外，也可通过调整结构
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应力 ps 使得 RCL 在 e–ln(p+ps)空间上转变为直线来

确定结构应力 ps。由于本文没有 RCL 的试验数据，因

此可通过等向压缩试验拟合得到，见图 17。 

图 17 与颗粒压缩破碎相关的参数分析 

Fig. 17 Parametric study on particle crushing caused by  

..compression  

如图 17 所示，由于等向压缩不会发生破坏，即等

向压缩不涉及临界状态，所以当 ps等于 0 时，RCL 为

一条直线，本模型回归到 UH 模型。随着 ps的增大，

RCL 发生弯曲，此时可以描述含有颗粒破碎的砂土一

维特性。 
b）破碎应力 pc的确定方法 
破碎应力 pc是指在 RCL 上砂土开始发生破碎时

所对应的应力。当平均正应力达到破碎应力时，虽然

破碎已经开始发生，但是砂土颗粒的架空结构仍然存

在，只是此架空结构在随着破碎程度的增加逐渐消失，

砂土整体结构逐渐向稳定状态发展。破碎应力 pc可通

过室内等向压缩试验和筛分试验得到，见图 4 和图 5。 
c）χ0的确定方法 
χ0是依赖于 RCL 与 CSL 之间距离所确定的一个

修正参数，可通过临界状态线拟合得到，见图 18。由

于临界状态线的位置受颗粒破碎程度的影响，因此 χ0

越大，说明破碎程度越大。图 18 显示，当 χ0=0.8 时，

CSL 的计算值与试验值相近。 

 

图 18 与颗粒剪切破碎相关的参数分析 

Fig. 18 Parametric study on particle crushing caused by shearing 

通过以上方法确定的 Cambria 砂的材料参数如表

1 所示。 

表 1 模型参数取值 

Table 1 Values of model parameters 
材料参数 数值 备注 

M 1.33 
λ 0.16 
κ 0.04 
  0.1 
N 0.605 

与 UH 模型相同 

ps/MPa 11.0 
pc/MPa 4.0 

χ0 0.8 破碎参数 

4.2  模型预测与试验数据对比 

图 19 是对初始孔隙比为 0.521 的 Cambria 砂进行

等向压缩试验预测，与试验数据相比，预测结果较好。 

图 19 等向压缩计算 

Fig. 19 Prediction in isotropic consolidation 

图 20 是对初始孔隙比为 0.521 的 Cambria 砂进行

三轴排水试验预测模拟，其中三轴排水的初始围压分

别为 2.1，4.0，5.8，8.0 MPa，计算结果可以反映砂土

的剪胀、剪缩、应变软化和硬化，且在定量上与试验

数据也符合较好。 

 

图 20 三轴排水压缩试验结果与模型预测 

Fig. 20 Predicted and experimental results for triaxial drained  

.compression tests 
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5  结    论 
（1）通过分析砂土在一维压缩中的力学特性，得

到了砂土的破碎应力 pc和结构应力 ps，并利用结构应

力 ps完成了对砂土一维压缩的描述。 
（2）通过分析砂土的剪切特性，利用砂土的破碎

应力 pc 构造了相关参数 χ 来描述砂土随着破碎的发

生，CSL 下移的现象。 
（3）基于 UH 模型，引入结构应力 ps 和参数 χ

建立可以考虑颗粒破碎的砂土本构模型，该模型不仅

能够反映砂土的剪胀、剪缩、软化和硬化等应力、应

变特性，而且能够正确描述由颗粒破碎引起临界状态

特性的变化规律。当结构应力 ps和参数 χ 均为 0 时，

该模型退回到 UH 模型。 
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