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基于热力学理论的超固结黏土边界面模型 
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摘  要：基于热力学理论和临界状态土力学的框架，建立了耗散应力空间内的 α-β 屈服面。定义耗散势和背应力为应力

的函数来实现在真实应力空间非相关联流动。基于边界面模型框架，准确模拟了超固结黏土在初始屈服面内的弹塑性

响应。采用临界状态线与边界面交点在静水压力轴上的投影为映射中心，并定义剪胀函数，保证了“干侧”发生剪胀，

而“湿侧”发生剪缩。与 Boston Blue Clay，Lower Cromer Till 和 London Clay 3 种土在不排水条件下的三轴试验数据进

行对比，验证了模型的合理性和有效性。 
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Thermodynamics-based bounding surface model for overconsolidated clay 

CHEN Yan-ni, YANG Zhong-xuan 
(College of Civil Engineering and Architecture, Zhejiang University, Hangzhou 310058, China) 

Abstract: Based on the framework of thermodynamics and critical state soil mechanics, a new α-β yield surface is formulated 

in the triaxial space. Based on the non-associated flow rule and bounding surface framework, the proposed model can simulate 

the correct elastoplastic responses within its initial yield surface for overconsolidated clay. By defining the dissipative function 

and back stress being functions of stress, the non-associated flow is naturally followed in the true stress space. The mapping 

center in the p-q space is selected as the projection on the hydrostatic axis of the intersection of critical state line and bounding 

surface, such that the contractive response on the ‘wet side’ and dilative response on the ‘dry side’ can be guaranteed if an 

appropriated dilatancy function is defined. Comparisons are made between the experimental data of three typical clays under 

undrained condition, and a full agreement indicates the simulative capability of the proposed model. 
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0  引    言 
近年来，随着高速公路、铁路、机场、堤防等基

础设施建设，土的超固结现象普遍存在。在准确掌握

超固结黏土力学特性的基础上，建立恰当的超固结土

本构模型有利于工程问题的精细化分析。 
1958 年，Roscoe 提出临界状态理论，认为土在剪

应力作用下会趋近于临界状态，体应变恒定，剪应变

不断发展，应力比达到临界状态应力比 M，其中 M 为

材料参数，由材料的摩擦特性决定。1968 年，Roscoe
等 [1]以临界状态土力学为基础提出了修正剑桥模型

（MCC），然而该模型模拟超固结土的本构特性存在

如下缺陷：①初始屈服面内仅有弹性响应；②模拟结

果高估了材料的峰值强度。 
为模拟初始屈服面内部的弹塑性变形，学者们相

继提出多种解决方案，主要分为两类：①引入边界面

的概念，通过映射中心和映射法则将当前应力点与边

界面上的像应力点联系起来实现屈服面内部的弹塑性

响应[2-4]；②引入多屈服面框架实现弹性到塑性的平稳

过渡[5-7]。依据边界面理论，Whittle 等[8]提出了循环加

载作用下的 MIT-E3 模型，考虑各向异性和滞回效应

的影响，通过非相关联流动法则和附加失效面来预测

K0 固结黏性土在三轴试验下的工作特性，模型有 15
个输入参数，复杂的参数校正过程阻碍了模型的工程

推广；Ling 等[9]、魏星等[10]、黄茂松等[11]引入形状参

数来调节边界面的形状，定义了等向硬化、旋转硬化

和扭转硬化三类硬化法则，假定映射中心沿 K0线移动

而不再固定于坐标原点，较好地模拟了各向异性超固

结黏土的应力应变响应；姚仰平等[12-14]、罗汀[15]对修
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正剑桥模型的硬化参量进行调整，建立了统一硬化模

型，指出材料的潜在强度与超固结程度有关，考虑材

料的渐近状态特性对伏斯列夫曲线进行修正，提出了

适用于超固结黏土的渐近状态统一硬化模型；然而

Ling 和姚仰平的模型预测等向固结土时，临界状态线

与屈服面的交点始终位于屈服面的中点，与试验结果

不一致；Collins 等[16]开创性地提出基于热力学理论的

本构模型研究方法，通过定义恰当的耗散势函数来确

定屈服法则、流动法则和硬化法则。Gao等[17]在Collins 

α-γ 屈服面的基础上，通过定义剪胀公式和引入边界

面框架来实现对超固结黏土的模拟。 
本文以热力学为基础，通过定义适当的耗散机制，

提出了具有广泛适用性的屈服面，并基于边界面理论，

建立了超固结黏土本构模型。对不排水条件下的 3 种

典型黏土：Boston Blue Clay[18]，Lower Cromer Till[19]

和 London Clay[20]进行模拟，结果与试验吻合良好，

验证了该模型的有效性和适用性。 

1  热力学理论基础 
李相崧[21-22]对热力学理论框架进行了系统阐述，

现简述如下。热力学第一定律即能量守恒定律指出外

力对系统作功与进入系统热量的和等于系统能量的变

化，在封闭的代表单元体内部，热力学第一定律为 
d : du Q      ，             (1) 

式中，u 为单元体内能，σ为有效应力张量，ε为应变

张量，Q 为进入系统的热量。 
热力学第二定律指出对于任何一个孤立系统而

言，其混乱度即熵都是非负的，即 
d 0T T Q    ≥   ，          (2) 

式中，T 为绝对温度，γ 为单位温度自发产生的熵增量，

η 为系统的熵。将式（2）代入式（1）中，得到 
d : d du T T       。        (3) 

材料的亥姆霍兹自由能 ψ 是内变量 u，T 和 η 的

函数，形式如下： 
u T     ，             (4) 

其增量为 
d d d du T T       ，     (5) 

把式（5）代入式（3）得 
: d d dT        ，       (6) 

式中， 为耗散势能。等温条件下 dT=0，上式简化

为 
: d d      。           (7) 

这里假定材料弹塑性应变是非耦合的，即应变可

以分解成弹性和塑性两部分： 
e pd d d      ，            (8) 

式中，上标 e 和 p 分别表示弹性和塑性。 
系统的亥姆霍兹自由能增量由弹性应变引起的弹

性势能和塑性应变引起的锁定自由能两部分组成，因

此式（7）可写成如下形式： 


e p p

0

d : d : d ( ) : d       
 微观变形导致的耗散弹性势能 锁定自由能 宏观变形导致的耗散

系统存储的能量

       ，

(9) 
p p=( ) : d = : d 



       ，        (10) 

式中，α为背应力张量，χ为耗散应力张量。耗散势
是应力张量 σ，塑性应变增量 δεp和内变量的函数： 

p( , , )  H    ，            (11) 

由式（10）和式（11）得耗散应力空间的屈服函数为 
p p p( , ,d ) : d ( , ,d ) 0f            ， (12) 

由耗散应力、背应力和真实应力三者之间的关系，得

到真实应力空间的屈服面为 
p( , ) ( , ,d ) 0f f f         ， (13) 

根据 Ziegler 正交假设[23]和屈服函数的一致性条件即

可确定材料的本构关系[24]。 

2   -  模型屈服面的确立 

为表示方便，下文中出现的 p，q 均表示材料的平

均有效正应力和有效剪应力而非平均总正应力和总剪

应力。上述理论指出基于热力学理论建立本构模型的

关键是选取恰当的耗散函数。 
MCC 模型的耗散函数为 


p

p p p 2 p 20
v q 0 v qd ,d , (d ) ( d )

2
d

pp M     
 
   
 
 




，(14) 

式中， p
vd 为塑性体应变， p

qd 为塑性剪应变， 0p 为 
屈服面的大小，M 为材料常数。由于耗散函数与当前

应力状态 无关，所以在真实应力空间，修正剑桥模

型采用相关联流动法则。然而土体是压力敏感材料，

试验数据显示土的非相关联流动性主要体现在塑性体

应变和塑性剪应变的关系即剪胀性上，同时耗散函数

 和背应力函数 只对应力 的平均正应力 p 敏感，

所以有如下函数关系： 
p( , ,d ) 

( , ) 
p
p

  


 

，

。 



ε
            (15) 

Collins 等[25]、孔亮等[26]将材料常数 M 替换成 p 的函

数 M̂ ，提出 非关联流动模型，耗散函数为 

 
p

p p p 2 p 20
v q 0 v q

ˆ,d ,d , (d ) ( d )
2

d

pp p M     
 
   
 
 






，(16a) 
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0
0

2(1 )ˆ ˆ ( , ) pM M p p M
p



 

   
 

  ，   (16b) 

通过勒让德变换得到耗散应力空间的屈服面为 
22 2 20

0
ˆ ( , ) 0

4
pf M p p p q  

         
  ，  (17) 

式中，pχ和 qχ为耗散平均有效正应力和耗散有效剪应

力。背平均正应力 pα和背剪应力 qα为 
0 / 2 

0 
p p
q




 
 

，

。
                 (18) 

所以耗散应力与真实应力存在如下转换关系 

0 / 2 

  

p p p
q q




  
 

，

。
              (19) 

将式（19）代入（17）中，得真实应力空间屈服函数： 
2 2

0 0
ˆ ( , ) ( ) 0f M p p p p p q       ， (20) 

式中， 为一新的模型常数，取值范围为 0～1。图 1
显示不同 取值下的屈服面形式，当 1  时退化为修

正剑桥模型。 

 

图 1 不同 取值的 模型屈服面 

Fig 1 Yield surfaces of   model with various values of   

如图 1 所示，不论 取值如何，临界状态线永远

经过临界状态屈服面的中点，然而试验数据表明，正

常固结黏土在不排水三轴试验中，临界状态平均正应

力 pc 可能小于初始屈服面大小 p0 的一半，即

c 0 / 2p p 。在加载过程中屈服面不断向外扩张，临界

状态屈服面大小 p0c始终大于初始状态屈服面大小 p0，

存在关系 c 0 0c/ 2 / 2p p p  ，临界状态线与屈服面的

交点不再经过临界状态屈服面的中点，而是在中点的

左侧，而模拟结果依然存在关系 c 0c / 2p p ，因此模

型高估了材料的临界状态强度。为更准确地预测材料

的临界状态强度，需对屈服面形状进行调节。这里通

过对 M̂ 进行修正，将式（16b）中的 2 用参数 替换，

来改变临界状态线与屈服面交点的位置： 

0
0

(1 )ˆ ˆ ( , ) pM M p p M
p

 

 

   
 

  ， (21) 

其中，  为屈服面的形状参数，取值范围在 0～2 之

间。图 2 为 0.5  时不同 取值下的屈服面形状，当

2  时模型退化为 模型。 

 

图 2  =0.5 时不同  取值的 -  模型屈服面 

Fig. 2 Yield surfaces of  -   model with various values of    

when  =0.5 

3  边界面模型 
3.1  边界面的形式 

大量试验表明，超固结黏土不存在纯弹性响应阶

段，塑性变形在加载初期就已出现，而经典弹塑性理

论要求在初始屈服面内部仅发生弹性响应，只有当应

力状态位于屈服面上时才会发生弹塑性响应，因此无

法模拟超固结土在加载初期的弹塑性响应。这里引入

边界面模型来实现对超固结黏土加载初期弹塑性响应

的模拟。本文把与边界面有关的量均上标横杠用以区

分屈服面。将材料受到的历史最大预固结压力 p0对应

的屈服面定义为材料的边界面，耗散应力空间的边界

面函数为 
22 2 20

0
ˆ ( , ) 0

4
pf M p p p q  

         
  ， (22a) 

0
0

(1 )ˆ ˆ ( , ) pM M p p M
p

 

 

   
 

 ，  (22b) 

真实应力空间的边界面函数为 
2 2

0 0
ˆ ( , ) ( ) 0f M p p p p p q       ，  (23) 

偏导数如下： 
2

2 2
0

0

( 3 ( 1)[(2 ) )]f pM p
p p

     
    

   
 

2 2 3

2
0

4 (1 )2 [(2 1) 2 ] pp
p

    


   


 ， (24a) 

2f q
q





  ，                      (24b) 

 
2 4

22 2 2
3

0 0

2 1f M pM p
p p

  
    


 

2 3
2

2
0

2 ( 1) ( 2)M p
p


           。(24c) 

3.2  映射中心和映射法则 

这里将临界状态线与边界面的交点在静水压力轴

上的投影定义为映射中心 pm，存在如下关系： 
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 
2

m m m

0 0 0

1 1 0
p p p
p p p

  
   

      
   

 。 (25) 

由式（25）可知，对于同一种材料 pm 与 p0 的比值是

恒定的，但是在加载过程中，p0 不断演化，所以 pm

也会随着 p0 的演化而演化，临界状态时映射中心 pm  
与平均有效正应力 pc相等。 
3.3  流动法则 

根据热力学理论可知，在耗散应力空间材料遵循

相关联流动法则，由此可求得剪胀 D 为 
p 2
v

0p
q

/d ˆ ( , )
d /

f p p
D M p p

qf q



  

 

 
      

  ， (26) 

将式（19）代入（26）中，得 
2 2 2

0 0
0

ˆ ˆ( , ) ( , )1
2 2

M p p M p p
D p p

q





           
 

，(27) 

式中， 为像应力比。临界状态时，当前应力点落在

边界面上，像应力点与当前应力点重合，需满足关系

M   ， p
vd =0， 0D  。然而此时 M̂ 通常不等于

M，所以式（27）所求得的剪胀 D 不为 0，不满足临

界状态理论要求，需对剪胀公式进行修正： 
2 2

2
MD 




   。             (28) 

虽然引入修正公式会影响耗散应力空间的流动，

但显著改善了模型的模拟效果，使模型满足临界状态

要求。如图 3，当应力点位于垂线 mp p 的右侧 A 点

时，像应力点 A位于临界状态线的下方，此时剪胀

0D  ，发生剪缩；当应力点位于垂线 mp p 的左侧

B 点时，像应力点B位于临界状态线的上方，此时剪

胀 0D  ，发生剪胀。本文参考的试验数据表明强超

固结土在加载初期就已经发生剪胀，上述剪胀关系恰

好可以模拟加载初期的剪胀行为。如遇到加载初期先

剪缩再剪胀的情况，只需调整映射中心的位置，如移

到坐标原点即可。根据流动法则，可知材料的塑性应

变增量关系为 
p
v
p
q

d
1d
DfL

q




        
    

  ，        (29) 

其中，<*>为 Macauley 函数，当 0L  时， L L ；

当 0L≤ 时， 0L  。L 为加载因子，详细求解过程

可参照后文。 
3.4  硬化法则和塑性模量 

采用与修正剑桥模型一致的硬化法则： 
p0

0 0 v
1

d d
ep p 

 





  ，           (30) 

式中，N 和分别为正常固结线在 e–lnp 平面内的截

距和斜率，e0为初始孔隙比，κ 为卸载回弹曲线斜率。 

 

 

图 3 映射中心和映射法则 

Fig. 3 Mapping center and mapping rule 

由边界面的一致性条件得到关系： 

0 p
0

d d d d d df f f f ff p q p p q L K
p q p p q
    

     
    

  

pd d 0f fp q L K
p q
 

   
 

  ，          (31) 

式中， pK 和 pK 为像应力点的塑性模量和当前应力点

的塑性模量。由式（31）可知像应力点的塑性模量为 
p

0 0 v 0
p p p

0 0 v 0 v

d d d d
d d

p p pf f f fK D
p L p L p q


 

   
     

   
，(32) 

当真实应力落在边界面上时，存在关系 p pK K ；临

界状态即 M  时，存在关系 p 0K  。满足上述两个

要求，对 pK 进行插值来得到 pK [27-28]，这里采用如下

的插值公式计算塑性模量 pK ： 
2 2

0
p p

0 v

d
d 2

kp Mf fK
p q


 

 
 

 
其中 k ( / )nM M   ，(33) 

其中，  为 p–q 空间映射中心(pm，0)到像应力点的

距离，ρ 为 p–q 空间映射中心(pm，0)到当前应力点的

距离，n为非负的材料参数。  类似于超固结比OCR
的定义，可以反映材料超固结度的演化规律：  

2 2

2 2

( )  

( )  

m

m

p p q

p p q





   


   

，

。
         (34) 

3.5  应力应变关系 

材料弹性应力应变响应为 
0

e e
v v

e
q

1d
dd d

d 3(1 2 )3 d
2(1 )

epK p
Kp

q G G K

  



           
      

 

，其中  ， (35) 

式中，K 和 G 为材料的弹性模量， 为泊松比。由式

（8）、（29）、（31）和（33）推导出加载因子 L 为 

v q

p

d 3 d

3

f fK G
p qL

f f f fKD G K
p q q q

  


 
   

 
   

  。     (36) 
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由式（31）、（35）和（36）即可推出三轴应力空

间的应力应变关系如下： 
v

2 2
q

dd
dd

p
q






       
    

  ，          (37) 

其中， 2 2  为一个 2×2 的弹塑性刚度矩阵： 

2

2 2
1 2

3
0 ( )

0 3
3 9

f f f fK D KGD
K p q q qh L

G L f f f fKG G
p q q q

 

    
                 

    

， 

1 p3f f f fL KD G K
p q q q
   

  
   

  。     (38) 

其中，h(*)为 Heaviside 函数， 0L  时， ( ) 1h L  ，发

生弹塑性变形；否则 ( ) 0h L  ，仅发生弹性变形。 

4  模型的验证 
4.1  模型参数的确定 

本文提出的 – 非相关联边界面模型有 8 个参

数，其中 M，，κ， 和 N 与修正剑桥模型参数一致，

可根据等向压缩–回弹曲线和三轴排水剪切试验得到。 
参数 ， 用于修正边界面的形状使其更好地适

用于超固结黏土的模拟，前者使边界面发生扭曲，后

者改变临界状态线和边界面的交点。正常固结土的当

前状态面与边界面重合，当前应力点即像应力点，此

时参数 n 对模拟结果没有影响。参数 ， 可通过对

正常固结三轴压缩的试验数据拟合来确定。参数 建

议取值范围为 0.6～0.8，参数  建议取 1.0。 
参数 n 为正的材料参数，通过改变塑性模量 Kp

的大小来改变塑性变形的程度，n 越大，Kp越大，模

型的弹性响应越强烈，可通过拟合试验数据确定，取

值范围为 1.0～8.0。 
为验证模型的有效性，本文对 BBC（Boston Blue 

Clay）、LCT（Lower Cromer Till）和 LC（London Clay）
3 种土在不排水条件下的三轴压缩试验进行模拟，验

证模型的有效性和适用性，参数如表 1。 
表 1 土体的模型参数 

Table 1 Model parameters of soils 

类型 M       N     n 

BBC 1.353 0.184 0.036 0.1 2.059 0.6 1.0 4.0 

LCT 1.2 0.063 0.018 0.2 0.747 0.7 1.0 2.2 

LC 0.827 0.168 0.064 0.25 1.843 0.8 1.0 4.0 

4.2  等向超固结土的三轴压缩试验 

图 4～6 对比了不同土在不排水条件下的试验和

预测结果，二者具有较好的吻合度。对于超固结度为

6 的 LC 黏土，预测结果与试验数据偏差较大，试验

数据的合理性有待研究。 

 

 
图 4 BBC 三轴不排水试验和预测结果的比较 

Fig. 4 Comparison between undrained triaxial test results and  

model simulations for BBC 

 

 
图 5 LCT 三轴不排水试验和预测结果的比较 

Fig. 5 Comparison between undrained triaxial test results and  

model simulations for LCT 
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图 6 LC 三轴不排水试验和预测结果的比较 

Fig. 6 Comparison between undrained triaxial test results and  

model simulations for LC 

5  结论和建议 
（1）本文从热力学理论出发，指出合理耗散势函

数的定义是本构模型建立的关键。 
（2）对 Collins & Kelly  模型的屈服面进行修

正，引入参数 来控制临界状态线与屈服面交点的位

置，所提出的屈服面具有广泛适用性。 
（3）采用边界面理论模拟初始屈服面内部的弹塑

性响应，更好地反映了超固结土的本构特性。 
（4）采用临界状态线与边界面交点在静水压力轴

的投影为映射中心，并定义剪胀函数，保证了“干侧”

发生剪胀，而“湿侧”出现剪缩。 
通过对 3 种不同土在不排水条件下的三轴试验进

行模拟，表明 – 边界面模型能较好地预测超固结

土在剪应力作用下的主要变形特性，验证了模型的有

效性和适用性。对于各向异性固结或 K0固结黏土，需

引入运动硬化机制，本模型尚未考虑，有待进一步研

究。 
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